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Aus dem Vorwort zur ersten Auflage. 


Es bedarf kaum eines Wortes der Rechtfertigung, wenn neben 
den schon vorhandenen funktionentheoretischen Lehrbiichern nunmehr 
die Vorlesungen von ADOLF HuRWI7zZ tiber allgemeine Funktionentheorie 
und elliptische Funktionen erscheinen. 

Der erste Abschnitt behandelt die allgemeine Theorie der ana- 
lytischen Funktionen einer komplexen Variablen. Der Aufbau dieser 
Theorie wird im Geiste der WEIERSTRASZschen Ideenbildungen auf 
arithmetischer Grundlage konsequent vollzogen. Im zweiten Abschnitt 
wird, ebenfalls von WEIERSTRASZschen Gesichtspunkten aus, eine knappe, 
aber recht vollstandige und tbersichtliche Einfiihrung in die Theorie 
der elliptischen Funktionen gegeben. 

Bei aller inneren Konsequenz des so errichteten Gebaéudes kann 
der Lernende sich heute mit den Gesichtspunkten der WEIERSTRASZschen 
Theorie allein nicht mehr begniigen. Hieraus ergab sich der Plan, in 
einem selbstandigen Anhang eine Einftthrung in den RIEMANNschen 
geometrisch-funktionentheoretischen Gedankenkreis zu geben. 

Das vorliegende Buch als Ganzes gibt, aus drei verhaltnismaBig 
selbstandigen und ftr sich allein lesbaren Abschnitten bestehend, 
einen einfiihrenden Uberblick iiber die meisten wichtigen funktionen- 
theoretischen Gedankenreihen. — Dem Anfanger, der dieses Buch zum 
Selbststudium benutzen will, mag empfohlen werden, zugleich mit 
dem ersten Abschnitt die ersten Kapitel des dritten zu lesen. 


G6ttingen, im Juni 1922. 


Aus dem Vorwort zur zweiten Auflage. 


Die vorliegende zweite Auflage unterscheidet sich von der ersten 
in den beiden von HuRwITZ herrtthrenden Abschnitten durch Verbesse- 
rung und Glattung von Einzelheiten. 

Eine Umgestaltung von Grund aus dagegen hat der vom Unter- 
zeichneten herriihrende Abschnitt tiber geometrische Funktionentheorie 
erfahren. Hierbei ist allerdings dieser Abschnitt in seinem Umfange 
wesentlich angewachsen und hat sich zu einer selbstandigen Dar- 
stellung entwickelt, die in ihrem Charakter von der HURwITZschen 
wesentlich abweicht. So wie das Buch jetzt vorliegt, hoffe ich, daB 
es als Ganzes — trotz der mit seiner Entstehung (und vielleicht der 
Natur der Sache) zusammenhangenden Unhomogenitat — dem Lernenden 
einen lebendigen Eindruck zugleich von der Vielgestaltigkeit und der 
Einheit unserer Wissenschaft vermitteln wird. 


Gotti n, im Marz 1925. 
yee R. COURANT. 


Vorwort zur dritten Auflage. 


Auch in der dritten Auflage haben die von HURWwITz herrthrenden 
beiden ersten Abschnitte keine Anderungen erfahren, abgesehen von 
Verbesserungen und Erganzungen in Einzelheiten. Der dritte Abschnitt 
jedoch ist wiederum in vielen Punkten erweitert und umgestaltet worden. 
Es soll dadurch erreicht werden, daB er eine wirklich vollstandig un- 
abhangig von den vorangehenden Abschnitten lesbare Darstellung der 
Funktionentheorie vom geometrischen Standpunkt aus gibt und auch 
den Zugang zu den neueren Spezialforschungen Offnet. Eine kleine 
Vermehrung des Umfanges war dabei nicht zu vermeiden. 

Ich schulde einer Reihe von Fachgenossen ftir Ratschlage und 
sonstige Mithilfe herzlichen Dank, vor allem den Herren HARALD BOHR, 
CARATHEODORY und Vv. D. WAERDEN. Ganz besonders aber muB ich 
an dieser Stelle Herrn Dr. WERNER WEBER fiir seine selbstlose Hilfe 
bei jeder kleinen und groBen mit der Herausgabe der Neuauflage ver- 
bundenen Miihe danken. Ohne diese Hilfe ware das Erscheinen des 
Buches zum mindesten um viele Monate hinausgezégert worden. 


G6ttingen, im Oktober 1929. 
R. COURANT. 
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Erster Abschnitt. 


Allgemeine Theorie der Funktionen 
einer komplexen Verdanderlichen. 


Erstes Kapitel, 


Die komplexen Zahlen. 
§ 1. Begriff der komplexen Zahl. 


Die Einfiihrung der komplexen Zahlen hat ihren Grund bekanntlich 
in dem Umstande, daB die Gleichungen zweiten Grades mit reellen 
Koeffizienten in zwei Kategorien zerfallen: in solche mit Lésungen und 
solche ohne Lésungen. Wird man in mathematischen Untersuchungen 
auf die Unméglichkeit geftihrt, gewissen Aufgaben zu geniigen, so ver- 
sucht man, durch eine Erweiterung der fundamentalen Begriffe diese 

s5 Unméglichkeit zu beseitigen. So fallt die Unmég- 

lichkeit, gewisse quadratische Gleichungen aufzu- 

A ldsen, fort, wenn wir den Bereich der reellen Zahlen 

erweitern durch Einfiihrung der komplexen Zahlen. 

Um die komplexen Zahlen zu definieren, betrachten 

wir die Gesamtheit aller Zahlenpaare (a, 6), welche 

wir durch die Punkte einer Ebene geometrisch 

~ versinnlichen wollen (Abb. 1). Jedem solchen Zahlenpaar ordnen wir 
das Zeichen 


O a 
Abb. I. 


a+ bt 


zu, in welchem der Buchstabe 7 zunachst nur als ein reines Symbol 
anzusehen ist. Wir setzen sogleich fest, daB statt a + 07 einfach a ge- 
schrieben werden soll, statt 0 -+ 67 einfach bz und statt 17 einfach 7. 
Die allgemeinen Zahlen a, welche wir von jetzt ab reelle Zahlen nennen 
wollen, sind also als Symbole den Punkten zugeordnet, deren zweite 
Koordinate Null ist. Insbesondere ist a + 62 dann und nur dann die 
Zahl 0, wenn @ = b = 0 ist. 

Den Symbolen a + 62 geben wir nun dadurch den Charakter von 
Zahlen, daB wir bestimmte Festsetzungen tiber das Rechnen mit diesen 
Symbolen treffen. Dementsprechend werden wir von jetzt an die Sym- 
bole a + bi als komplexe Zahlen bezeichnen. Wir nennen a den reellen 


Hurwitz-Courant, Funktionentheorie. 3. Aufl. 1 


Ww 


2 J, 1. Die komplexen Zahlen. 


und b den imagindren Teil der komplexen Zahl a + 61. Die Zahlen bt, 
deren reeller Teil Null ist, heiBen vein imagindr. Endlich heiBt die Zahl 
1i =i die imagindre Einheit. Ore 

Die Addition der komplexen Zahlen a + 67 und a’ + b’7 definieren 
wir durch die Gleichung 
(1) (a+ bi) + (a2 +0) =(a@+a)+ (64 0). 
Offenbar geniigt die Addition, wie im Gebiete der reellen Zahlen, dem 
kommutativen und dem assoziativen Gesetze. 


Uberdies ist die Addition eindeutig umkehrbar, oder, wenn wir 
diese Umkehrung der Addition wieder als Subtraktion bezeichnen: die 


. Subtraktion ist stets in eindeutiger Weise ausfiihrbar. 


Die Multiplikation von a+ bi und a’ + 6'¢ definieren wir durch 
die Gleichung 


(2) (a + bi) (a’ + 0b't) = (aa’ — bd’) + (ab’ + ba’) 7. 
Nehmen wir a = a’ = 0, b = b’ = 1, so ist also speziell 
94 = 72 = 1 
Nimmt man b = 0, so ergibt sich 
a(a’ + b’'t) = (a+ 02) (a’ + 0't) = aa’ + ad't. 
Insbesondere gilt also fiir jede komplexe Zahl x 
l+x = %. 


Ein anderer wichtiger spezieller Fall der Definitionsgleichung (2) ist 
der folgende: 
(a + bt) (a — bt) = a? + D?. 


Er enthalt das Gesetz der Multiplikation zweier konjugierter Zahlen. 


‘Darunter verstehen wir zwei komplexe Zahlen, welche denselben reellen, 


aber entgegengesetzten imaginaren Teil haben. 

Aus der Gleichung (2) ist ersichtlich, daB (a + bi) (a’ + b'7) die- 
selbe Zahl vorstellt wie (a' + 6'2) (a + b7z), daB also das kommutative 
Gesetz fiir die Multiplikation der komplexen Zahlen gilt. 

Sind ferner 


a=at+bi, a=a+dG, o” =a’ +oG 


drei komplexe Zahlen, so ergibt eine leichte Rechnung, daB die beiden 
Zahlen (aa’)a’’ und «(«’«’’) identisch sind, also 


jf ut 


(aot) tole oy 6 


Es gilt daher auch das assoziative Gesetz fiir die Multiplikation. Da 
der reelle und der imaginare Teil des Produktes (a + bt) (a’ + 0'2) 
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homogene lineare Funktionen von a’ und 2’ sind, so gilt ersichtlich 
die Gleichung 
a(a’ +o’) = ao’ + an’ 


fur je drei komplexe Zahlen x, «’, «’’; d. h. das distributive Gesetz ist 
gultig. 

Nach (2) ist ein Produkt zweier komplexer Zahlen Null, wenn ein 
Faktor Null ist. Aber auch umgekehrt: 

Ist ein Produkt Null, so ist notwendig ein Faktor des Produktes Null. 

In der Tat folgt aus 

(a + 62) (a’ + b's) = 0, 
daB auch 
(a — bt) (a’ — b'2) (a+ bt) (a + 0'7) =0 

ist, oder, wegen der Vertauschbarkeit der Faktoren in einem Produkt, 


(a@ + bt) (a — b1)-(a’ + 0't) (a’ — B't) = (a? + 0?) (a’2 + 5) = 0. 

Daher muB8 
a*-- 6?=0 oder a?+b0727=0 

sein. Im ersten Falle ist a = b = 0, also der Faktor a + 64 =0, im 
zweiten Falle ist a’= 6’ = 0, also der Faktor a’ + b'¢ = 0. 

Endlich bemerken wir, daB die Division, mit Ausnahme der Di- 
vision durch Null, eine im Reiche der komplexen Zahlen stets eindeutig 
ausfihrbare Operation ist. Denn betrachten wir die Gleichung 


(3) (a+ bi)x = (a +H), 
so folgt aus derselben 
(a2 + b?) x = (a — 62) (a’ + 0'2) 
und hieraus, wenn a-+ 67 +0, d.h. a2 + 6? + 0 ist, 
= Lex ao e+ b) x = aa (a — i) (a + 0%). 
Dieser Wert von x befriedigt auch wirklich die Gleichung (3), welche 


demnach stets eine und nur eine Lésung zulaBt. 
Die Gleichungen 


(Ge vEE (ae bai (a ra) — (6 84, 
ee big)— bay (aul — bb) — (ab’ - ba!) + 


zeigen, wenn man sie mit (1) und (2) vergleicht, daB die Summe bzw. 
das Produkt zweier komplexer Zahlen in den konjugierten Wert tber- 
geht, wenn man die Summanden bzw. die Faktoren des Produktes 
durch ihre konjugierten Werte ersetzt. Oder in anderer Ausdrucks- 
weise: Ordnet man jeder komplexen Zahl ihre konjugierte Zahl als 


Bild zu, so entsteht dadurch eine Abbildung des Systems aller kom- 
1* 
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plexen Zahlen auf sich selbst von der Eigenschaft, da8 Gleichungen 
von der Form 
oP pay) Ga Pay ap = 

bestehen bleiben, wenn man die in ihnen vorkommenden Zahlen durch 
ihre Bilder ersetzt. Daraus folgt dann sofort, daB iiberhaupt jede Glei- 
chung zwischen komplexen Zahlen, deren beide Seiten durch aus- 
schlieBliche Anwendung der Operationen der Addition, Subtraktion 
und Multiplikation gebildet sind, bestehen bleibt, wenn man jede der 
komplexen Zahlen durch ihre konjugierte Zahl ersetzt. 


§ 2. Geometrische Darstellung der komplexen Zahlen. 
Satze iiber den absoluten Betrag. 


Die komplexen Zahlen lassen sich nach § 1 den Punkten einer Ebene 
umkehrbar eindeutig zuordnen, indem man der komplexen Zahl 


a=a+t br 


den Punkt mit den rechtwinkligen Koordinaten a, 6 entsprechen 1laBt. 
Zur Vereinfachung werden wir in der Folge den Punkt, welcher einer 
komplexen Zahl « entspricht, ebenfalls mit « benennen. Die Ebene, 
durch deren Punkte wir die komplexen Zahlen reprasentieren, nennen 
wit die komplexe Zahlenebene. Der Koordinatenanfangspunkt, welcher 
der Zahl Null entspricht, heiBe der Nullpunkt. 

Die Entfernung 7 des Punktes « vom Null- 
punkt ist (Abb. 2) 


y= Yar +b? = Y(a + dt) (a — di). 
Diese GréBe wird der absolute Betrag der 
a komplexen Zahl « genannt und nach WEIER- 
ABB oO. STRASZ mit |«| bezeichnet. Diejenigen Zahlen, 
welche einen und denselben absoluten Betrag 7 be- 
sitzen, werden offenbar durch die Punkte einer Kreislinie mit dem Null- 
punkt als Mittelpunkt und dem Radius 7 reprasentiert. Die einzige 
komplexe Zahl, deren absoluter Betrag 0 ist, ist die Zahl 0. Ferner 
beweisen wir leicht: 
Der absolute Betrag der Differenz « — a’ ist die Entfernung der beiden 
Punkte a und a’. 
Ist naémlich « =a-+ 61, «’ =a’ + 014, so wird 


a—a' =(a—a') + (b—d')i 


und folglich 


Ja—a’| = V(a—a')? + 0 — 0b), 


Einige weitere wichtige Satze iiber die absoluten Betrage erhalten 
wir durch. folgende Betrachtungen. 
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Bezeichnen wir den reellen Teil der komplexen Zahl « mit Ra, den 
imaginaéren Teil mit Y«,! so ist 


|| = 7 (Sa)? + (Fax)? 
und demnach 


(1) Ra<|a|, |%alSlal, 


Die Richtigkeit dieser Ungleichungen leuchtet auch geometrisch sofort 
ein: In dem rechtwinkligen Dreieck von Abb. 2 ist jede Kathete 
héchstens von der Lange der Hypotenuse. 2 

Bezeichnen wir mit «, #8 zwei komplexe Zahlen, mit a, 6 die zu 
ihnen konjugierten Zahlen, so ist 


Ja|= You, |BJ= VB, |aB| = Va) @p) = yaa V Bp 
und folglich 


(2) |%B| =|a| |B]. 
Ersetzen wir hier « durch | (6 += 0), so kommt) 4 B = 2 B | und 
daraus 
2 ee aL 
8) B= ter 


Die Gleichung (2) 1laBt sich leicht auf ein Produkt afy.--- A von 
beliebig vielen komplexen Zahlen ausdehnen; fiir ein solches Produkt gilt 


JaBy---2| =|o|-|Bl-ly]---|a] 


und speziell, wenn alle Faktoren einander gleich angenommen werden, 


esol es Nealg Cp APOE a5 8): 
Nunmehr vergleichen wir den absoluten Betrag einer Summe 
Ja + B| 


mit den absoluten Betragen |«| und |8| der Summanden. Es sei zu- 
nachst « + 6 +0. Wegen 


eae B 
= Beng eae: 
ist dann 
“te ot B 
1 te + Ot 
also nach (1) und (3) 
(e4 B Mee | 0. | |B | 
il aay (een ace aire eae 
endlich 
(4) Ja + B| <]a|+ |B. 


Im Falle « + 6 = 0 besteht dieselbe Beziehung trivialerweise. 


1 Diese Bezeichnungen sollen auch im folgenden beibehalten werden. 
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Die sehr haufig zu brauchende Ungleichung (4) hat eine einfache 

geometrische Bedeutung. Betrachten wir namlich die drei Punkte (Abb. 3) 

Ont da, 

so bedeutet |« + | die geradlinige Entfernung des Punktes « + p 
vom Punkte 0, wahrend | «| die Entfernung des Punktes « vom Punkte 0 
und || die Entfernung des Punktes « vom Punkte « + f# darstellt. 
Die Ungleichung (4) besagt also, daB die Summe der beiden letzteren 
Entfernungen mindestens so groB ist wie die 
erstgenannte Entfernung. 

Ersetzen wir in (4) die Zahl « durch die 
Zahl « — f, so kommt 

ja] <|a— Bl + |B | 
und hieraus 
oe ja — B| =|a|—|8I. 

Indem wir — f fiir 6 schreiben, gewinnt die vorstehende Unglei- 
chung wegen |— f| = |f| die Gestalt 
(5) la + B| 2|«|— [6]. 

Nach (4) und (5) liegt also der Wert von |a + £| stets zwischen 
den beiden Grenzen |x| —|f6| und |«|-+ |A|. 

Der Winkel g zwischen der Halbachse der positiven reellen Zahlen 
und der Richtung vom Nullpunkt zur komplexen Zahl « wird Winkel, 
Arkus oder Amplitude von « genannt und mit arc « bezeichnet. Offen- | 
bar ist (Abb. 2) 

a@=rceosgy, b=rsng, «=a+bt1=r7(cocp+7sin®). 


a Dieser Darstellung von « werden wir noch 
B spater begegnen (S. 73). 
Wir wollen nun noch kurz die geometrischen 
Konstruktionen besprechen, welche der Addition 
6 und der Multiplikation der komplexen Zahlen ent- 
sprechen. 
oe Sind « und «’ zwei Punkte in der komplexen 


= — der Mittelpunkt ihrer 


Zahlenebene, so ist 
Verbindungsstrecke. Wenn daher 
ata =P p’ 


ist, so bilden die Punkte «, «’, B, 6’ die Ecken eines Parallelogramms 
(Abb. 4). Um also aus «, «’, B 


pata —Bp 
zu konstruieren, erginze man das Dreieck Baca’ zum Parallelogramm 


B«B'a’, dann ist die 6 gegentiberliegende Ecke 6’ der zu konstruierende 
Punkt. Wahlt man f = 0, so ist hierin die Konstruktion fiir die Summe 
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a + «’ enthalten; wahlt man «’ = 0, so hat man die Konstruktion fiir 
die Differenz « — f. 

Betrachten wir nun in der komplexen Zahlenebene zwei Dreiecke 
a a’ a’ und f B’B’" (Abb. 5), so sind diese ahnlich, wenn 


Qty pb 

a!’ Sia as Bp’ — B 
ist. Denn zunachst folgt aus der vorstehenden Gleichung, indem man 
beide Seiten um 1 vermindert, 


naa a a” p’ _— jap 


ee Oo ae BY — B 


und, indem man zu den absoluten Betragen tibergeht, 


Ja’ — a]: fo” — on]: foe! — a” = |B’ — Bl: 18" — Bl: |B’ — B”|, 


d.h. die Seiten des Dreiecks « «’«’’ sind proportional den Seiten des 

Dreiecks f 6’B’". Eine nahere Betrachtung, die wir B 

tibergehen, zeigt, daB die beiden Dreiecke « «’«’’ und 

B 6’ B" gleichorientiert sind; d.h. wenn der Punkt «’’ _, 

zur Linken der Durchlaufungsrichtung ««’ liegt, so | 

liegt auch der Punkt 6” zur Linken der Durchlaufungs- oa 

richtung 66’, und wenn der Punkt «’’ zur Rechten (3 

der Durchlaufungsrichtung ««’ liegt, so liegt auch Ue en 

der Punkt 6’ zur Rechten der Durchlaufungsrich- 

tung BA’.4 SS 
Smdstunt ders Punkte o; o, «7, Pp, P, p , etwa 


die ersten fiinf, gegeben, so kann man hiernach den sechsten 
e 


B" =B + (6-8) 


leicht konstruieren. Man hat nur notig, tiber 6 6’ ein Dreieck B B’B” zu 


errichten, das ahnlich und gleichorientiert mit dem Dreieck « «’«’’ ist. 
Nehmen wir speziell 


a0, Loa 0, 


Abb. 5. 


a’ — « 


a’ — @ 


a 


tt 
as wahrend der 


so erhalten wir eine Konstruktion fiir den Quotienten 
Annahme 


p= OF oe 0 oad 


iad 


eine Konstruktion fiir das Produkt f’«’’ entspricht. 


= 
1 Nimmt man an, daB der Punkt 7 zur Linken der positiven Richtung 01 

der Achse der reellen Zahlen liegt, so liegt «’” zur Linken oder zur Rechten der 
‘ on aay. 

Durchlaufungsrichtung ««’, je nachdem der imaginare Teil des Bruches x 


— 0 
positiv oder negativ ist. 
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§ 8. Konvergente Zahlenfolgen. Die Zahlenkugel. 
Eine unendliche Folge komplexer Zahlen 
Ot, = a, + 042, Oy. == Ay + dot, a ey Oy 0 a Oats 


wollen wir konvergent nennen, wenn jede der beiden Folgen reeller 
Zahlen 


[ 41,4, --+) 4m; Bete 
() [bea Deters Doe 
konvergiert+. Es sind dann 
lima He Oe = 
n-> 0c n> co 
bestimmte endliche Zahlen. Wir nennen « = a + bi die Grenze oder den 
Limes der Zahlenfolge x,, %:, ..-, %n, --- und schreiben 


lim «,, =. 
n> 


Jede unendliche Zahlenfolge, die nicht konvergent ist, heiBt divergent. 
Die Folgen (1) sind bekanntlich dann und nur dann konvergent, 
wenn zu jeder beliebig klein vorgeschriebenen positiven Zahl e der 
Index ” so bestimmbar ist, daB 
(2) |a,—a,|<e und |b,—0,|<e 
ist, falls nur & und / groBer als nu sind. 


Hieraus werden wir jetzt den Fundamentalsatz der Konvergenz fur 
das komplexe Zahlgebiet ableiten: 
Die Zahlenfolge 


Hy, Ap, - ++, Ayn, --- 


ist ummer und nur dann konvergent, wenn zu jedem positiven e der In- 
dex n so gewdhlt werden kann, daB 


[Gpaaty | ae 
ist, sobald k und h gréBer als n sind. 
Offenbar ist dies eine notwendige Bedingung; denn aus (2) folgt 
|, — om | = V (a — a)? + (0, — 04)? < Ve, 
und /2¢ kann ebenso jede beliebige positive Zahl darstellen wie « 
selbst. Die Bedingung ist aber auch hinreichend; denn aus 


| — On| = (a, — ay)? + (by — by)? <e 


folgt 
|@,—a@|<e und |b,—d,|<e, 
d.h. das Bestehen der Ungleichungen (2). 


1 Definitionen und einfache Tatsachen aus der Theorie der unendlichen Folgen 
reeller Zahlen und Reihen mit reellen Gliedern werden als bekannt vorausgesetzt. 


Man vergleiche etwa das Lehrbuch yon Knopp: Unendliche Reihen. 2. Aufl. 
Berlin 1924. 
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Wir bemerken hier sogleich, daB die Bedingung des Fundamental- 
satzes der Konvergenz schon erfiillt ist, wenn nur zu jedem positiven ¢ 
der Index » so gewahlt werden kann, daB 


|a,—«,|<e 
ist, falls k > u ist. Denn ist letztere Bedingung erfullt, so kénnen wir 
zu 5 den Index u so bestimmen, daB 
[Operon oe, pert 
ist, wenn & und h zwei beliebige Indizes > ” bedeuten. Dann ist aber 
[oz — ay | = | (%, — &n) + (An — ma) | 
S|u—e|+]on—a,|<E+$=0, 
also wirklich die Bedingung des Fundamentalsatzes der Konvergenz 
erfullt. 
An die Definition der konvergenten Zahlenfolgen knipfen wir 


nun noch eine weitere Definition. 
Kann bei einer Zahlenfolge 


en PN rd BCE: Erbe Gs 


zu jeder beliebig groB gewahlten positiven Zahl G der Index so be- 
stimmt werden, daB 


EG 


| oc, 
ist, sobald k > v ist, so wollen wir 
sagen, die Zahlenfolge habe die 
Grenze Unendlich. Wir driicken 
dies durch die Gleichung 


hm.«,, = 0o 


aus. Um fiir das hierdurch ein- 
geftihrte Symbol oo ebenfalls eine 
geometrische Darstellung zu er- 
halten, stellen wir folgende Uber- 
legung an: 

Wir betrachten eine Kugel, deren Mittelpunkt sich senkrecht tiber 
dem Nullpunkt der komplexen Zahlenebene befindet. Diese selbst denken 
wir uns horizontal liegend und die Kugel im Nullpunkte beriihrend 
(Abb. 6). Verbinden wir den héchsten Punkt N der Kugel mit dem 
Punkte « der komplexen Zahlenebene geradlinig, so schneidet die Ver- 
bindungsgerade die Kugeloberflache auBer in N noch in einem weiteren 
Punkte, den wir ebenfalls « nennen wollen. Diese Konstruktion, welche 
jedem Punkte der Ebene einen bestimmten Punkt der Kugel zuordnet, 


Abb. 6. 
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nennt man stereographische Projektion. Jede komplexe Zahl « findet 
nun auf diese Weise einen ihr entsprechenden Punkt « der Kugel. Um- 
gekehrt entspricht, mit Ausnahme des Punktes N, jedem Punkte der 
Kugel eine bestimmte komplexe Zahl. Und nun wollen wir festsetzen, 
daB der Punkt N als Reprasentant des Symboles co angesehen werden 
und dementsprechend Punkt co heiBen soll. 


Betrachten wir eine Zahlenfolge «1, %,...,%n,---, fur die 
[imi = Oo 
n-> oo 
ist, so nahern sich die Punkte «1, %),...,%,,..- der Kugel mit wachsen- 


dem Index immer mehr dem Punkte N, wahrend die entsprechenden 
Punkte der Zahlenebene immer weiter vom Nullpunkt abriicken. Es 
entspricht also der Punkt N dem unendlich Fernen der Zahlenebene. 
Deshalb sprechen wir zuweilen kurz vom unendlich fernen Punkt der 
Zahlenebene, worunter wir uns dann aber immer den Punkt oo der 
Zahlenkugel vorzustellen haben}. 

Der Vollstandigkeit halber wollen wir hier die Formeln kurz ab- 
leiten, die zwischen den Koordinaten des Punktes (x, y) der Zahlenebene 
und den Koordinaten des entsprechenden Punktes (&, 7, ¢) der Zahlen- 
kugel bestehen. Wir nehmen den Nullpunkt der Zahlenebene als Anfangs- 
punkt und lassen die positive Z-Achse mit der Richtung ON zusammen- 
fallen. 

Der Radius der Kugel heiBe a. Dann ist die Gleichung, welche 
ausdriickt, daB der Punkt (&,7, ¢) auf der Kugeloberflache liegt, 

ote (Ca) ee a 
oder 

E24 72? —2al— c2, 
Liegen nun der Punkt N (0, 0, 2a), der Punkt (&, 7, £) der Kugel und 
der Punkt (x, y,0) der Zahlenebene in einer Geraden, so ist 


aligns 


Hieraus folgt 
2 
2 os Pie ts ee 
x t+ V4 — 4g Gat). wer. 
Es driicken sich also x,y und x2 + y? durch folgende Formeln ver- 
moége &,7, € aus: 


_ 2a _ 2an 8 as 
(3) en VT a ~~ 3a? ee Sls recip chars i 


1 Diese der Funktionentheorie angemessene Auffassung des unendlich Fernen 
der Ebene als eines Punktes steht in charakteristischem Gegensatz zu der Auf- 
fassung der projektiven Geometrie, in welcher bekanntlich das unendlich Ferne 
der Ebene als eine Gevade angesehen wird. 


§ 4. Haufungswerte unendlicher Zahlenmengen. ll 


Umgekehrt folgt: 
a 4a? x le” 4a%y 8 a3 
Sey nte TS pyeie $24 are 
Betrachten wir in der Zahlenebene diejenigen Punkte, welche der 
Gleichung 


(4) A(x® +9) + But Cy+D=0 

genugen, so bilden dieselben eine Kreisperipherie oder, falls A = 0 
ist, eine Gerade. Der Kiirze halber werden wir jede Gerade in der kom- 
plexen Zahlenebene auch als Kreis (mit unendlichem Radius) bezeich- 
nen, so daB also die vorstehende Gleichung (4) in jedem Falle einen 
Kreis in der Zahlenebene definiert. 


Den Formeln (38) zufolge geniigen die Koordinaten ,7,¢ der 
Gleichung 


2an 


8 a8 
A (so, — 4a?) + Bs p+Ce+D=0 


oder 
(5) 2aBE+2aCyn+4+ 4a7A —D)6C+2aD=0, 


wenn x und y der Gleichung (4) gentigen. Die Gleichung (5) stellt eine 
Ebene vor, wenn &,7, ¢ als laufende Koordinaten angesehen werden. 
Da eine Ebene die Kugel in einem Kreise schneidet, so folgt: 

Jedem Kreise in der Zahlenebene entspricht ein Kreis auf der Zahlen- 
kugel. 

Der Satz darf offenbar auch umgekehrt werden, da die Koeffi- 
zienten A, B,C, D so gewahlt werden kénnen, daB die Gleichung (5) 
eine beliebige Ebene darstellt. Also: 

Jedem Kreise auf der Zahlenkugel entspricht ein Kreis in der Zahlen- 
ebene. ; 

Diejenigen Kreise der Kugel, welche durch den Punkt co hindurch- 
gehen, entsprechen den Geraden der Zahlenebene. Daher sagen wir, daB 
eine Gerade ein Kreis sei, welcher durch den unendlich fernen Punkt 
der Zahlenebene hindurchgeht. 

Die leicht beweisbare Tatsache, daB die stereographische Projektion 
eine konforme Abbildung der Ebene auf die Kugel darstellt, d.h. daB 
der Winkel zwischen zwei Kurven in der Ebene derselbe ist wie der 
Winkel zwischen den entsprechenden Kurven auf der Kugel, sei hier 
nur beilaufig erwahnt. 


§ 4. Haufungswerte unendlicher Zahlenmengen. 
Bezeichnet ¢ eine positive Zahl, so wollen wir unter der Umgebung « 
eines im Endlichen liegenden Punktes « der komplexen Zahlenebene 
die Gesamtheit derjenigen Punkte z verstehen, welche der Bedingung 
|z —a| < e geniigen. Diese Punkte erfiillen das Innere eines Kreises 
mit dem Mittelpunkt « und dem Radius «. Die Zahl ¢ nehmen wir als 
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MaB der GroéBe der Umgebung. Auf der Zahlenkugel bilden die Punkte 
einer Umgebung des Punktes « das Innere eines um den Punkt « sich 
legenden Kreises, der sich mit abnehmendem ¢ immer mehr auf den 
Punkt « zusammenzieht, aber im allgemeinen nicht den Punkt « zum 
Mittelpunkt hat. 

Unter der Umgebung «¢ des unendlich fernen Punktes wollen wir die 


: 1 
Gesamtheit derjenigen Punkte z verstehen, die der Bedingung |z|> > 
geniigen. Diese Punkte erfiillen das AuBere eines Kreises mit dem Mittel- 
punkt 0 und dem Radius - Auch hier nehmen wir « als MaB fir die 


GréBe der Umgebung. Auf der Zahlenkugel stellt sich die Umgebung ¢ 
des unendlich fernen Punktes als das Innere eines Kreises dar, der um 
den Punkt oo der Kugel abgegrenzt ist und um so kleiner wird, je 
kleiner ¢ ist. 

Wir betrachten nun eine Menge 2 von unendlich vielen komplexen 
Zahlen. Dieselbe wird geometrisch durch eine Menge von unendlich 
vielen Punkten der Zahlenebene oder der Zahlenkugel dargestellt, 
welche wir ebenfalls mit 2 bezeichnen wollen. Dabei wollen wir nicht 
ausschlieBen, daB unter den Zahlen der Menge &’ sich gleiche finden, 
und rechnen in diesem Falle einen und denselben Punkt der Punkt- 
menge mehrfach zu. 

Die Punktmenge 2 auf der Zahlenkugel bildet eine Punktmenge im 
dreidimensionalen Zahlenraum, in welchem unsere Kugel liegt. Die 
Hdaujungsstellen dieser Punktmenge 2 sind gewisse Punkte der Kugel. 

Wenn « eine solche im Endlichen oder Unendlichen gelegene Hau- 
fungsstelle ist1, so liegen in jeder noch so kleinen Umgebung von « 
unendlich viele Punkte der Menge X&. Wir kénnen daher aus ™ eine 
Zahlenfolge 


Che iy Cy o ads Chip ov 6 
so herausheben, da8 
lime, = & 
nN-—> co 


ist. Daher nennen wir « auch einen Hdufungswert der Zahlenmenge \. 
Wir kniipfen an diese Betrachtung noch folgende Satze: 
Liegt eine Zahlenfolge 
CaM Co a Qakediy. 6 
vor mit der Grenze a, so daB also 


him %,, = a 

n—-> © 
ist, so besitzt die aus den Punkten Oy, X%,...,H,,... bestehende Punkt- 
menge nur die Haufungsstelle «. 


a Jede beschrankte unendliche Punktmenge auf einer Geraden, in einer Ebene 
oder im Raum hat bekanntlich mindestens eine Haufungsstelle. 
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Umgekehrt: 


Besitat eine Punktmenge der Zahlenkugel nur eine Haufungsstelle «, 
so tst die entsprechende Zahlenmenge abzahlbar, lift sich also in eine 
Rethenfolge 


Opes aeons chs 
bringen, und es ist dann 
litte 
N-> co 


Wir wollen den letzten Satz unter der Annahme beweisen, daB die 
eine Haufungsstelle « im Punkte oo liegt. Man erkennt leicht, daB die 
Schliisse, die wir in diesem Falle machen, auch fiir jeden beliebigen 
Wert von a anwendbar bleiben. 

Es liege also eine unendliche Punktmenge 2 vor mit der einen 
Haufungsstelle oo. Betrachten wir irgendeine Umgebung ¢ des Punktes oo, 
so kénnen auBerhalb derselben nur endlich viele Punkte von  liegen. 
Im anderen Falle wiirde naimlich eine von oo verschiedene Haufungs- 
stelle von &' existieren. In der komplexen Zahlenebene wird die Um- 
gebung e durch das AuBere des Kreises mit dem Mittelpunkt 0 und dem 


Z 1 ‘ 6 : ; 
Radius ; dargestellt. Im Inneren eines solchen Kreises liegen also immer 


nur endlich viele Punkte von ». 


Wir beschreiben nun um den Nullpunkt eine Reihe von Kreisen, 
deren Radien nach irgendeinem Gesetze ins Un- 
endliche wachsen, und zerlegen dadurch die Ebene 
in die Stticke I, II, III, ..., welche, abgesehen 
vom ersten, lauter Kreisringe sind (Abb. 7). 

Diesen Stiicken entsprechend teilen wir die 
Punkte von 2/in Gruppen (I), (II), (III), ... eim, 
indem wir in jede Gruppe diejenigen aufnehmen, 
welche in dem betreffenden Stiicke liegen. Jede 
einzelne Gruppe enthalt nur eine endliche Zahl Abb. 
von Punkten. Diese ordnen wir immer irgendwie, 
doch so, daB diejenigen voranstehen, welche dem Nullpunkte naher 
liegen. 

Auf diese Weise erkennen wir, daB die Zahlen von » sich in eine 
Folge 


Oy, Hp, Hg, Aq,--- 
bringen lassen, und zwar derart, daB 
| a, |< || <|as|S]oa|<--- 


und lima, = oo ist. Dies war aber zu beweisen. 
n-> co ns 
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§ 5. Konvergenz der Reihen mit komplexen Gliedern. 


Die Reihe 
(1) Wy Wa Wg tee cates een 
deren allgemeines Glied 
Wy = Un + Uy 
eine komplexe Zahl ist, heiBt konvergent, wenn 
lim (w, + vw, +w,+-:-+w,) =s 
n> co 
einen bestimmten endlichen Wert vorstellt, wenn also die Folge der 
Teilsummen 
S$, =, Sos=Wy + We, Ss= Op 4+ Bo + U3 >- 
eine konvergente Zahlenfolge bildet. Die Zahl s heiBt dann die Summe 
der Reihe (1). Die Reihe (1) konvergiert daher dann und nur dann, 
wenn die beiden Reihen 
OTM GE dia AT a gee 
ES Ie aah ly eee Fa ib 
konvergieren; sind u und v ihre Summen, so ist s=u-+17v. 
Jede Reihe, die nicht konvergent ist, heiBt divergent. 


Wendet man den Fundamentalsatz der Konvergenz auf die Zahlen- 
folge s,, 53, S3,... an, so folgt das allgemeine Konvergenzkriterium: 


Die unendliche Rethe 
Wy Wo Wet oF ee nw at eee 


konvergiert dann und nur dann, wenn zu jedem positiven e der Index n 
so bestimmt werden kann, daB die Ungleichung 


(2) 


[nga tengo tooo tMnsx| <e 


fur jede natiirliche Zahl k erfiillt ist}. 

Wir wollen nun eine konvergente Reihe (1) unbedingt konvergent 
nennen, wenn sie bei beliebiger Umstellung der Glieder konvergent 
bleibt und ihre Summe nicht andert. Fir die unbedingte Konvergenz 
ist notwendig und hinreichend, daB die Reihen (2) unbedingt konvergent 
sind, und dies ist bekanntlich dann und nur dann der Fall, wenn die 
Reihen 


(3) 


konvergieren. 


| #1 | + |g | +--+ + Jay] tees, 
[vx,{+]o[+-+-+lu,)+--- 


1 Insbesondere ist also notwendig, daB w, mit wachsendem x gegen 0 kon- 
vergiert. 
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Da nun 
|| = Vn? + 9,2 = |, +70, |< |_| + || 
ist, so konvergiert mit den Reihen (3) zugleich die Reihe 
(4) Pea Oye, Pte 


Da ferner sowohl | u, | als auch | v, | nicht gréBer als 


|_| = V ene + 0,2 


ist, so konvergiert mit der Reihe (4) auch jede der beiden Reihen (3). 
Wir haben also erhalten: 

Eine Rethe wy + w,+-+:+w, +--+ konvergiert stets und nur 
dann unbedingt, wenn sie ,,absolut’’ konvergiert, d. h. wenn die Reihe der 
absoluten Betrige 

Jw, | + wy) +--+], | +o 
konvergiert. 

Aus der Reihe (1) kann man in mannigfaltiger Weise eine unendliche 
Anzahl von Reihen 

Wa, ata Wa, = they =F F ee OS 


Wp ie ip he Oe aes, 


(6) Oya ly, vt ye te, 


derart bilden, daB jedes Glied w,, der urspringlichen Reihe in einer 
und nur einer der neuen Reihen, und zwar einmal, auftritt. Beispiels- 
weise wtirde 

Ope 0S Wa Ye Wy es, 

Wea Went is (= Wyo =, 

We Wy +Wy3+*':, 

Wig Pia + Os 

W415 + ois eps 


eine derartige Zerlegung der Reihe (1) in unendlich viele Reihen sein. 
Wir wollen nun den folgenden Satz beweisen, den wir als Doppel- 
vethensatz bezeichnen werden: 

Wenn die Rethe (1) absolut konvergiert und die Summe s besttzt, so 
konvergiert auch jede der Reihen (5) absolut. Werden die Summen dieser 


Reihen mit s1,S,53,... beztiglich bezeichnet, so konvergiert auch die 
Rethe 
(6) Sich Sp ch Sah: 


absolut, und thre Summe ist s. 
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Die Reihe 
| Wa, | a | a, | an | Wa, | a ae 
ist konvergent, weil ihre Teilsummen unterhalb der endlichen Zahl 
S=|w,|+|w.|+|es| +> 


bleiben. Die erste der Reihen (5) ist daher absolut konvergent; und in 
gleicher Weise folgt, daB jede einzelne der Reihen (5) absolut konvergiert. 


Es sei nun 
Sy We a Oa ea ee 
Sy == pu © pemiate pari aaeee 
Sg = Wy, + Wy, + B,, aa ok 
Dann wird 


S — (8) + Sy F< ** E Spy) = Wy, TW, + * 


sein, WO %,,%,... diejenigen Indizes bedeuten, die in den ersten m 
Reihen (5) nicht auftreten. Ist nun 7 eine beliebig angenommene nattr- 
liche Zahl, so werden fiir gentigend groBe Werte von m die Glieder w,, 
W,,..., Wy, in den ersten m Reihen (5) vorkommen und also x, %,... 
liber 1 liegen. Dann ist also 


|S — (8, Soo Sen) | SS Mn ga] P| Mage] = Tae 
wo 7, den m-ten Rest der Reihe 
[m1] + |we| + les] +--- 
bezeichnet. Da aber 1 so angenommen werden kann, daB ,r, kleiner 
als eine beliebig klein vorgeschriebene positive Zahl ist, so hat man 


lim (s; + sg +---+5s,,) =s. 
m—-> co 


Die Reihe (6) konvergiert also und hat die Summe s. DaB diese Reihe 
absolut konvergiert, folgt aus den Ungleichungen 


| $3] S| a | + [| +> 
es | @~,| + | we, | +e 
aus welchen man sofort 
[si] + | se| Bt eel rs hes P| +|w.|+|w3|-+---=S 
schlieBt. Die Reihe 
| si | + | so | + ss | ee 
ist demnach konvergent, da ihre Teilsummen die feste Zahl S nicht 


ubersteigen. Hiermit ist der Doppelreihensatz in allen Stiicken bewiesen. 


Mit Hilfe des Doppelreihensatzes ist es leicht, folgenden wichtigen 
Satz zu beweisen: 


§ 6. Komplexe Variable und Funktionen derselben, alii 


Das Produkt ss’ der Summen s und s' zweier absolut konvergenter 
Rethen 
SiC ++ We -+ Ws +---, 
s’ = w,' + w,' + w,' +--- 


wird durch die ebenfalls absolut konvergente Reihe 


SS! = W, Wy’ + (0, We’ + Wy Wy’) + (Wy Ws! + Wy Wy’ + Ws W,') ++: 
+ (@,W,' + Wy W,_y’ + +++ + w,W,') +- 
dargestellt. 
In der Tat ist die aus den Gliedern 


(7) Dy Wy Ws Wy, WW,’ WW, |W, y’, «0 
gebildete Reihe absolut konvergent. Betrachten wir namlich irgend- 
welche Glieder dieser Reihe, so ist die Summe ihrer absoluten Betrage 
nicht gréBer als 

(Per) |e) Per | en) (mr ew." | +--+ |e, |), 
wenn der héchste Index ist, der in jenen Gliedern auftritt. Um so 
mehr tberschreitet diese Summe nicht das Produkt WW’, wo 


Woes || hee |b |e |e 
Mate) Cra Ves eta 
1st. : 
Die Summe der aus den Gliedern (7) gebildeten Reihe ist nun einer- 
seits gleich 


Wy Wy" + (Wy We" + Wy Wy’) + (Wy Ws" + Wy Wy’ + Wy wy’) + +> 
und andererseits nach dem Doppelreihensatz gleich der Summe der un- 
endlich vielen Reihen 


S, = WW, + 0, + 0,0, +--- = WS’, 
Sg = Wy W,' + Wy We’ + WW,’ +++ = WS’, 
Ss = W,W,' + WW,’ + W3W3 +++: = W35’, 
5 te Ps ai eee : 
d.h. gleich 
W,S’ + W,S' + W,S' +--+: = Ss’. 


§ 6. Komplexe Variable und Funktionen derselben. 


Betrachten wir eine Menge » von komplexen Zahlen und setzen 
wir fest, daB die komplexe Zahl z= x-+7y mit jeder Zahl dieser 
Menge  identifiziert werden darf, so nennen wir z eine komplexe 
Variable und X ihr Gebiet1. Dies Gebiet X wird geometrisch durch 
eine Punktmenge in der komplexen Zahlenebene oder auf der Zahlen- 
kugel dargestellt. Wie friiher wollen wir die Punktmenge ebenfalls mit 


1 Das Wort Gebiet werden wir spater nur in speziellerer Bedeutung verwenden. 
(Vgl. Kap. 3, §3, S. 45.) 


Hurwitz-Courant, Funktionentheorie, 3, Aufl, 2, 
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¥Y und ebenfalls als Gebiet der komplexen Variablen z bezeichnen. Be- 
dienen wir uns der Darstellung der Zahlen von 2 durch die Zahlenkugel, 
so brauchen wir dann den Fall nicht auszuschlieBen, in welchem der 
Punkt oo zu der Punktmenge 2 gehért, in welchem also unter den 
Zahlen von auch der Wert co vorkommt. 

Wenn nun jedem Wert, den z annehmen darf, also jeder Zahl von 2, 
nach einem bestimmten Gesetze ein komplexer Zahlenwert w = u + 10 
zugeordnet ist, so nennen wir w eine Funktion von z. Ist wie oben 
z= x +7y,s0sind dann u und v reelle Funktionen der veellen Variablen 
x und y. Wenn uns also w als Funktion von z gegeben ist, so kommt das 
darauf hinaus, daB uns im reellen Gebiete zwei Funktionen uw und v 
von x und y gegeben sind. 

Betrachten wir die Punktmenge 2’, sei es in der Zahlenebene oder 
auf der Zahlenkugel, welche das Gebiet der Variablen z ist, so entspricht 
jedem Punkte von »' ein bestimmter komplexer Zahlenwert w. Stellen 
wir den letzteren wieder geometrisch als Punkt in einer Zahlenebene 
oder auf einer Zahlenkugel dar, so erhalten wir den verschiedenen 
Werten, die w annimmt, entsprechend eine Punktmenge 2”. Dabei kann 
die Punktmenge 2” einen und denselben Punkt mehrfach enthalten, 
wenn nadmlich verschiedenen Werten von z derselbe Wert w zugeord- 
Net vist: 

Nun stellt sich die Abhangigkeit des Wertes von w von dem Werte 
von z geometrisch offenbar so dar: 

Die Punkimengen X' und X' stehen in der Bexvehung zueinander, dag 
jedem Punkte von 2 ein bestimmter Punkt von &" zugeordnet ist. 

Wenn wir die Punktmengen 2 und 2” auf der Zahlenkugel betrachten, 
so brauchen wir den Fall nicht auszuschlieBen, in welchem zu der Punkt- 
menge 2” der Punkt oo gehért, in welchem also unter den Funktions- 
werten w auch w = oo vorkommt. 

Wir wollen nun den Begriff der Stetigkeit einfihren. 

Es sei 2 ein bestimmter Wert der Variablen z, geometrisch dar- 
gestellt durch den Punkt z) von , und es sei wy der zugehérige Funk- 
tionswert, geometrisch dargestellt durch den Punkt w, von 2”. Wenn 
nun Z eine Haufungsstelle der Punktmenge » ist, so sagen wir, w sei 
stetig fur den betrachteten Wert zo, falls wy endlich ist und zu jeder be- 
liebig kleinen Umgebung ¢ von wy sich eine Umgebung 6 von 2, so an- 
geben 1aBt, da8 den Punkten von 2, welche in letztere Umgebung 
fallen, Punkte von 4” entsprechen, die in die Umgebung ¢ von wy fallen. 

Diese Bedingung 1a8t sich auch durch folgende ersetzen: 

Haben die Punkte 2’, 2'',2'",... von & die Grenze Z, So sollen die 
entsprechenden Punkte w',w'',w'’,... von >» die endliche Grenze Wo 
besitzen. 

Betrachten wir den Fall, wo Z einen endlichen Wert besitzt, so 
driickt sich die Bedingung der Stetigkeit offenbar folgendermaBen aus: 
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Die Funktion w, welche fiir z= 2% den Wert wy annimmt, ist fiir 
%q Stetg, falls zu jedem beliebig klein vorgeschriebenen positiven e¢ die 
positive GréBe 6 so bestimmt werden kann, da | w — wy | < e ist, sobald 
er oy. laa On ast: 

Dies bleibt auch noch giiltig fiir den Fall z) = o0, wenn wir nur dem 


an sich sinnlosen Symbol z — oo die Bedeutung + beilegen. 


ESteZ.D, 
w=2" (n> 0 ganz), 


so kénnen wir als Gebiet der Variablen z die ganze Zahlenkugel mit 
AusschluB des Punktes z = oo annehmen. Ist z) ein bestimmter Wert 
von z und w) = 2", so ist 


D> Wy = 20 — 2% = (z — Zp) (22-2 4 gh -2 zy + s-- 4 2-2) 
und folglich : 
|@ — wo| = |z — 29] |2"-4 4 28-22, + --- 4 zh? | cA 
ee a oe ee), ; Vie 
wobei wir |z|=~7, |%|=7) gesetzt haben. Be- 
trachten wir nun die Umgebung 6 des Punktes Zp, 
so ist ftir jedes z dieser Umgebung offenbar 


r= |z|<OM=r,+6 (Abb. 8). Daher wird ~? 
dann 


a on ano Loa 0) mee Vo chro) 8a a.) =] 
<6 (ro + 6)"-}. 


Wie aus dieser Ungleichung ersichtlich ist, kénnen wir 6 so klein 
wahlen, daB |w — wo| fiir alle z der Umgebung 6 von z unter einem 
beliebig vorgeschriebenen positiven « liegt. Also ist w = 2” stetig fir 
jeden endlichen Wert von z. Ebenso zeigt man, da allgemeiner dasselbe 
gilt fur jede ganze rationale Funktion 


OW — a, 2" Gy 2" > + a, (n = 0). 


Abb. 8. 


§ 7. GleichmaBige Konvergenz. 
Wir betrachten eine Reihe 
(1) Sea Wo et 0 pt, 
deren Glieder Funktionen der komplexen Variablen z sind. Das Gebiet 
dieser Variablen sei 2’, und fiir jeden der Punktmenge 2 angehérenden 
Punkt z mége die Reihe (1) konvergieren. Die Summe s der Reihe ist 
dann ebenfalls eine Funktion der Variablen z. 


Wird nun ein bestimmter Punkt z = z, des Gebietes 2’ zugrunde 
gelegt, so sind also die Glieder der Reihe (1) ganz spezielle kom- 


O* 
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plexe Zahlen. Bezeichnen wir mit 7, den u-ten Rest der Reihe, so 
daB also 

S — (Wy + Wy + 3 eS =| @,) ae 
oder 

SO, 4 Wy 7 3 In 
ist, so folgt aus der vorausgesetzten Konvergenz der Reihe, daB 
(2) ae | <e 
ist, sobald der Index k groBer als ein geeignet gewahlter Index n ge- 
worden ist. Dabei bedeutet, wie gewohnlich, ¢ eine beliebig klein an- 
genommene positive Zahl. 

Stellt man dieselbe Betrachtung ftir die in irgendeinem andern 
Punkte z = z, des Gebietes »' gebildete Reihe (1) an, so 1aBt sich wieder- 
um zu jedem ¢ ein solcher Index  angeben, daB fiir k > n stets die Un- 
gleichung (2) gilt. Es ist aber nicht gesagt, daB man diesmal bei gegebe- 
nem ¢ dasselbe ~ verwenden kann wie vorher im Falle z = 2,. 

Wenn nun aber zu beliebig gegebenem positivem e ein fester Index n so 
gewahlt werden kann, daB die Ungleichung (2) besteht fiir k > n und jeden 
beliebigen Punkt z des Gebietes 2’, so her Bt die Rethe (1) im Gebtet & ,,gleich- 
miapig’ konvergent}, 

Die Bedeutung dieses Begriffes der gleichmaBigen Konvergenz 


beruht wesentlich auf folgendem Satze: 
Sind die Glieder der Rethe 


Si Wye Wye Ws aia ee Ps 
fur das Gebtet &X' stetige Funktionen von z und konvergiert die Reithe im 
Gebiet &' gleichmaBig, so ist auch die Summe s der Rethe fiir das Gebiet X 
ewe stetige Funktion von z. 


Denn ist ¢ eine beliebig klein vorgeschriebene positive Zahl, so kann 
der Index m zunachst so gewahlt werden, daB in der Gleichung 


S = Ga sk Ga 
der absolute Betrag von 7,, kleiner als 5 ist fiir jeden Punkt z des Ge- 
bietes 2’. Bezeichnet dann z* einen bestimmten Punkt von Y und nehmen 
wir in vorstehender Gleichung z = z*, so kommt etwa 
s* =a's* -- 7* 
und 
|s—s*|=|s,—s,*+7, —7,*|<|s, =o Sat se’, Ve eee 


1 Zum Verstandnis des Begriffes der gleichmaBigen Konvergenz dient am 


besten die Betrachtung einer ungleichmaBig konvergenten Reihe, z. B. der Reihe 
co “2 


a1 (oes ar welche, wie der Leser leicht nachpriifen wird, im Intervall 


—1lsvsl+1 ungleichmapig konvergiert. 


§ 7. GleichmaBige Konvergenz. Dal 


Da s,, als Summe einer endlichen Anzahl stetiger Funktionen selbst 
stetig ist, konnen wir eine Umgebung von z* so wihlen, daB 


(Snagsat tie 


ist fiir jedes z, welches dieser Umgebung angehort. Fiir eben diese Um- 
gebung ist dann 


[is—stl<— +545 =<, 


womit die Stetigkeit von s dargetan ist. 
Die gleichmaBige Konvergenz einer Reihe laBt sich haufig mit Hilfe 
des folgenden Satzes feststellen: 


Es seien 
iat Wap We clan” 
OrtrOse 1-105. a 
zwet Rethen; die Glieder der ersten Rethe seien Funktionen von z in dem 


Gebtete X', die Glieder der zweiten Reihe konstante positive Zahlen. Wenn 
dann fiir jedes z im Gebiete X die Ungleichungen 


[oy |S Op, (Opes) 


gelten und die zweite Reihe konvergent ist, so konvergiert die erste Reihe 
im Gebiet &' absolut und gleichmafrg. 


DaB die erste Reihe absolut konvergiert, folgt aus 
Rea Peale tert, Or 4 On bet Og = 01 1.03 + Os 
Da ferner fiir jedes z im Gebiete 2 der Rest der ersten Reihe die Un- 
gleichung 
[nat ale Wn 4-2 = acres |@nar| Bie | mn+2 | an ae Ona Oya chee’ 


erfiillt, also dem Betrage nach héchstens gleich dem Reste der zweiten 
Reihe ist, so leuchtet auch die gleichmaBige Konvergenz der ersten 


Reihe ein. 
Unser Satz gestattet noch eine bemerkenswerte Verallgemeinerung. 
Wir wollen zwei Reihen betrachten: 


(3) Vi Wiig Pos 
(4) CA RUE eR i ala 


deren Glieder Funktionen von z im Gebiete 2’ sind. 
Wenn nun fiir jedes z in diesem Gebiete 


|Wnl | en! 


ist, so soll die Reihe (3) eine Majorante der Reihe (4) fiir das Gebiet 2 
heiBen. Umgekehrt heiBe (4) Minorante von (38). 
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Nun gilt offenbar folgender Satz: 

Ist fiir das Gebiet X' die Reihe (4) Minorante der Rethe (3) und kon- 
vergiert die Reihe der absoluten Betrige der Glieder von (3) gleichmapig 
fiir das Gebiet X', so konvergiert die Reihe (4) absolut und gleichmafig fiir 
das Gebiet 

Fiir den Fall, daB die Glieder der Majorante (3) positive Konstanten 
sind, geht dieser Satz in den vorhergehenden uber. 


Zweites Kapitel. 


Die Potenzreihen. 


Die Theorie der analytischen Funktionen, wie wir sie hier nach 
WEIERSTRASZ entwickeln wollen, stiitzt sich auf die Betrachtung der 
Potenzrethen. Daher werden wir uns in diesem Kapitel eingehend mit 
den Eigenschaften dieser Reihen zu beschaftigen haben. 


§ 1. Konvergenzgebiet einer Potenzreihe. 
Jede Reihe von der Form 


BB (z) = Cy + 042 + Coz*?@ + +++ + Cg2™ 4+ +e, 


deren Koeffizienten cy, ¢,, Cy, ...-, €,, ... irgendwelche komplexe 
Zahlen sind, heiBt eine Potenzrethe. 
Diejenigen Punkte z in der komplexen Zahlenebene, fiir welche die 


Reihe konvergiert, bilden dann das Konvergenzgebiet oder den Kon- 
vergenzbereich der Potenzreihe. Jedenfalls gehért der Punkt z = 0 dem 
Konvergenzgebiete an. 

Es gibt auch Potenzreihen, welche nur fir z= 0 konvergieren, 
deren Konvergenzgebiet also aus dem einen Punkte z = 0 besteht. Wir 
werden nachher zeigen, daB z. B. die Reihe 


Ll+2+2!z%4 ---+n!e"4-- 


eine derartige Reihe ist. 

SchlieBen wir diesen Fall aus, so wird §§(z) auch konvergieren fiir 
einen geeignet gewahlten Wert %, der von Null verschieden ist. Wenn 
nun 


Cy + Cy Zot Cg% +--+ 6, 26° +... 
konvergiert, so ist sicher 
lime, 2, = 0. 
n-> co 
Die “Punkte 05, cj 26) Ca2%*, . oleate eaben malsomdie einzige 
Haufungsstelle Null, und es ist daher méglich, um den Nullpunkt einen 
Shae zu beschreiben, der alle diese Punkte in seinem Inneren aufnimmt. 
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Ist g der Radius dieses Kreises, so ist 


lcn20 |< 8 
OTe CSU OS pane 
Wir beschreiben nun mit positivem Radius @ um den Nullpunkt 
irgend einen Kreis, der den Punkt 29 nicht enthalt; dann ist also o< |z9|. 
Ist nun z ein beliebiger Punkt im Inneren oder auf der Peripherie dieses 
Kreises, so ist 


[eq 2" | = [cy 2g? | Zl" <e( e ie 


| 29 |" | Zo | 


Setzen wir zur Abkirzung 


so wird also die Reihe 
a rE ae ISR 2S a 
fiir den betrachteten Kreis eine Majorante der Potenzreihe 
Oa GUE GIA a oh SEED Set Sty 2 ie 
sein. Die erstere Reihe konvergiert als geometrische Reihe mit dem 
positiven Quotienten k < 1. Folglich gilt der Satz: 

Wenn die Potenzrethe SS (z) fiir z = 2% konvergiert, so konvergiert sie 
absolut und gleichmafig in den Punkten jedes Kreises mit dem Mittel- 
punkt 0 und einem Radius, der kleiner als | Z| ist. 

Sie konvergiert daher insbesondere absolut fiir jeden Wert z, dessen 
absoluter Betrag kleiner als | Z | ist, d. h. fiir alle Punkte z im Inneren 
desjenigen Kreises, der den Mittelpunkt 0 hat und dessen Peripherie 
durch den Punkt z) geht. 

Wir betrachten nun die Gesamtheit derjenigen Kreise C mit dem 
Mittelpunkt 0, welche die Eigenschaft haben, da im Inneren eines 
solchen Kreises die Potenzreihe $$(z) konvergiert. Es sei 7 die obere 
Grenze der Radien dieser Kreise, wobei ein unendlich groBer Wert 
von r nicht ausgeschlossen ist, und K der Kreis mit dem Mittelpunkt 0 
und dem Radius 7. Ist z* ein Punkt auBerhalb dieses Kreises, so kann 
$8 (z) fiir diesen Punkt nicht konvergieren. Denn es wiirde sonst einen 
Kreis (durch z*) geben, in dessen Innerem 8 (z) konvergiert und dessen 
Radius > 7 ist. 

Ist dagegen z ein Punkt im Inneren des Kreises K, so wird (2) 
fiir diesen Punkt konvergieren; denn unter den Kreisen C gibt es solche, 
deren Radien beliebig dicht bei 7 liegen, also auch solche, die den Punkt z 
in ihr Inneres aufnehmen. Wir haben damit folgenden Satz erhalten: 

Ist $8 (z) eine Potenzrethe, so gibt es einen Kreis K mit dem Mittel- 
punkt 0 von der Eigenschaft, daB SB (z) konvergiert fiir jeden Punkt z vm 
Inneren des Kreises K, daf dagegen 8 (z) divergiert fiir jeden Punkt z 
auBerhalb des Kreises K. 
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Ob ‘8(z) fiir die Punkte der Peripherie des Kreises K konvergiert 
oder divergiert, bleibt unentschieden. 

Diesen Kreis K nennen wir den Konvergenzkreis von ‘8 (z), seinen 
Radius 7 den Konvergenzradius von ‘8 (2). 

In dem ausgeschlossenen Fall, in welchem §(z) nur fir z = 0 kon- 
vergiert, wollen wir sagen, der Konvergenzradius 7 sei Null, und ent- 
sprechend, der Konvergenzkreis K reduziere sich auf den Nullpunkt. 

Ist der Konvergenzradius 7 (also die obere Grenze der Radien der 
Kreise C) unendlich, so bedeckt der Konvergenzkreis K die ganze kom- 
plexe Zahlenebene, und die Potenzreihe $§(z) konvergiert dann fur 
jeden Wert von z. Eine solche Potenzreihe nennen wir bestaéndig kon- 
ver gent. 

Das Konvergenzgebiet einer Potenzreihe $$ (z) besteht nun offenbar 
aus den Punkten, die im Inneren des Konvergenzkreises legen, zu 
welchen eventuell noch diejenigen Punkte der Peripherie des Konver- 
genzkreises hinzukommen, in welchen ‘8 (z) konvergiert. 

Wegen der oben bewiesenen gleichmaBigen Konvergenz einer Potenz- 
reihe stellt eine Potenzreihe ‘3 (z) im Inneren ihres Konvergenzkreises 
eine stetige Funktion vor. 


§ 2. Bestimmung des Konvergenzradius. 


Nach Caucuy kann man den Konvergenzradius einer Potenzreihe 
(1) B (2) = Co $y z+ en22+---+e, m4... 


auf folgende Weise aus ihren Koeffizienten bestimmen. 
Wir bilden die Zahlenfolge 


(2) |e |, Veo]. Vel> Viel, tees V lecls eco 


Alle Glieder dieser Folge sind als reelle nicht-negative Zahlen zu 
nehmen. 


Unter den Haufungswerten dieser Zahlen sei der gréfte 1, d. h. 


t= lim V[c, | 
n->oo 


n|» dann ist 


ean 
a i] 


dey Konvergenzradius der Potenzrethe (1). 


- Zum Beweise denken wir uns einen beliebig fixierten Wert z. 
Dann ist 


lim J/[c, 2*| = 1/2. 
n—-> co 
Ist nun 


HilesS also d\z|>1, 


§ 2. Bestimmung des Konvergenzradius. 


bo 
OU 


so ist fiir unendlich viele Indizes n 


Vic, "| >1, alsopee,2%) > 1) 


und es findet Divergenz statt, weil lim c,,z” nicht Null sein kann. Ist 
nN-> co 
aber 


| z| ae also J|z|<1, 
so ist von einem gewissen 2 ab 


Vien 2" | ad 


wok eine zwischen / | z| und 1 fixierte Zahl bedeutet; also ist, wenn C 
eine geeignete positive Konstante bedeutet, die Reihe 


Cil+k+ k? + >>>) 
eine Majorante von $$(z), woraus die Konvergenz von $$ (z) folgt. 


Der Fall 1 = 0 (d.h. 7 = oo) tritt dann und nur dann ein, wenn 
die Zahlenfolge (2) die einzige Haufungsstelle 0 besitzt, d.h. wenn 


lim 1] C= 0 
ist. ore 
Die Potenzrethe 
Co + eyz + cgz*? + 2+ +e,2™ + +> 
konvergiert bestindig dann und nur dann, wenn 
lim JJc, | = 0 
n—-> co 
ast. 
Fiir die vorstehenden Satze wollen wir nun einige Beispiele be- 


trachten. 
Fur die Potenzreihe 


lizt2At 24 264.... 
ist 1| C,| gleich 1 oder 0, je nachdem m ein Quadrat ist oder nicht. 
Die Zahlenfolge (2) hat also die beiden Haufungswerte 0 und 1; es ist 
f=s)>und 7 = 2 = 
Fir die Reihe 
2 n 
l+2+5 +--+ 54°: 

ist 

C= — 


n the 


1 
n 


Um lim | c,| zu finden, betrachten wir 
n> oc 


(n!)2 = (1-m}-{2 (2 — D}-{3 ( — 2)}--- (med). 
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Unter den » Faktoren der rechten Seite ist keiner kleiner als n, 
denn es ist 
a(n —a+1)—n=(a—1)(n—a)Z0 
fir a =1,2,3,...,. Folglich ist 


(n!2= nr, n= (yn, Ynleyn 
und daher 


Hiernach ist 
r (ie Bes ; n ae 

stim V]¢,| = Jim [5 = 0, 
und die betrachtete Reihe konvergiert also in der ganzen komplexen 
_ Zahlenebene. 

Fur die Reihe 

Ley 2 zee 
ist 

lim J] ¢, | = lim n! = oo; 


n—-> co n->oco 


folglich 7=oo und rat = 0. Die Reihe konvergiert also nur fir 
ioe Ue 
Wir erwahnen schlieBlich noch folgenden haufig gebrauchten Satz 
tiber den Konvergenzkreis: 
Stehen die Potenzrethen 
B (2) = Co toyz to, 2+---+e,2%+---, 
BR, (2) = co + ey’z2 + ¢,'2 +---+c,'2"4- 
in der Bexehung zueinander, dab von einem gewissen Index ab bestandig 
len] S]en’| 
ast, so 1st der Konvergenzkreis von $8 (z) mindestens so grofB wie der von 
B, (2). 
Denn fiir jeden Punkt im Inneren des Konvergenzkreises von 98, (z) 
konvergiert §$,(z) absolut, folglich auch $8 (2). 


§ 38. Das Rechnen mit Potenzreihen. 
’ Betrachten wir mehrere Potenzreihen 


Pilz), Baz), ..-, Bp); 
so wollen wir den kleinsten unter ihren Konvergenzkreisen als gemein- 
samen Konvergenzkreis der Reihen bezeichnen. Fiir jeden Punkt inner- 
halb des Kreises konvergieren sémtliche Reihen, und zwar absolut: fiir 


jeden Punkt auBerhalb dieses Kreises divergiert wenigstens eine der 
Reihen. 


§ 3. Das Rechnen mit Potenzreihen, Ri 


Durch formale Addition zweier Potenzreihen 
BQ) =P + Pete fear pon. 
Bo (2) = oP + Mz tee. Mam 4... 
entsteht die neue Potenzreihe 


(1) Br (2) + Be (2) = (66? + cf?) + (CP + cP) 2 +--- 

+ (cD +02) 2 4... 
Diese konvergiert fiir jedes z, fiir welches sowohl $8, (2) wie B,(z) kon- 
vergiert. Das gleiche gilt offenbar von der Differenz 


2) By (@) — Be (2) = (€® — of) + (6 — cP) z H+. 
+ (P= 02) a fave, 

Wenn wir ferner das Produkt der beiden Reihen §,(z) und §, (2) 

bilden: 

(3) By (2) Ba (2) = PAP + (CPM 4 cP Mz Hoe, 

so ist die hierdurch erhaltene neue Potenzreihe nach Kap. 1, §5 ab- 
solut konvergent fiir jedes z, fiir welches $8, (z) und $8, (z) absolut kon- 
vergieren, und die Summe dieser neuen Potenzreihe ist dann das Pro- 
dukt aus den Summen der Reihen $8, (z) und $, (2). 

Durch wiederholte Anwendung dieser Bemerkungen erhalten wir 
folgenden Satz: 

Es bedeute G ($8, (z), Bo(z), .--, Bx(z)) eine ganze rationale Funktion 
der Potenzrethen %S,(z), %.(z), ..-, %x(z), also einen Ausdruck, der 
durch ausschhieBliche Anwendung der Operationen der Addition, Sub- 
traktion und Multiplikation aus diesen Rethen und Konstanten zu- 
sammengesetzt ist. Durch wiederholte Anwendung der Gleichungen (1), 
(2) und (3) laBt sich dann diese ganze rationale Funktion wieder in dte 
Form einer Potenzrethe bringen. Die auf diese Wetse entstehende Rethe 
% (z) Rkonvergiert fiir jedes z 1m Inneren des gemeinsamen Konvergenz- 
Rretses der Rethen ‘8, (z), Bo(z),..-, By, (2), und fir jedes solche z besteht 
die Gleichung 


G (#, (2), OS (23, CrOF ON) Hs, (z)) = Db (2), 
in welcher unter S,(z), Bo(z), ..-, By (z) und B(z) die Summen der 
Reihen fiir den betreffenden Wert von z zu verstehen sind. 
Wir gehen nun zur Betrachtung der Division der Potenzreihen tiber 
und wollen zunachst den Quotienten 
1 
1 — ¢,2— 6,22 — cc, 


ins Auge fassen, wobei wir annehmen, da8 die Potenzreihe im Nenner 
einen nicht verschwindenden Konvergenzradius besitzt. Dann ist der 
eroBte Haufungswert / der Zahlenfolge 


lev, Wel, Viel, «+++ Weal --- 


Cy 


a 
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endlich, und es liegen daher diese Zahlen unterhalb einer geeignet 
gewahlten positiven Zahl. Verstehen wir unter g eine derartige Zahl, 
so ist fiir jeden Index 


(4) [en |= 8 
Nunmehr bestimmen wir die Potenzreihe 
(5) ©) (2) = 1 hy 2 hg 22k, a = hg eae 


so, daB formal 
(6) (1 — ¢,z — c92® — cgz — ---) (1 + Ryz + hgz* + gz? + +++) = 1 
wird. Wenn wir nach (3) das Produkt ausfiihren, so kommt 
1 + (hy — Cy) 2+ (Ry — Cy hy — Cy) 2 + (Rg — Cy By — Cy hy — Cg) 22+ --- = 1, 
und diese Gleichung ist formal befriedigt, wenn 
Ke 0 es 0 hy A Cag Cahn 1 Calg Can ae 
genommen wird. 
Nun findet man nach (4) sukzessiv: 
[’r|<g, |¥e|S[e.||4| + |e2| <g? + g? = 28, 
[Ps] Ser] | el + [ee] [41] + |¢s| < 2g + ? + g? = 4g, ..., 
und allgemein ist 
(7) [Ral es 
Nimmt man dies namlich bis zu einem gewissen Index m hin als 
bewiesen an, so folgt 
| Fnar | = [Cr Ry + Conia ++ + Onis | 
= (eal leh ear [ena | 
und also 
[Reet 622 0s et Gee fe eee re 

= g(t ite ot... oF) toe 

Die Ungleichung (7) gilt daher allgemein, weil sie fiir n = 1 gilt. 


Aus dieser Vergleichung folgt, da die Potenzreihe (5) eine Minorante 
von 


1+ gz + 21 p2 22 4 22 93281... 1 on ton mn +... 
ist. Die letzte Reihe konvergiert aber absolut, solange 


1 

|z|< oe 
ist; unter derselben Bedingung ist daher sicherlich die Reihe (5) ab- 
solut konvergent. Aber auch die Reihe 1 — c, z — c, 22 — Cz 22 — +-- 


konvergiert absolut in jenem Kreise |z| < = ; denn der Konvergenz- 
5 


1 D.h. wenn wir mit den Potenzreihen nach denselben Rechenregeln wie 
mit endlichen Summen rechnen. 


———_ 
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A ID Ga a: 
radius 7 = > dieser Reihe ist, wegen ] < g, nicht kleiner als i und 
g 


% 1 : 
um so mehr gréBer als Be" Hierdurch gewinnt die formal gebildete 


Gleichung (6) eine Bedeutung. 
Da auf der rechten Seite dieser Gleichung die Zahl 1 steht, so ist 
auf der linken Seite der Faktor 
Tetra) S 
es folgt also 
1 


a Si PR ess 
iL C12 — Cy Beis 


=I1+kz+h,22+.--, 


und dies gilt fir |z|< a 
DELajetzt 
WB (z) = ay + a2 + ag 2? + >> 


eine Potenzreihe, deren erster Koeffizient a) von Null verschieden ist 
und die einen nicht verschwindenden Konvergenzradius besitzt. Dann 
kd6nnen wir setzen 


(2) = a (1 — ¢, 2 — c, 22 — cg 28 — ---), 


a a a 
G=— >, &=—-+, &=—= 
4 49 % 
ist. Es wird dann nach dem vorigen Satze 
1 1 1 eee 


BB (2) a woe ae ee of ay ay 


fir diejenigen Werte von z, deren absoluter Betrag kleiner als eine 
geeignet gewahlte positive Zahl = ist. Fir g darf man irgendeine 
positive Zahl nehmen, welche gréBer ist als jede Zahl der Folge 


a n 
/ ts y\2 j/ 
? rele) Pa alhyene ih) 
! ag ao 


Wenn also §§(z) einen nicht verschwindenden Konvergenzradius besitzt 
und fiir z=0 nicht Null ist, so gibt es eine andere Potenzreihe 0,(z) 
mit ebenfalls nicht verschwindendem Konvergenzradius, so beschaffen, 
daB in einem geeignet gewahlten Kreise mit dem Mittelpunkte Null die 
Reihen $8(z) und Q(z) beide konvergieren und in der Beziehung 

1 


Rin 


an 


4 


; 
fy 
Ae 


fi) 


zueinander stehen. 
Hieraus folgern wir nun sofort: 


Eine gebrochene rationale Funktion der Potenzrethen 


B1(z), Belz), ---, Bel) 
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ist in einem nicht verschwindenden Kreise wieder als Potenzrethe dar- 
stellbar, wenn die Potenzreihen 3, (z), Bo(z),---, Bx(z) nicht verschwin- 
dende Konvergenzradien besitzen und der Nenner der rationalen F unktion 
fiir z= 0 nicht Null ist. 


§ 4. Prinzip der Koeffizientenvergleichung. 


Das Prinzip der Koeffizientenvergleichung beruht auf folgendem 
Satze: 

Es sei 38(z) eine Potenzreihe, deren Koeffizienten nicht samtlich Null 
sind. Der Konvergenzradius der Potenzrethe sei nicht Null. Dann kann 
man stets eine Umgebung 6 der Stelle z = 0 bestimmen, innerhalb deren 
die Funktion SB (z), auBer etwa fiir z = 0, nirgends verschwindet. 

Es sei namlich c, der erste von Null verschiedene Koeffizient der 
Potenzreihe §§(z); dann ist 

WB (2) = 2% (Cy + Cpr Z + nga 2 +--+) = 2B, (2), 
wo die Potenzreihe ‘8, (z) denselben Konvergenzkreis wie ‘8 (z) besitzt. 

Da eine Potenzreihe innerhalb ihres Konvergenzkreises eine stetige 
Funktion ist, so kénnen wir eine Umgebung 6 des Nullpunktes be- 
stimmen, innerhalb deren %8,(z) von $8,(0) = c, um eine GréBe ver- 
schieden ist, deren absoluter Betrag kleiner als | c, | ist. In dieser Um- 
gebung ist 

|B.) | = 101 @) — Bi) + cel S lex |—| Bi) — B10) > 0. 
In der betrachteten Umgebung kann also %8(z) = z* $8, (z) nur fir 
z= 0 den Wert 0 haben, und zwar ist dieses der Fall oder nicht, je 
nachdem k > 0 oder k = 0 ist. 

Der soeben bewiesene Satz laBt sich offenbar auch so aussprechen: 

Diejenigen Werte von 2, fiir welche eine Potenzrethe SB(z) mit nicht 
simtlich verschwindenden Koeffizienten verschwindet, die sogenannten 
»Nullstellen™ von 33(z), kénnen nicht die Haufungsstelle z—=0 besitzen. 

Hieraus folgt nun weiter, da8 zwei Potenzreihen miteinander iden- 
tisch sein mussen, wenn fiir unendlich viele Werte von z, welche die 
Haufungsstelle z = 0 besitzen, die beiden Potenzreihen konvergieren 
und denselben Wert haben. Denn die Differenz der beiden Reihen 
muB nach dem letzten Satze identisch Null sein, d. h. lauter verschwin- 
dende Koeffizienten haben. Also: 

Aus der Gleichung 


Cy + 0,2 + Cy22 + +++ cy 4 ye to gt we 
darf man 
re , ee , ~ , 
Cy == Cy Gy Cy CCR ee 
schlieBen, wenn die beiden Seiten der Gleichung nicht verschwindende 


Konvergenzradien besitzen und die Gleichung fiir unendlich viele ver- 
schiedene Werte von z mit der Héufungsstelle z = 0 gilt. 


§ 5. Ausdehnung der erhaltenen Sitze. silk 


§ 5. Ausdehnung der erhaltenen Sitze. 


Die bisherigen Resultate sind unmittelbar zu iibertragen auf Potenz- 
reihen von der Gestalt 


(1) PB (z/a) = cy + cy(z — a) + cg (z — a)? 4+ +++ +e, (2 —a)™ 4 --- 
Setzt man bei einer solchen Potenzreihe 
z—-a=l, 
so wird 
# (z/a) SS Cro Cao? eat Cr Ge OPE 


also eine nach Potenzen von ¢ fortschreitende Reihe. Ist y ihr Kon- 
vergenzradius, so konvergiert oder divergiert die Reihe (1), je nachdem 


[¢|=|z—a|<yv oder >yr 


ist. Die Punkte z, fiir welche | z — a| <x ist, erfiillen das Innere des 
Kreises, der den Mittelpunkt a und den Radius 7 besitzt. Also: 

Zu jeder Potenzrethe B(z/a) gehort ein Kreis mit dem Mittelpunkt a, 
innerhalb dessen die Rethe konvergiert, auBerhalb dessen die Rethe divergiert. 

Dieser Kreis heiBt der Konvergenzkrets, sein Radius der Konvergenz- 
vadius der Reihe % (z/a). 

Betrachten wir einen Kreis, der den Mittelpunkt a hat und dessen 
Radius fleiner ist als der Konvergenzradius, so konvergiert ‘8 (z/a) fiir 
alle Punkte dieses Kreises absolut und gleichmaBig. 

Die Summe der Potenzreihe $$ (z/a) stellt daher insbesondere 7m 
Inneren des Konvergenzkreises eine stetige Funktion von z dar. 

Aus §3 schlieBt man: 

Eine rationale Funktion von mehreren Potenzreihen S8,(z/a), ..., 
3, (z/a) ist in einem nicht verschwindenden Kreise mit dem Mittelpunkt a 
wieder in der Form einer Potenzrethe 3g (z/a) darstellbar, wenn die Potenz- 
vethen 8, (z/a), ..., ;,(z/a) nicht verschwindende Konvergenzradien be- 
sitzen und der Nenner der rationalen Funktion fiir z = a nicht verschwindet. 


Entsprechendes wie fiir die Potenzreihen $8 (z/a) gilt auch fir die 
Reihen der Gestalt 


(2) PB (z/o0o) =op tH P+ S404 54-5. 
Diese konvergieren oder divergieren, je nachdem 


a 1 1 
|<? oder Pea Gee 2p OCCr i= 


ist, wobei 7 den Konvergenzradius von ¢y+¢,6 + ¢,0%?+++-+0n0"-+"°° 


bedeutet. 
Eine Reihe von der Gestalt (2) konvergiert oder divergiert also, je nach- 
dem der Punkt z auBerhalb oder innerhalb eines gewissen Kretses mut 


dem Mittelpunkt 0 liegt. 
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Die Ausnahmestellung des Punktes oo verschwindet, wenn wir die 
komplexen Zahlen durch die Punkte einer Kugel darstellen. Es gilt 
dann, gleichgiiltig ob a endlich oder oo ist, der Satz: 

Jeder Potenzreihe §(z/a) entspricht auf der Kugel ein Kreis, welcher 
die Kugel in zwei Gebiete von folgender Beschaffenheit zerlegt: Im Inneren 
desjenigen Gebietes, in welchem der Punkt a liegt, konvergiert 3 (z/a), 1m 
Inneren des anderen Gebietes divergiert SB (z/a). 

Der wesentliche Inhalt des vorigen Paragraphen iibertragt sich auf 
die Potenzreihen ‘8 (z/a), wo a endlich oder oo sein darf, in folgender 
Form: 


Wenn die Koeffizienten einer Potenzreihe 38 (z/a) nicht samtlich ver- 
schwinden, so kann man um den Punkt a eine Umgebung so abgrenzen, 
daB in thr 8 (z/a), auBer etwa fir z = a, nirgends verschwindet. 

Wenn die Gleichung 
cy + 4 (2 — 4) + Q(z — a)? p++ 0 fy (@— 8) + oy! (2 —)* fos 


fiir unendlich viele verschiedene Punkte z mit der Haufungsstelle z= a 
gilt, so ist 


/ 


Co = Co, C=C, (es = toekt 16 
§ 6. Die Umbildungen einer Potenzreihe. 
Wir betrachten eine Potenzreihe 


 (2/a@) == Cy + Cy (z — a) + Q(z — a)? +2°-, 


deren Konvergenzradius vy von Null verschieden ist. 
Es sei 6 ein Punkt im Inneren des Konvergenzkreises von $f (z/a). 
Wir konnen dann 


z—a=(b—a)+(2-—b)=64+6€ 


setzen, wo 6 und ¢ Abkiirzungen fiir ’ — a und z — 6 resp. sind. 
Die Potenzreihe $§(z/a) nimmt dadurch die Gestalt an: 


(1) Bla) =q+q +O +4 +02 +e (+68 4+-- 
= Cy + {c,d + ¢, 6} + {c, 6? + 2c, 6¢ + c, C4 
+ {cs 63 + 30,625 + 3c¢,60 + C68} 4 +e, 


Wir fragen jetzt: Diirfen wir hier auf der rechten Seite nach Po- 
tenzen von € = z — b anordnen ? 


Das ist jedenfalls dann erlaubt, wenn die Reihe der absoluten Betrage 
(2) [eo] + ford] + lero] + | e_8®| +{] 20,56] + |e. 22| + --- 


konvergiert. Eine Reihe aus lauter nicht negativen reellen Gliedern kon- 
vergiert aber, sobald sie bei irgendeiner beliebigen Zusammenfassung 
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von Gliedern zu endlichen Summen konvergiert. Daher konvergiert die 
Reihe (2), wenn die Reihe 


(3) [eo] + fer] (JO) + ||) + [eo] (16] + (|)? + Jes] (]6] + 12])8+-- 


konvergiert. Die letztere Reihe ist aber die Reihe der absoluten Be- 
trage von (z/a), wenn z—a durch |6|-+ || ersetzt wird. Die 
Reihe (3) konvergiert also, falls 


iE ele eae ape ene 


ist. Diese Bedingung ist fiir jeden Punkt z im Inneren desjenigen Kreises 
erfiillt, dessen Mittelpunkt 6 ist und der den Konvergenzkreis von 
8 (z/a) von innen beriihrt (Abb. 9). Liegt also zim 

Inneren dieses Kreises, so diirfen wir die rechte Seite 

in der Gleichung (1) nach Potenzen von € = z— 0b @ 
anordnen. 

Wir wollen nun folgende Terminologie einfihren: 

Setzt man in einer Potenzreihe $$ (z/a) an Stelle 
von z — a@ itiberall (b — a) + (z — O), entwickelt so- 
dann jedes Glied der Potenzreihe nach Potenzen von Abb. 9. 

z — bund ordnet schlieBlich die ganze Reihe nach den 
Potenzen von z — ian, so soll die dadurch erhaltene Potenzreihe $f, (2/0) 
die Umbildung der Reihe $(z/a) fiir den Punkt 0 heiBen. 

Wir haben dann soeben den Satz bewiesen: 

Die Umbildung %8,(z/b) konvergiert sicher im Inneren desjenigen 
Kretses, der den Mittelpbunkt b hat und den Konvergenzkreis der Rethe 
8 (z/a) von innen beriihrt; innerhalb des genannten Kretses besteht tiber- 
all die Gleichung 

$8 (c/a) = B, (e/0). 
Ein entsprechender Satz gilt fiir die Potenzreihen '$(z/oo). Es sei 


Cc 


POI C3) at ee oe Oey 


z 


konvergent auBerhalb des Kreises | z| = und 6 ein Punkt auBerhalb 
dieses Kreises. Wir setzen 


P= bb 72b—C, 


wo € zur Abkiirzung fiir b — z steht; dann kommt 


C I Cg 


G a 

DO oom bat eae 
Solange nun |¢|<|0| ist, d.h. solange z in dem Kreise liegt, 
der 6 als Mittelpunkt hat und durch den Nullpunkt hindurchgeht, ist 
1 hee ee 
pee bce Fo bees 
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und nach den Satzen des §3 auch 


1 1 2¢ 
aris aes hohe Nae 

1 1 3¢ 
Ce 


Daher ist dann 
1 iL 2 Glee 
(4) BGloo) =o ta(s+at-)ta let ite )te 
Hier diirfen wir nun nach Potenzen von ¢ anordnen, wenn 
1 1 2¢ 
leo! + leal(|g¢|+ |e] +---) + lel (lar| + fae) be) to 


| ee 
d. h. wenn 


is 
b2 


[co] + Glee e = [co | wea See 
konvergiert. Dies ist der Fall, wenn 
[o|—|¢j>r7r, dh. [b—z|<|b|/—7 
ist, wenn also z in demjenigen Kreise mit dem Mittelpunkt 0 hegt, 


der den Kreis |z| = 7 von aufen beriihrt. 
Innerhalb dieses Kreises ist also 


B (z/co) = Bi (2/2), 
wo %8,(z/b) diejenige Potenzreihe ist, welche durch Anordnung der 
rechten Seite der Gleichung (4) nach Potenzen von € = b — z entsteht. 
Diese Potenzreihe nennen wir die Umbildung der Reihe 8 (z/oo) fir 
den Punkt 0. 


§ 7. Die Ableitungen einer Potenzreihe. 


Betrachten wir den Koeffizienten von ¢ = z — 6 in der Umbildung 
$8, (z/b) der Potenzreihe 


(1) PB (z/a) =cg +e, (6—a+C)+c,(b—a+C)?+---+e,(b—a+l)"+--., 
so ist derselbe 
Cy + 2c, (b — a) + 3cs (6 — a)? +--+ + nc, (b — a)P-14-->, 


Wir wissen, daB diese Reihe fiir jeden Punkt } im Inneren des Kon- 


vergenzkreises von ‘8 (z/a) konvergiert. Mit anderen Worten: 
Die Reihe 


(2) ey + 2c, (z — a) + 3cg (z — a)? +--+ + ne, (2 —a)r-1+--- 


hat einen Konvergenzradius 7’, der mindestens so groB ist wie der 
Konvergenzradius 7 von $8 (z/a), also 


r= y7, 
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Vergleichen wir nun die beiden Reihen 
Go +o (2 — a) + c(¢ — a)? +--+ o,(2—a)™ 4, 
Cy (2 — a) + 2cg(z — a)? +--+ 4+ ne, (z —a)™+---, 


so ist y der Konvergenzradius der ersten, 7’ der Konvergenzradius 


der zweiten. Da aber |c,|<|nc,| (7 =1, 2, ...), so ist der Kon- 
vergenzradius der ersten mindestens so groB wie der der zweiten, also 
rr. 


Folglich ist 7’ = 7. Die Reihe (2) bezeichnen wir mit SR’ (z/a) und nennen 
sie die abgeleitete Reihe von § (z/a). 

Es gilt also der Satz: 

Die abgeleitete Rethe 


HB’ (z[a) = cy + 2ey(z — a) + Bey (2 — a)? + -+- + meg(z—a)nt pee 
hat denselben Konvergenzkreis wie die urspriingliche Rethe 
B (z/a) = Cy + Cy (2 — 2) + c,(z — a)? +--+ +, (z— a)” +--- 


Die Potenzreihen 


Beja), Bela), Bela), PB’ (e/a), ..., 
von denen jede folgende die abgeleitete Reihe der vorhergehenden Reihe 
ist, haben also sémtlich denselben Konvergenzkreis wie $$ (z/a) selbst. 
Wir nennen $8” (z/a) die n-te abgeleitete Reihe von SB (z/a), wobei wir, 
um diesen Begriff auch fiir den Fall » = 0 anwendbar zu machen, 
unter der 0-ten abgeleiteten Reihe 98 (z/a) die ursprtingliche Reihe 
8 (z/a) selbst verstehen wollen. 

Wenn wir in der Gleichung (1) auf der rechten Seite nach Potenzen 
von € = z — } anordnen, so ergibt sich als Darstellung der Umbildung 
8, (2/6) von $8 (z/a), wie man leicht erkennt: 

(z—6)” 


(3) $8 (z/a) = By (z/d) = B O/a) + B'(b/a) (2—8) + --- + B(O/a) + -- 
Diese Entwicklung ist, wie wir wissen, sicher giiltig im Inneren des 
Kreises mit dem Mittelpunkt 0, der den Konvergenzkreis von § (z/a) 
von innen berthrt. 
Setzen wir z= 6+ A, so folgt aus (3) fiir alle Werte von h, deren 
absoluter Betrag eine gewisse positive GréBe nicht tberschreitet, 


Bo (OG h/a) = xB (b/a) =e (ES jt 
h BP’ (B/a) +--+ + PB” (b/a) —- + -- 


n! 


Da nun die Potenzreihe rechter Hand eine stetige Funktion von h ist, 
so kommt 


lim 

h>0 ; 

Die Potenzreihe § (z/a) definiert also im Inneren ihres Konvergenz- 

kreises eine stetige Funktion von z, welche differenzierbar ist, und. 
3* 


Bo + Ala) — B/a) _ mo 
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zwar ist der Wert der abgeleiteten Reihe $8’ (z/a) immer der Differential- 
quotient von §f (z/a). 
Der Begriff des Differentialquotienten einer fiir ein gewisses Gebiet 
» der Variablen z betrachteten Funktion f(z) ist dabei so aufzufassen: 
Ist z ein bestimmter Wert der Variablen, dargestellt durch einen 
bestimmten Punkt des Gebietes Y, so betrachte man den Quotienten 


f (241) — f) 


fy — % ; 
wo z, einen von z verschiedenen und veranderlich gedachten Punkt 
des Gebietes 2 bezeichnet. 
Gibt es nun einen bestimmten endlichen Wert /’ von der Art, daf 
f(a) — ft ag 


(a aan 


absolut genommen kleiner als eine beliebig klein vorgeschriebene positive 
Zahl ¢ ist, sobald z, einer geeignet gewahlten Umgebung des Punktes z 
angehort, so driicken wir diese Tatsache durch die Gleichung 


Zz ile 


aus, nennen f(z) fir den betrachteten Wert zim Gebiete 2’ differenzier- 
bar und bezeichnen f’ als den Differentialquotienten von f(z) fir den 
betrachteten Wert z. Es ist /’ von z abhangig und also im Gebiete 2 
wieder eine Funktion von z. Der Differentialquotient f’ dieser 
Funktion, wenn er existiert, heiBt der zwezte Differentialquotient von 
df(z) d*f(z) 
GE? Ghee 

Die Ableitung Sf’ (z/a) von S$ (z/a) ist als Potenzreihe ihrerseits im ° 
Konvergenzkreis von ‘8 (z/a) differenzierbar und hat als Differential- 
quotienten $8’ (z/a) usf. 

Die Potenzrethe 8 (z/a) definiert also im Inneren thres Konvergenz- 
kreises eine Funktion von 2, welche Differentialquotienten aller Ordnungen 
besitzt. 


f(z) usf. An Stelle von /’ (z),/’’(z),... schreibt man auch 


§ 8. Unmittelbare Fortsetzungen einer Potenzreihe. 


Die Konvergenzkreise zweier Potenzreihen $8(z/a) und 8, (z/a,) 
mégen ineinandergreifen; S sei das ihnen gemeinsame Stiick und 6 ein 
Punkt innerhalb S (Abb. 10). 


Wenn nun die Gleichung 
B(z/a) = By (2/ay) 


fir unendlich viele Punkte innerhalb S gilt, die dort die Haufungsstelle b 
haben, so gilt dieselbe Gleichung fiir jeden beliebigen Punkt c innerhalb S. 


§ 8. Unmittelbare Fortsetzungen einer Potenzreihe. By 


Aus der Voraussetzung folgt mit Riicksicht auf §4, daB die Um- 
bildungen von $8(z/a) und ‘8, (z/a,) fiir den Punkt 6 identisch sind. 
Denn diese Umbildungen sind Potenzreihen in z — b, die fiir unendlich 
viele Werte von z in beliebiger Nahe von b einander gleich sind. Fiir 
diejenigen Punkte der geradlinigen Strecke bc, welche ins Innere des 
Konvergenzkreises jener gemeinsamen Umbildung von S§(z/a) und 
%8,(z/a,) fallen, besitzen die letzteren Potenz- 
reihen immer den gleichen Wert. Auf der Strecke 
bc gibt es also Punkte # von der Beschaffen- 
heit, daB (z/a) = 98, (z/a,) fir jeden Punkt i 
der Strecke 0p gilt. Wir betrachten die Entfer- : 
nungen dieser Punkte von dem Punkte b. Es 
sei bg die obere Grenze dieser Entfernungen 
(Abb. 11). Wir behaupten: Der Punkt gq fallt mit c 
zusammen. Denn auf g laBt sich dasselbe SchluB- 
verfahren anwenden wie vorhin auf 6; in einem geniigend kleinen um q 
beschriebenen Kreise gilt also 8 (z/a) = ‘8, (z/a,), weil diese Gleichung 
nach unserer Anhahme fiir alle von q ver- 
schiedenen Punkte der Strecke bq gilt. Wenn Se ee 
nun g von c verschieden ware, so wiirde hier- hes EI 
nach die Gleichung $ (z/a) = %8, (z/a,) auch ‘ue 
noch fiir ein Stiick der Verlangerung der Strecke bq iiber g hinaus gelten, 
was der Bedeutung des Punktes g widerspricht. Da g mit c zusammen- 
fallt, so gilt 98 (z/a) = $8, (z/a,) auch fiir z= c, w.z.b. w. 

Stehen zwei Potenzreihen in der eben betrachteten Beziehung zu- 
einander, haben also ihre Konvergenzkreise ein Stiick gemeinsam und 
besitzen die Reihen innerhalb dieses Sttickes tiberall denselben Wert, 
so heiBt jede der Reihen eine wnmittelbare Fortsetzung der anderen. 

Nach §6 ist insbesondere jede Umbildung einer Potenzreihe eine 
unmittelbare Fortsetzung derselben. Es soll nun umgekehrt gezeigt 
werden: 

Jede unmittelbare Fortsetzung einer Potenzrethe kann erhalten werden, 
indem der ProzeB der Umbildung in geeigneter Weise mehrmals auf die 
Potenzreihe angewendet wird. 

Es sei wieder $8, (z/a,) eine unmittelbare Fortsetzung von { (z/a) 
und S das den Konvergenzkreisen der beiden Potenzreihen gemeinsame 
Stiick. Bedeutet nun a, irgendeinen Punkt im Inneren von S, so ist 
die Umbildung von $8 (z/a) fiir den Punkt a, identisch gleich der Um- 
bildung $8,(z/a,) von 8, (z/a,) fir denselben Punkt. Kann man also 
8, (z/a,) aus 98,(z/a,) durch wiederholte Umbildung gewinnen, so ist 
damit zugleich ‘8, (z/a,) aus %8(z/a) durch wiederholte Umbildung er- 
zeugt. Es ist also nur noch zu zeigen, daB aus jeder Umbildung 4, (z/a2) 
einer Potenzreihe 8, (z/a,) umgekehrt die Potenzreihe selbst durch ein- 
oder mehrmalige Umbildung gewonnen werden kann. 


Abb. 10. 


38 I, 2. Die Potenzreihen. 


Es sei K, der Konvergenzkreis von 8, (z/a,), K, derjenige Kreis 
um a,, welcher K, von innen beriihrt, und 7, sein Radius (Abb. 12). 
Liegt nun a, im Inneren von Ky, so ist die Umbildung von PB» (z/4s) 
fiir den Punkt a, identisch mit $8, (z/a,), also die Behauptung bewiesen. 
Liegt aber a, nicht im Inneren von K,, so zeichnen wir den auf der 
Zentralen a, ... a, im Abstande+ 7, von a, gelegenen Punkt ag und 
um diesen als Mittelpunkt den Kreis K,, welcher K, von innen be- 
ruhrt. Die Umbildung §8(z/a,) von $8, (z/a,) fiir den Punkt a, ist dann 
identisch mit der Umbildung von ‘8, (z/a,) fiir diesen Punkt, also im 
Kreise K, vom Radius 73 = } 1 
konvergent. Liegt nun a, im Inneren 
von K;, so ist die Umbildung von 
%5(z/a3) fiir den Punkt a, identisch 
mit 8, (z/a,), also die Behauptung 
bewiesen. Liegt aber a, nicht im 
Inneren von K3;, so zeichnen wir 
den auf der Zentralen @,...a@ 3 im 
Abstande +7; von a, gelegenen Punkt 
a, und um diesen als Mittelpunkt 
den Kreis K,, welcher K, von innen 
beritihrt. Die Umbildung 8, (z/a,) von 
%(z/a3) fiir den Punkt a, ist dann 
identisch mit der Umbildung von 
%3, (z/a,) fiir diesen Punkt, also im Kreise K, vom Radius 7,= 27, 
= (2)? 7, konvergent. Liegt nun a, im Inneren von Ky, so ist die 
Umbildung von ‘8,(2/a,) fiir den Punkt a, identisch mit SB, (z/a,), 
also die Behauptung bewiesen. Liegt aber a, nicht im Inneren von K,, 
so setze man das soeben geschilderte Verfahren weiter fort. Dieses 
bricht nach endlich vielen Schritten ab; denn die Radien der in K, 
luegenden Kreise K,, Kz, Ky, ... haben die Werte 7,, 73 = 275, 
1, = (2)? 7, ...; ist also m die kleinste ganze Zahl > 2, fiir welche 
die Ungleichung 2 (3:)"-2 7, > 7, gilt, so liegt offenbar der Punkt Gan I 
und dann ist das Verfahren mit » — 1 Schritten zu Ende. 

Damit ist nach dem oben Bemerkten zugleich die Potenzreihe $8, (z/a) 
aus §§(z/a) durch u-mal wiederholte Umbildung gewonnen. 

Aus naheliegenden Griinden werden wir nunmehr, wenn zwei Potenz- 
reihen in z—a und z—6 unmittelbare Fortsetzungen voneinander 
sind, fiir beide dasselbe Zeichen 98 gebrauchen, also die Bezeichnungen 
% (z/a) und $8(z/b) nebeneinander verwenden. 


§ 9. Laurentsche Reihen. Ein Hilfssatz iiber Potenzreihen. 


Abb. 12. 


Sind ay, a, 44, 4), 4_,, ... komplexe Zahlen, so wollen wir unter 
dem Zeichen fies 
(1) 2 4, 


n=—©o 
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die Summe der beiden Reihen 


Ay +a, +4,+a,+ °°: 


und 


Ay + A_» + a_, + cee 


verstehen. Nur wenn diese beiden Reihen konvergent sind, stellt also 
das Symbol (1) eine bestimmte komplexe Zahl, namlich die Summe 
der beiden Limites 


lim (49 + 4, + a@,+-+-++a,), lim (@_y + a_,p +--+ + @_,) 
n-> oo 


m-> co 


vor. Die Summe dieser beiden Limites kénnen wir auch durch 


n 
ibiah = See 
m>co k=—m 
n-> oo 


andeuten. Nach diesen Festsetzungen wollen wir nun eine Summe der 
Gestalt 


++ co 
(2) == Se, 2" 


n=—©CO 


betrachten. Fiir einen bestimmten Wert von z besitzt 0)(z) einen be- 
stimmten endlichen Wert, wenn fiir das betreffende z die beiden Potenz- 
reihen 


Bot qetqe@t-, 
,(+) = ead FB et ral ere 


beide zugleich konvergieren. Die Reihe ‘8(z) konvergiert im Inneren 
eines Kreises| z | = 7, die Rethe'},, (=) auBerhalb eines Kreises |z|=7,. 
Offenbar haben die beiden Konvergenzgebiete von ‘8 (z) und ‘8, (=) nur 


dann ein Stiick gemein, wenn 7 > 7, ist, und zwar ist in diesem Falle 
das gemeinsame Stiick ein Kreisring. Diesen nennen wir den Konvergenz- 


ving von $\(z). Da $(z) und 8,(+) beide im Inneren dieses Kreisringes 


stetige Funktionen von z vorstellen, so gilt gleiches fiir 


D (@) = 8) + (5). 


Eine Summe der Gestalt ©(z) nennt man eine Laurentsche Rethe. 
Eine gewohnliche Potenzreihe kénnen wir offenbar als eine Laurentsche 
Reihe ansehen, in welcher die Koeffizienten c_,, c_9, ... samtlich Null 
sind. 
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Es sei nun g der Radius eines Kreises mit dem Mittelpunkt 0, dessen 
Peripherie ganz im Innern des Konvergenzringes von (2) verlauft 
(also 7, << @ <7) (Abb. 13). 

Langs der Peripherie dieses Kreises ist Q(z) und folglich auch der 
absolute Betrag | 4(z) | von Q(z) eine stetige Funktion. Daher besitzt 
| Q(z) | auf der Kreisperipherie ein endliches Maximum M, so daf fur 
jeden Punkt z der Kreisperipherie 


(2) |Q(@)|suM 
ist. 
Es besteht nun der ebenso merkwirdige wie wichtige Satz, dap fiir 
jeden Index nZ0 die Ungleichung 
(3) [¢,]o* SM 


gilt, wenn lings der Kreisperipherie |z| = @ die Ungletchung (2) er- 
fiillt ist. 
Wir beweisen diesen Satz zunachst fiir den 


lidext77) 10. 

Da die Reihen §$ (z) und §, (=) langs der Kreis- 
peripherie |z| = gleichmaBig konvergieren, so 
k6nnen wir m und u so bestimmen, daB in der 
Gleichung 

Abb.13. Q (2) uc ae 
k=-m 
der Wert von 6 der Ungleichung 
|d|<e 


genugt fur jeden Wert von z mit dem absoluten Betrage 9. Dabei be- 
deutet, wie gewodhnlich, ¢ eine beliebig klein gewahlte positive Zahl. 
Es ist dann 


(4) f(z) =o + 3’ 2 = Os) —6 


k=—m 
fur alle diese Werte z absolut kleiner als M + ge, also 
(5) 17 @)| <M =e. 


Der Strich an dem Summenzeichen in (4) soll andeuten, daB bei der 
Summation tiber k der Wert k = 0 auszuschlieBen ist. 

Wir wahlen jetzt eine Zahl € vom absoluten Betrage 1, die jedoch 
so beschaffen sein soll, daB keine ganzzahlige positive oder negative 
Potenz von & gleich 1 wird. (Die Existenz derartiger Zahlen € wollen wir 
nachher beweisen.) Ist dann s eine positive ganze Zahl und 

#9205 21 60, | 25 S68 0G) cle wet, peat Oe 


— 
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so sind dies s Punkte auf.dem Kreise |z| =, und wir finden leicht 
f (29) + f (41) +--+ + f (4-3) 1 pan 
(6) s == C5 ey Sy C, a" ge 
Nun ist a 
n 
ks / k 
Syne 2S (ee 
k=—m k=—m 
wo 
ci k 
CU | Ca 
aay pce 
k=-—m | 


von s unabhangig ist. Mit Riicksicht auf (5) und (6) folgt hieraus 
leol< If (o)| + | f(a) +--+ [ft @-)| 


Ss 


Lise ‘ be M + é ot & 5 
Da wir s beliebig groB und « beliebig klein annehmen diirfen, so 
wird schlieBlich 
(7) Vea Nae 
Betrachten wir jetzt 
7D) = Seat, 
k=—0©o 
so ist in dieser Reihe c,, das von z freie Glied. Ferner ist langs des Kreises 
Iz| =e 
| 2 gn ©) (2 Oss = Ge M. 
Folglich gilt nach (7) 
len; Se", 
woraus die zu beweisende Ungleichung (3) unmittelbar folgt. 
Es ertibrigt noch die Existenz von Zahlen € nachzuweisen, deren 


absoluter Betrag gleich 1 ist, ohne da irgendeine Potenz von € mit 


einem ganzzahligen positiven Exponenten den Wert 1 besitzt. 
t 


Eine solche ist z.B. die Zahl & = a (die offensichtlich den Be- 


trag 1 hat). 
Ware naimlich é" = 1 fiir ein positives ganzes n, so folgte 


(2. a)" = (2 4)" — (2 —7 4 23)” = 22)" + m(2 —2) (27) 4 + 


und hieraus 


(27)" = (2 —1)(4 + By), 
wo A und B ganze rationale Zahlen bedeuten. Nimmt man die Quadrate 
der absoluten Betrage der beiden Seiten, so ergibt sich 
4” == 5(A? +. B), 
und diese Gleichung enthalt einen Widerspruch. 
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Drittes Kapitel. 
Der Begriff der analytischen Funktion. 


§ 1. Monogene Systeme von Potenzreihen. 


Es sei $$ (z/a) eine Potenzreihe 
Co + €(2 —@) + ¢,(2 — a)? +>: 


mit nicht verschwindendem Konvergenzradius. Sie besitzt unendlich 
viele unmittelbare Fortsetzungen; diese haben ihrerseits wieder un- 
mittelbare Fortsetzungen usf. 

Alle’auf diese Weise entstehenden Potenzreihen nennen wir Fort- 
setzungen der Potenzreihe $8 (z/a), so daB also 8 (z/b) eine Fortsetzung 
von $§(z/a) heiBt, wenn $§(z/b) entweder im friiheren Sinne eine un- 
mittelbare Fortsetzung von ‘8 (z/a) oder das Endglied einer endlichen 
Folge ; 
B (c/a), Blelay), Bela), ---. Bean), Be/d) 


ist, in welcher jedes folgende Glied eine unmittelbare Fortsetzung des 
vorhergehenden ist. 

Nach dem Satze, den wir frtiher in Kap. 2, §8 kennen lernten, 
kénnten wir den Begriff der Fortsetzung auch so fassen: 


Jede aus einer Potenzreihe SB(z/a) durch eine oder mehrere Umbil- 
dungen entstehende Potenzrethe herBt eine Fortsetzung von $f (z/a). 


Ferner leuchtet unmittelbar ein, daB die Reihe § (z/a) Fortsetzung 
von 5§(z/b) ist, wenn letztere Reihe Fortsetzung der ersteren ist. 

Ein solches unendliches System von Potenzreihen, welches aus 
einer Reihe $8 (z/a) und allen ihren Fortsetzungen besteht, nennen wir 
ein monogenes System von Potenzrethen. 

Wir behaupten, daB jede beliebige in einem solchen System ent- 
haltene Potenzreihe als erzeugende Reihe angesehen werden kann, da 
also die Reihe §(z/a) keine ausgezeichnete Stellung in dem System 
_einnimmt. Diese Behauptung 1aBt sich offenbar auch so aussprechen: 
Jede Potenzrethe des Systems ist eine Fortsetzung jeder anderen. 

Sind nadmlich %§(z/b) und $(z/c) irgendzwei Potenzreihen des aus 
der Reihe $8 (z/a) erzeugten Systems, so ist $8 (z/c) eine Fortsetzung von 
P(z/a) und $(z/a) eine Fortsetzung von 8 (z/b). Folglich ist auch 
$8 (z/c) eine Fortsetzung von $B (z/b), w. z. b. w. 

Wir bemerken schlieBlich noch, da8 wir in ein vorliegendes mono- 
genes System von Potenzreihen auch jede Potenzreihe $8(z/oo) auf- 
nehmen, von welcher eine Fortsetzung in dem Systeme vorkommt. 
Dabei ist unter einer Fortsetzung einer Reihe $8(z/oo) jede Reihe zu 


verstehen, die aus {8 (z/oo) durch eine oder mehrere Umbildungen her- 
vorgeht. 
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Aus vorstehendem ergibt sich der evidente Satz: 

Ein System von Potenzrethen bildet ein monogenes System, wenn 

1. jede Potenzrethe des Systems eine Fortsetzung jeder anderen ist und 

2. jede Umbildung einer Potenzreihe des Systems ebenfalls zum System 
gehort. 


§ 2. Definition der analytischen Funktion. 


Jedes monogene System von Potenzreihen definiert eine bestimmte 
Funktion /(z) der komplexen Variablen z. Ist namlich z) irgendein Wert 
von 2, so betrachten wir die Potenzreihen des monogenen Systems, deren 
Konvergenzkreis den Punkt z) in seinem Innern aufnimmt. Die Werte, 
welche diese Potenzreihen fiir z = zy annehmen, ordnen wir dem Werte 
Z zu. Dadurch ist eine bestimmte Funktion f(z) von z erklart, die fir 
Z = 2 eindeutig oder mehrdeutig heiBt, je nachdem die genannten Potenz- 
reihen fiir z = 2, alle den namlichen Wert annehmen oder nicht. Offen- 
bar kénnen wir die Werte dieser Funktion, die einem bestimmten Argu- 
mente z) entsprechen, auch so definieren: 

Man betrachte die dem monogenen System es: Potenzrethen 

B (2/2). Die konstanten Glieder dieser Potenzreihen sind dann die Werte 
der Funktion f(z) ftir z = 2%. 

Diese Definition halten wir auch noch fiir z) = oo fest. Wenn also 
dem Systeme von Potenzreihen auch eine oder mehrere Potenzreihen 
$8 (z/oo) angehoren, so sollen die konstanten Glieder dieser Potenzreihen 
die Werte der Funktion /(z) fiir z =o sein. 

Eine Funktion f(z) hetBt eine ,,analytische Funktion, wenn sie in 
dieser Weise durch ein monogenes System von Potenzrethen erklart werden 
kann. Jede Rethe dieses Systems heiBt ein ,,Element der Funktion f(z). 

Hierbei ist nun noch folgendes zu beachten: Liegt ein monogenes 
System von Potenzreihen vor, so ist es denkbar, daB ein bestimmt fixier- 
ter Wert z) von z tberhaupt nicht in den Konvergenzkreis irgendeiner 
Potenzreihe des Systems hineinfallt. Dann ist die betreffende Funktion 
f(z) fir z= 2 micht defimert. 

Man mache sich an dieser Stelle klar, einen wie speziellen Typus 
diese analytischen Funktionen schon rein auBerlich darstellen. Eine 
Funktion im allgemeinsten Sinne besteht gemaB Kap. 1, § 6 nur in der 
Zuordnung gewisser Werte w zu gewissen Werten z; insbesondere sind 
dabei samtliche Argumentwerte z als voneinander véllig unabhangig ge- 
dacht, und man kann die Funktion nach Belieben in einigen Punkten z 
definieren und in anderen undefiniert lassen. Der Begriff einer ana- 
lytischen Funktion l4Bt sich zwar auch noch mittels einer solchen (aller- 
dings unter Umstanden mehrdeutigen) Zuordnung fassen, setzt aber 
voraus, daB die Funktion in allen denjenigen Punkten, in denen sie 
nach dem obigen Verfahren durch Fortsetzung der zugehérigen Potenz- 
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reihen definiert werden kénnte, wirklich in der hierdurch bestimmten 
Weise definiert wird, daB sie aber andrerseits in jedem Punkte, in den 
die zugehérigen Potenzreihen sich nicht fortsetzen lassen, undefiniert 
bleibt. 

Wollte man beispielsweise eine Funktion f(z) auBerhalb des Punktes 
z= 0 durch z? definieren, dagegen im Nullpunkt undefiniert lassen, 
so ware diese Funktion nach der obigen Erklérung nicht analytisch, 
obwohl sie in ihrem ganzen Definitionsbereich durch eine Potenzreihe 
darstellbar ist. Denn diese Potenzreihe konvergiert auch im Nullpunkt. 
(Ebenso ware die Funktion nicht analytisch, wenn man ihr im Null- 
punkt einen von 02 = 0 verschiedenen Wert beilegte.) 

Die Gesamtheit derjenigen Werte 2, die ins Innere des Konvergenz- 
kreises von Potenzreihen des monogenen Systems fallen und fir die 
also auch dem System angehérende Reihen $f (z/z)) existieren, bezeich- 
nen wir als den Regularitdtsbereich der Funktion /(z). Und zwar soll 
jeder Punkt z) so oft dem Regularitatsbereich zugezahlt werden, als es 
verschiedene Potenzreihen § (z/z)) des monogenen Systems gibt. Dabei 
ist der Fall nicht ausgeschlossen, daB zwei verschiedene Potenzrethen 
% (z/z9) dasselbe konstante Glied haben, so daB ihnen ein und derselbe 
Wert /(%) entspricht. 

Aber man erkennt leicht, daB dieses nur fiir mehrdeutige Funk- 
tionen eintreten kann, da8B also folgender Satz gilt: 

Ist die analytische Funktion f(z) durchgehend eindeutig, so ist jeder 
Punkt z) thres Regulanitatsbereichs nur einfach zu zahlen; die Funktion 
heibt dann schlechthin ,,eindeutige Funktion“. 

Waren namlich $8 (2/z9) und %8,(2z/z9) zwei verschiedene Funktions- 
elemente von /(z), so wiirden nach Kap. 2, § 4 in einer geniigend kleinen 
Umgebung der Stelle z) fiir jeden von z) verschiedenen Punkt z, die 
beiden Potenzreihen verschiedene Werte besitzen und daher f(z) fiir 
jeden solchen Punkt z, mindestens zweideutig sein, entgegen der An- 
nahme. 


§ 8. Eindeutige Zweige einer analytischen Funktion. 


Betrachten wir irgendeine Menge X von Punkten in der komplexen 
Zahlenebene oder auf der Zahlenkugel, so kann sich ein beliebig fixierter 
Punkt a auf drei Arten gegen diese Punktmenge verhalten. 

Entweder gehéren alle Punkte einer geniigend kleinen Umgebung 
des Punktes a der Menge » an, 

oder es gehért kein Punkt einer geniigend kleinen Umgebung des 
Punktes a der Menge 2 an, 

oder endlich es fallt in jede noch so kleine Umgebung des Punktes a 
sowohl mindestens ein Punkt, der zur Menge gehért, wie auch min- 
destens ein Punkt, der nicht zur Menge gehdrt. 
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Im ersten Falle sagen’ wir, a liege im Inneren der Menge oder 
sel ein imnerer Punkt von 2’; im zweiten Falle, a liege auBerhalb der 
Menge 2 oder sei ein duferey Punkt von XY: im dritten Falle endlich 
sagen wir, a liege auf dem Rand von & oder sei ein Randpunkt von &. 
Ein Punkt a heiBe ein isolierter Randpunkt der Menge ¥, wenn in einer 
genigend kleinen Umgebung von a der Punkt a der einzige Punkt ist, 
der nicht zur Menge » gehort. 

Eine stetige Kurve ist eine Menge von Punkten, deren Koordinaten x 
und y als stetige Funktionen 


x= ot), v= y(t) 


einer reellen Veranderlichen ¢ in einem Intervall f, < ¢ < #, definiert 
sind. Die Kurve heiBt geschlossen, wenn ihre Endpunkte zusammen- 
fallen, d.h. wenn 


P (to) = PA), Plo) = P(A) 


ist, eonfach, wenn diese Gleichungen ftir kein anderes Paar verschiedener 
Werte von ?¢ gelten. 

Mit Hilfe dieser Begriffe definieren wir: Eine Punktmenge heiBt 
ein Gebiet, wenn 

1. alle ihre Punkte innere Punkte sind, 

2. je zwei ihrer Punkte sich durch eine stetige Kurve verbinden 
lassen, die ganz der Menge angehort. 

Eine wichtige Eigenschaft der einfach geschlossenen stetigen Kurven 
lehrt der Jordansche Kurvensatz. Er besagt: 

Jede einfache, geschlossene, stetige Kurve C zerlegt die Ebene in genau 
zwet Gebiete, d.h. die der Kurve nicht angehérenden Punkte der Ebene 
lassen sich in zwei Mengen ohne gemeinsame Punkte einteilen, und 
jede dieser Mengen ist ein Gebiet. Der allgemeine 
und strenge Beweis dieses der Anschauung sehr 
vertrauten Satzes witirde hier zu weit fihren; 
doch werden wir den Satz trotzdem gelegentlich 
benutzen!. Das eine der beiden von C bestimmten 
Gebiete enthalt alle geniigend weit vom Ursprung 
entfernten Punkte; wir nennen es das Aufere, das 
andere Gebiet das Innere von C. ADELA 

Das Innere einer einfachen, geschlossenen Kurve 
C bildet auch dann noch ein Gebiet, wenn wir einzelne Punkte #’, 
p’’, ... und Linienstiicke / im Inneren des betreffenden Sttickes aus- 
schlieBen (Abb. 14). Die Randpunkte eines solchen Gebietes sind die 
Punkte der Linie C, die Punkte der ausgeschlossenen Linienstticke / 
und die ausgeschlossenen Punkte f’, p’’, .... Die letzteren sind, soweit 


1 Vgl. Kap. 5, §5, S.92. 
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sie nicht auf einem der Linienstiicke / liegen, isolierte Randpunkte 
des Gebietes. 

Es sei jedem Punkte z eines Gebietes D ein bestimmter endlicher Wert w 
nach irgendeinem Gesetz zugeordnet, so daB also w als Funktion von z in 
dem Gebiete D gegeben ist. Wenn nun die Werte der Funktion w fiir eine 
gentigend kleine Umgebung jeder Stelle a des Gebietes D durch eine Potenz- 
vethe $8 (z/a) darstellbar sind, so sagen wir, w set ,,regular im D. 

Dann kénnen wir folgenden fundamentalen Satz beweisen: 


Es gibt eine analytische Funktion }(z), so daB fur jedes z von D dte 
Funktion w(z) einen der Werte von f(z) vorstellt. 

Wir nennen w(z) einen in dem Gebiete D reguliren , eindeutigen Zweig 
von f(z). 

Alles, was wir zu beweisen haben, ist, daB die Potenzreihen  (z/a) 
und $8 (z/b), welche in den Umgebungen von zwei beliebigen Punkten 
a und b des Gebietes D die Werte von w darstellen, Fortsetzungen von- 
einander sind. | 

Es sei a ein Punkt des Gebietes D und 7 der Radius des grdften 
Kreises mit dem Mittelpunkt a, innerhalb dessen die Werte von w durch 
$8 (z/a) darstellbar sind. Ist dann y fiir geeignetes a unendlich, so liegt b 
im Inneren des Kreises um a vom Radius 7, und $$ (z/b) = w(z) ist Um- 
bildung von 8 (z/a); je zwei Potenzreihen ‘8 (z/b,) und $8 (z/b,) sind also 
Fortsetzungen voneinander. Ist aber r endlich fiir jedes a, so zeigen wir 
zunachst, daB y eine stefige Funktion von a innerhalb des Gebietes D 
ist. Es sei a ein beliebig fixierter Punkt des Gebietes D. Ferner sei a’ 


ein Punkt, dessen Entfernung d von a kleiner als ist (Abb. 15). Da die 


Umbildung $f (z/a/a’)} von $8 (z/a) fir den Punkt a’ mindestens in dem 
Kreise mit dem Mittelpunkt a’ und dem Radius 7 — d 
die Werte von w darstellt, so ist 7’ =>r—d oder 
y—yr <d, wo,’ dieselbe Bedeutung fir a’ hat wiey 


fiir a. Da aber wegen d < 5 der Punkt a im Inneren des 


Konvergenzkreises von $f (z/a/a’) liegt, so ist aus Symme- 
triegriinden 7 =r’ —d oder 7’ —r <d. Es liegt also 
vr’ —r zwischen —d und + d, d.h. es ist 


l7’—r|Sd=—|a’—al, 


Abb. 15. 


Also ist in der Tat 7 eine stetige Funktion von a. 


Es seien nun a und d irgendzwei Punkte des Gebietes D. Wir ver- 
binden dieselben durch eine stetige Kurve, die ganz in D liegt. Dar 
sich langs dieser Linie stetig andert, so besitzt v ein Minimuin 0, welches 


19 (z/a/a’) gehe aus $§(z/a) hervor, indem z—a durch z —a’— (a— a’) ersetzt 
und dann die Funktion nach Potenzen von z— a’ entwickelt wird. 
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den Wert von ¢ fiir einen gewissen Punkt der Kurve ab darstellt und 
daher von Null verschieden ist. 

Wir wahlen nun auf der Kurve ab zwischen a und b die aufeinander- 
folgenden Punkte aj, ay, a3,...,4@,, so daB in der Reihe 


@a,aoa,... a,b 


der Abstand zweier aufeinanderfolgender Punkte kleiner als Q ist 
(Abb. 16). b 
Die Potenzreihen ap 


Blea), Bz/ay), Blz/ag), ---, B(Z/an), B(z/d), ats 


a 
welche in der Umgebung jener Punkte die Werte der ~,%7 2 
Funktion w darstellen, sind dann so beschaffen, daB Abb. 16. 
jede folgende durch Umbildung der vorhergehenden 
erzeugt werden kann, da der Konvergenzkreis jeder dieser Reihen 
den Mittelpunkt des Konvergenzkreises der nachstfolgenden Reihe in 
seinem Inneren enthalt. Es ist daher wirklich, wie gezeigt werden 
sollte, $$ (z/b) eine Fortsetzung von Sf (z/a). 


§ 4. Beispiele. 
Betrachten wir eine rationale Funktion 


h (2) ys One shoo ae Wa! 

g(2) at az+---+a,2" 
so besitzt dieselbe fiir jeden endlichen Wert von z, fiir welchen der 
Nenner nicht verschwindet, einen bestimmten endlichen Wert w. Sie 
definiert also in der komplexen Zahlenebene, wenn wir die Wurzeln der 
, Gleichung 


(1) Qo + G2 4- 7-8 2,2" = 


ausschlieBen, eine eindeutige Funktion von z. 

Ohne den ,,Fundamentalsatz der Algebra‘‘ vorauszusetzen, kann man 
einsehen, daB die Gleichung (1) héchstens n Wurzeln besitzt. Denn ist 
z = z, eine Wurzel von (1), so ist die linke Seite g(z) ohne Rest durch 
z — z, teilbar; waren nun ” + 1 verschiedene Wurzeln z= 2%, 2 = 2g, 
.. +) 2 = 24, der Gleichung (1) vorhanden, so wiirde die ganze rationale 
Funktion g(z) durch die ganze rationale Funktion (m + 1)-ten Grades 
(z — 2) (2 — 2) -** (2 — Zn 43) teilbar sein, was widersinnig ist. Man 
darf auBerdem voraussetzen, daB keine Wurzel von (1) zugleich Wurzel 
von f(z) = 0 ist, weil sonst h(z) und g(z) einen gemeinsamen Faktor 
hatten. Von dem gréBten gemeinsamen Teiler kann man aber g(z) und 
h(z) von vornherein befreit annehmen. 

Betrachten wir nun die ganze Zahlenebene oder lieber gleich die 
Zahlenkugel mit Ausschlu8 der etwa vorhandenen Nullstellen des 


(4, + 9), 
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Nenners g(z) und des unendlich fernen Punktes, so haben wir ein Ge- 


biet D vor uns, in welchem w = aA einen eindeutigen Zweig einer 
analytischen Funktion vorstellt. Denn ist a ein beliebiger Punkt des 


Gebietes D, so ist 


wo %,(z — a) und 8,(z — a) im Endlichen abbrechende Potenzreihen 
(d. h. ganze rationale Funktionen von z — a) vorstellen, von welchen die 
zweite fiir =a nicht Null ist. Folglich ist nach Kap. 2, §5 


(2) w= B(z — a) 


in einer geniigend kleinen Umgebung der Stelle a, also nach §3 die 
Funktion w ein eindeutiger Zweig einer analytischen Funktion. 
Diese Funktion ist aber sogar eine eindeutige analytische Funktion 
von z. Denn die Potenzreihen (2), welche wechselnden Werten von a ent- 
sprechen, bilden ein monogenes Systeny DaB je zwei der Potenzreihen (2) 
Fortsetzungen voneinander sind, folgt’ aus dem schon benutzten Satze, 
nach welchem w einen eindeutigen Zweig einer analytischen Funktion 
darstellt. DaB aber auch, wenn ‘8 (z/a) eine der Potenzreihen (2) be- 
deutet, jede Fortsetzung derselben zu den Potenzreihen (2) gehért, 
geht unmittelbar daraus hervor, daB jede Umbildung von $8 (z/a), etwa 


fiir einen Punkt a,, in einer Umgebung von a, den Wert von darstellt. 
Durch fortgesetzte Umbildungen kommt man also aus dem System der- 
jenigen Potenzreihen, die anh in der Umgebung irgendeines Punktes der 
Zahlenkugel darstellen, in der Tat nicht heraus. In dem System dieser 
Potenzreihen kommt auch eine dem Punkte oo entsprechende Reihe ° 


8 (z/a) vor, wenn n >, ist. Denn dann hat man 


m(=J + +6, o, 
nga roa) 


Ist dagegenn <y und b, + 0, so gibt es eine solche Reihe % (=) nicht. 


Zusammenfassend kénnen wir sagen: 

: ‘ a na ees : : A : 

Eine rationale Funktion 7H) ist eine eindeutige analytische Funktion. 
Der Regularitatsbereich umfaft alle Werte von z mit AusschluB der Null- 
stellen des Nenners g(z) und, wenn der Grad des Zéhlers grifer als der 
des Nenners ist, mit AusschluB von z= oo. 

Da an den ausgeschlossenen Stellen ~3 unendlich wird, so kann 


kein Funktionselement existieren, welches eine dieser Stellen im Inneren 
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seines Konvergenzkreises enthielte. Die ausgeschlossenen Stellen bilden 
also notwendig den Rand des Regularitatsbereiches. 

Als zweites Beispiel wollen wir eine bestandig konvergierende 
Potenzreihe 


WB (2) = Cy + 42 + Cyz2 4 «> 


betrachten. Diese definiert eine eindeutige analytische Funktion, deren 
Regularitatsbereich durch alle Werte von z mit eventuellem AusschluB 
des Wertes z = oo gebildet wird. 

In der Tat ist jede Umbildung $8 (z/a) von 8 (z) ebenfalls eine be- 
standig konvergierende Reihe, und diese Umbildungen bilden daher 
das aus $$(z) entspringende monogene System von Potenzreihen. Aus 
der bestandigen Konvergenz von ‘f(z) erhellt zugleich, daB die Um- 
bildungen zu dem Wertevorrat dieser Funktion nichts hinzufiigen. 

Wir wollen nun zeigen, daB, abgesehen von dem Falle, wo $8 (z) sich 
auf das Anfangsglied cy reduziert, der Punkt 00 micht zu dem Regulari- 
tatsbereich der durch %8(z) definierten Funktion gehdért. 

Zu diesem Zwecke beweisen wir den Satz: 

Wenn die bestindig konvergierende Rethe 8 (z) sich nicht auf thr An- 
fangsglied reduziert, so gibt es in jeder noch so kleinen Umgebung des 
Punktes oo und zu jedem beliebig grofen positiven G mindestens einen 
Wert von z, fiir welchen 

|B) |>G 
wird. é 
Wir betrachten eine Umgebung des Punktes oo, d.h. das AuBere 
eines Kreises mit dem Mittelpunkt 0. Es sei ferner G eine beliebig vor- 
geschriebene positive Zahl, und es werde angenommen, daB 


| B@) | SG 


sei fiir jeden Punkt z in der betrachteten Umgebung des Punktes oo. 
Wenn dann 7 den Radius eines Kreises mit dem Mittelpunkt 0 be- 
deutet, dessen Peripherie ganz in jener Umgebung verlauft, so ist 


eG (n = 0, 1, 2, 3,...) 
nach dem Hilfssatz in §9 des vorigen Kapitels. 
Hieraus folgt 
G 
(3) | C | = ye : 


Da wir nun ¢ beliebig gro8 annehmen kénnen, so ist eaigutallsiites=: 0 
hdchstens gleich einer beliebig klein zu machenden positiven GréBe 
und daher 

Cc, = 0. 
Folglich mu8 sich dann $§(z) auf das erste Glied cy reduzieren. 
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Damit ist offenbar unser Satz bewiesen. 

Wenn nun z= co dem Regularitatsbereiche der durch $8 (z) defi- 
nierten Funktion angehérte, so hatte man in einer gentigend kleinen 
Umgebung des Punktes oo 


Be) by tt+3t-.. 


Fiir groBe Werte von z wiirde §§(z) wenig von ky verschieden sein 
und daher | §§ (z)| unter einer endlichen positiven Zahl bleiben. Folglich 
gehort, wie behauptet wurde, z = oo nur dann dem Regularitatsbereiche 
unserer Funktion an, wenn 9§(z) = c, ist und also die Funktion sich 
auf eine Konstante reduziert. 

Eine analytische Funktion, welche durch eine bestandig konver- 
gierende Reihe $§(z) definiert werden kann, nennt man nach WEIER- 
STRASZ eine ganze Funktion. Wenn die Reihe S8(z) abbricht, so 
heiBt die betreffende ganze Funktion rational, im andern Falle trans- 
zendent. 

Als letztes Beispiel wollen wir den Quotienten zweier bestandig 
konvergierender Reihen 


betrachten. Zunachst beweisen wir den folgenden wichtigen Satz: 


Die Nullstellen einer bestandig konvergierenden, nicht identisch ver- 
schwindenden Potenzrethe ‘S(z) kénnen keine im Endlichen liegende 
Haufungsstelle haben. 


Betrachten wir namlich einen beliebigen endlichen Wert z = a, 
so ist 


Bz) = Bile — 4), 


wo die rechte Seite die Umbildung von $8 (z) fiir z = a bedeutet. Nun 
wissen wir, daB in einer gentigend kleinen Umgebung von z = a die 
Reihe 8,(z — a) nicht verschwindet, auBer etwa fiir z = a. Daher ist 
also z= a keine Haufungsstelle der Nullstellen von $f (z). 


Wenn wir nun aus der Zahlenkugel die Nullstellen von $ (z), wenn 
solche existieren, und den Punkt oo ausscheiden, so entsteht ein Gebiet, 
in welchem w in der Umgebung jeder Stelle nach Kap. 2, § 5 als Potenz- 
reihe darstellbar ist. Daraus schlieBen wir wieder, ganz analog wie oben 
fur rationale Funktionen, daB der Quotient zweier bestandig konver- 
gicrender Potenzreihen eine eindeutige analytische Funktion darstellt, 
deren Regularitatsbereich die Zahlenkugel ist mit Ausschlu8 gewisser 
Punkte. Die letzteren besitzen, wenn sie in unendlicher Anzahl vor- 
handen sind, die einzige Haufungsstelle oo. 
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§ 5. Die Elementarzweige und ihre singularen Punkte. 


Gehért eine einzelne Potenzreihe $f (z/a) zu dem monogenen Systeme, 
das die analytische Funktion /(z) definiert, so bezeichneten wir sie als 
ein Element der Funktion f(z). Im Innern ihres Konvergenzkreises defi- 
niert die Potenzreihe ‘B8(z/a) einen eindeutigen Zweig von f(z); wir 
wollen einen solchen Zweig einen Elementarzweig und jeden inneren 
Punkt des Konvergenzkreises einen veguléven Punkt des Elementar- 
zweiges nennen. 

Betrachten wir einen Punkt s auf dey Peripherie des Konvergenz- 
kreises von (z/a), so gibt es entweder eine Potenzreihe $8 (z/s) mit 
nicht verschwindendem Konvergenzradius, die eine unmittelbare Fort- 
setzung von ‘8(z/a) ist, oder es gibt keine derartige Potenzreihe. Im 
ersten Falle wollen wir s einen veguldren, im letzteren Falle einen singu- 
laren Punkt des Elementarzweiges nennen. Wir beweisen nun in diesem 
Paragraphen den fundamentalen Satz: 

Auf dey Peripherie des Konvergenzkreises von 8 (z/a) liegt immer 
mindestens ein singulavrer Punkt. 

Beim Beweise setzen wir der Einfachheit halber a = 0. Ist a von 
Null verschieden, so sind die nachfolgenden Betrachtungen nur un- 
wesentlich zu modifizieren. 

Es sei also 


Bz) = co t+ cz +c,227-+4+ -°- 


eine Potenzreihe, 7 ihr Konvergenzradius und K ihr Konvergenzkreis. 

Wir nehmen nun an, daB nicht nur im Inneren, sondern auch auf 
der Peripherie des Konvergenzkreises jedem Punkte a eine unmittel- 
bare Fortsetzung $f (z/a) von $f (z) entspricht ; dann wird der Konvergenz- 
radius 7, dieser Fortsetzung eine stetige Funktion von a sein. Dies folgt 
aus einer dhnlichen Betrachtung, wie wir sie in §3 angestellt haben. 
Wenn namlich a’ geniigend nahe bei a liegt, so ist | 7” —7,| <d, wo 
d die Entfernung | a’ — a| der beiden Punkte voneinander bedeutet. 
Da nun die Punkte a im Inneren und auf der Peripherie unseres Kreises 
eine abgeschlossene Menge? bilden, so besitzt 7, ein Minimum @, welches 
von Null verschieden ist. 

Hieraus wiirde nun, wie wir zeigen werden, weiter folgen, daB der 
Konvergenzradius von %$(z) nicht 7, sondern gréBer als 7 ware. 

Wir beschreiben zu dem Zwecke um den Nullpunkt einen Kreis 
K’ mit dem Radius 7-++o, wo o eine positive Zahl <9 bedeutet. 
Den Ring zwischen K und K’ bezeichnen wir mit C, wobei wir die 
den Ring begrenzenden Kreisperipherien mit zu dem Ringe zahlen 
wollen. 


1 Fine Punktmenge heiBt abgeschlossen, wenn sie ihre Haufungspunkte ent- 
halt. Eine auf einer abgeschlossenen Punktmenge stefige reelle Funktion besitzt 
daselbst ein Maximum und ein Minimum. 
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Fiir das Innere und die Peripherie des Kreises AK’ definieren wir 
nun eine eindeutige Funktion von z folgendermafen: 
Liegt z im Inneren des Konvergenzkreises K von ‘$(z), so soll 


f(z) = Be) 
sein. Gehért dagegen z dem Ringe C an, so bestimmen wir einen Punkt a 
im Inneren von K so, daB sein Abstand von z kleiner als @ ist (Abb. 17). 


Dann fallt z ins Innere des Konvergenzkreises der Umbildung § (z/a) 
von $(z), und wir setzen nun fest, daB 


f(z) = B(/a) 
genommen werden soll. Der hierdurch definierte Wert f(z) ist un- 
abhangig von der Wahl des Punktes a. Denn nehmen wir statt @ einen 
andern Punkt a’ zu Hilfe, so daB der Konvergenzkreis 

; *Z\ von S$(z/a’) ebenfalls den betrachteten Punkt z um- 

f faBt, so gehért, wie man geometrisch sieht, ein gewisses 
} Teilgebiet von K den Konvergenzkreisen von $8 (z/a) und 

8 (z/a’) zugleich an; diese beiden Reihen haben dort die- 

selben Werte /(z), sind also unmittelbare Fortsetzungen 

Abb. 17. voneinander, und daher gilt im betrachteten Punkte z 

B(z/a') = Ble/a). 

Die so definierte Funktion f(z) ist fiir den Kreis K’ einschlieBlich 
seiner Peripherie eine eindeutige und sftetige Funktion. Folglich hat 
| f(z)| ein endliches Maximum, welches wir mit g bezeichnen wollen. 

Nun sei a wieder ein Punkt im Inneren des Kreises K. Wir be- 
schreiben um @ als Mittelpunkt einen Kreis mit dem Radius o. Langs 
der Peripherie dieses Kreises ist 


Z—a@ (2 — a)” 


f(@) = (e/a) =8 (2) +B @) 4 +--+ BO (a) 4+ --- 
absolut < g. Folglich gilt nach Kap. 2, §9 
I n n 
= 8 (@) o Se (n =0,1,2,..,) 
Es ist aber 
1 gyn) —~ k! = S/R 
aL) = arp are eee 
k=n k=n 


Lassen wir a auf einem Kreise mit dem Mittelpunkt 0 und dem Radius 
a < v wandern, so ist dabei bestandig 


| B (a) 


n! 


g 
5 


— va 
und folglich nach Kap. 2, §9 fiir k=n,n+1,... 


k 
Cj lelats =o 
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Da wir « beliebig dicht-bei y nehmen kénnen, so ist auch 


k 
leg |(; )r#-8o" Sg. 
Wir nehmen = 0,1, 2,..., und addieren; so kommt 


per (0) == (ee 1) gs 


Ds eet yi} 
k=0 


eine Majorante von $8 (z). 
Die Potenzreihe Q(z) konvergiert aber so weit wie 


Sih 
a \r+o/]’ 

k=0 
also fir |z|<yr-+ 0. Ebensoweit mii®te daher auch $(z) konver- 
gieren. 

Dies ist aber gegen die Voraussetzung, daB K der Konvergenzkreis 
von ‘$(z) ist; also ist die Annahme unzulissig, daB auf der Peripherie 
von K kein singuldvey Punkt liege. Unser Satz ist nunmehr bewiesen. 

Um ein Beispiel fiir die Anwendung dieses Satzes zu geben, be- 
trachten wir den Quotienten zweier bestandig konvergierender Potenz- 
reihen 


es ist also 


Biz) __— Oo thaztb,At+--: 
8 (2) agen a, 


wobei wir a von Null verschieden voraussetzen wollen. Der Einfach- 
heit halber wollen wir tberdies annehmen, daB $8(z) und $8, (z) keine 
gemeinsame Nullstelle besitzen. 

Wir wissen, daB in der Umgebung der Stelle z = 0 eine Gleichung 


a = Cy + C2 + 6,2? ++ -- = By (2) 


gilt. Welches ist nun der Konvergenzkreis der Reihe %,(z) ? 
Auf dessen Peripherie muB ein Punkt s vorhanden sein, fiir den § (z) 
verschwindet. Denn sonst wiirde in der Umgebung jedes Punktes der 


Bruch a a in die Form einer Potenzreihe gesetzt werden k6nnen, 
welche offenbar eine unmittelbare Fortsetzung von ‘$,(z) ware. Da 
andererseits der Konvergenzkreis von $8, (z) im Inneren keine Nullstelle 
von $$(z) enthalten kann, weil fiir eine solche §,(z) unendlich wiirde, 
wahrend doch §,(z) im Inneren des Konvergenzkreises stets einen end- 
lichen Wert besitzt, so folgt, daB der Konvergenzkreits von (2) der- 
jenige Kreis mit dem Mittelpunkt 0 ist, dessen Peripherie durch die dem 
Punkte z = 0 ndachsigelegene Nullstelle von (2) hindurchgeht. 
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Entwickeln wir beispielsweise 


ge 
= Og = 
nach Potenzen von z, so erhalten wir 
ge 
a= 92 GB} ll gt Oe a 
ay eee a + 623 + 37 24 + 


Diese Entwicklung ist giiltig in demjenigen Kreise mit dem Mittel- 
punkt Null, der durch die dem Nullpunkt nachstgelegene Wurzel der 
Gleichung 

g2-2 62 — l= 0 
geht. Die Wurzeln sind 
= —3+ 710, Z, = 3 — 10. 
Der Radius des in Betracht gezogenen Konvergenzkreises ist daher 
T1033 


§ 6. Der Fundamentalsatz der Algebra. 

Wir wollen nun auf Grund der Untersuchung des vorigen Para- 
graphen einen sehr einfachen Beweis fiir den Pundamentalsatz der Algebra 
geben. Es sei 

g (2) =a, +4a,2+4,24+---+a,2" 
eine ganze rationale Funktion, wobein > 0, a, == 0 vorausgesetzt werde. 
Verschwande nun g(z) fir keinen Wert von z, so ware 
i 
(1) 


atazta,2t.--+a, 2 


= C, +¢,2 + ¢,227-++--:, 


wo nach dem Ergebnis des vorigen Paragraphen die rechte Seite einen 
unendlich groBen Konvergenzradius besitzt, also eine bestandig kon- 
vergierende Reihe ist. 

Da aber andererseits die linke Seite von (1) in einer gewissen 


Umgebung von z = oo in eine Potenzreihe in — entwickelbar ist, weil 


die linke Seite ja in die Form 
il 1 


1 


il 
| i 
An An —1 z T An» =) qiae Q 2 Cyr 
a < 


gesetzt werden kann, so muB nach §4 die rechte Seite sich auf das 
Anfangsglied cy reduzieren. Die dann aus (1) folgende Gleichung 


1 = (4) + a,2 $+ a,22+---+ 4, 2") cy 
ist aber widersinnig. Folglich muB notwendig mindestens eine Wurzel der 
Gleichung g(z) = 0 existieren. 
Hieraus leitet man in bekannter Weise den Satz ab, daB jede ganze 


rationale Funktion n-ten Grades als Produkt von u Linearfaktoren dar- 
stellbar ist. 
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§ 7. Singulare Punkte einer analytischen Funktion. 


Der Regularitdtsbereich oder Definitionsbereich einer eindeutigen 
analytischen Funktion f(z) ist eine Punktmenge, welche beilaufig be- 
merkt unter den Begriff eines Gebietes fallt. Die Punkte auf dem Rande 
des Regularitatsbereichs nennen wir die singuldren Punkte der Funk- 
tion /(z), die Punkte im Inneren des Regularitatsbereichs die reguldren 
Punkte von /(z). Die singularen Punkte bilden eine abgeschlossene Menge, 
d.h. eine Haufungsstelle von singuléaren Punkten ist ebenfalls ein 
singularer Punkt. Dieser Satz ist nur ein spezieller Fall des allgemeineren: 

Ist & irgendeine Punkimenge, so bilden die Punkte auf dem Rande 
von 2’ stets eine abgeschlossene Menge. 

Ein Punkt # liegt nach der Definition auf S.45 auf dem Rande 
von 2, wenn in jeder Umgebung von # mindestens ein Punkt liegt, der 
zu & gehért, und auch mindestens ein Punkt, der nicht zu » gehort. 

Ist nuna eine Haufungsstelle der Punkte ,, p», ps, ..., die ihrerseits 
auf dem Rande von »' liegen, so fallen in jede Umgebung von a Punkte 
f;, (und zwar in unendlicher Anzahl) hinein. Um einen solchen Punkt?, 
k6énnen wir eine Umgebung (f,) so klein abgrenzen, daB sie ganz im 
Inneren der betrachteten Umgebung von a liegt. Daher wird in diese 
mindestens ein Punkt, der zu XY’ gehért, und mindestens ein Punkt, der 
nicht zu » gehort, hineinfallen, weil dieses fiir die Umgebung (,) 
gilt. Folglich ist a ebenfalls ein Punkt auf dem Rande von 2’; und damit 
ist unser Satz bewiesen. 

Betrachten wir nun einen singulaéren Punkt der Funktion /(z), so 
wird derselbe entweder Haufungsstelle anderer singularer Punkte sein 
oder nicht. Im letzteren Falle nennen wir ihn einen isolierten singularen 
Punkt. Ein isolierter singulaérer Punkt ist also ein solcher, um den sich 
eine so kleine Umgebung abgrenzen 14Bt, da8 in ihr kein weiterer singu- 
larer Punkt der Funktion liegt. 

Betrachten wir einen Elementarzweig ‘ (z/a) der eindeutigen analy- 
tischen Funktion /(z), so ist jeder singuldre Punkt s dieses Elementar- 
zweiges auch ein singuldrer Punkt von f(z). Denn da fiir den Punkt s 
keine Fortsetzung % (z/s) von $$ (z/a) existiert, so ist s selbst kein Punkt 
des Regularitatsbereiches von f(z), und da s andrerseits Haufungsstelle 
von Punkten des Regularitatsbereiches ist, so ist s ein Punkt auf dem 
Rande des Regularitatsbereiches. Natiirlich ist auch jeder regulare 
Punkt des Elementarzweiges § (z/a) ein regularer Punkt der eindeutigen 
Funktion f(z). 

Wenn wir daher die singularen Punkte einer eindeutigen Funktion 
kennen, so kénnen wir sofort den Konvergenzkreis eines Funktions- 
elementes 58 (z/a) angeben: 

Der Kreis mit dem Mittelbunkt a, dessen Peripherie durch einen 
singuléren Punkt geht, welcher a zundchst liegt, ist der Konvergenzkreis 
der Rethe $B (z/a). 
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Wir haben nun schlieBlich noch die Einteilung der singularen 
Punkte in wesentlich singulére und auferwesentlich singuldre auseinander- 
zusetzen. 

Wenn fiir einen singularen Punkt s eine Umgebung existiert, inner- 


halb deren, abgesehen vom Punkte s selber, die Werte der Funktion a 
durch eine Potenzreihe {(z/s) darstellbar sind, so nennen wir s einen 
auBerwesentlich singulaven Punkt oder auch einen Pol von f(z); im 
anderen Falle nennen wir s einen wesentlich singuldren Punkt. Wir wollen 
einen Pol s der Funktion f(z) einmal naher betrachten. In der Umgebung 
von s, abgesehen vom Punkte s selbst, ist nach der gegebenen Definition 
eines Poles 


(1) = = 0, (2 — s)"+ ces (2 — s)Ptt + --- = (z—5)* B(z—s) (FEO), 


wobei wir c, als nicht verschwindend voraussetzen. Hier ist fiir den Fall 
oe 1 : : 
$ = oo unter z — s, wie immer, > zu verstehen. Nach (1) gilt nun in 


einer geeignet gewahlten Umgebung von s, wieder bis auf den Punkt s 
selbst, die Gleichung 


oder, ausfiithrlich geschrieben, 


1 
@) i@=— 
Daraus geht hervor, daB k > 0 ist; denn sonst wiirde /(z) nach Potenzen 
von z — s entwickelbar sein, also s entgegen der Voraussetzung nicht 
zu den singularen Punkten gehéren. 

Die Zahl k nennen wir die Ovdnung des Poles. Lassen wir den Punkt z 
des Regularitatsbereiches in den Punkt s tibergehen, so wird nach 
Gleichung (2) die Funktion /(z) unendlich groB und zwar derart, daB 

lim {(z — s)*f (z)} = ay 


Z>s 


ge 40 + % (2 — 8) +--+) (a.=—). 


Ck 


einen endlichen, von Null verschiedenen Wert erhalt. Wir driicken 
diese Tatsache dadurch aus, da8 wir sagen, f(z) wird fiir z = s von der 
k-ten Ordnung unendlich. 

Setzen wir die Gleichung (2) in die Form 


ay a 


yea 4 vee ot 


= + a, + ay41(2—s) +---, 


— 


ay 


()— (G2 + pce tt 22) Sat eo + 


(i & 
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in der Umgebung von s in eine Potenzreihe 8 (z/s) entwickelbar ist und 
also fur z = s endlich bleibt. Wir sagen deshalb, f(z) werde an der Stelle s 
unendlich wie 


1 a a a 
— 0 1 Jo alin SEO 
glg=s) easy GE Sst Fi eas 
Diese ganze rationale Funktion von ——~ nennen wir den meromorphen 


Teil oder Hauptteil von f(z) fiir den Pol s. 
Aus der Gleichung (2) folgern wir endlich noch den wichtigen Satz: 
Ein Pol ist stets eine isolierte singulare Stelle. 


Betrachten wir namlich irgendeine von s verschiedene Stelle z, in 
derjenigen Umgebung von s, in welcher bis auf den Punkt s die Gleichung 


a 


1 


(z— s)® 


(a + a, (z —s) +--+) 


gilt, so kénnen wir fiir eine geeignet gewahlte Umgebung von z, die 
rechte Seite dieser Gleichung als Potenzreihe in z— 2, darstellen. 
Folglich ist z) keine singulare Stelle von f(z). 

Bei nicht isolierten singularen Stellen liegen die Verhaltnisse im all- 
gemeinen viel verwickelter. Als besonders bemerkenswertes und wichtiges 
Beispiel erwahnen wir die folgende Tatsache. Es kann vorkommen, da8 
jeder Punkt einer Linie singulare Stelle fiir eine analytische Funktion 
ist; man spricht dann von einer singuldéren Linie. Vielleicht das ein- 
fachste Beispiel dafiir liefert die im Kreise | z |< 1, im Innern des so- 
genannten Einheitskreises, durch die daselbst konvergente Potenzreihe 
Dea erklarte Funktion, ftir die jeder Punkt auf dem Rande des Ein- 


n=0 
heitskreises singular ist?. Daher 1aBt sie sich in keiner Weise ttber den- 


selben analytisch fortsetzen; ihr Definitionsbereich besteht also aus 
dem Inneren des Einheitskreises. Man sagt deshalb auch, der Einheits- 
kreis | z| = 1 bilde die natiirliche Grenze fiir unsere Funktion. 


1 Der Beweis ist einfach folgender: Bei radialer Annaherung des Argumentes z 
Quip 


an irgendeine Einheitswurzel e 2 (pf, g teilerfremde ganze Zahlen, g > 0) wird 
Quip 


unsere Funktion stets unendlich. Setzt man namlichz=oe % , wo OSe<Il, 
so gilt 


fee} q-1 co co 
Pyle —| Sy) 4| SA leet SoM 
n=0 n=0 n=q n=Y 
Quip 
— man beachte e % = 1 ftir »=q—, und die rechte Seite wachst iiber alle 


Grenzen, wenn @ von Null bis Eins lauft. Die Einheitswurzeln sind daher jeden- 
falls singulare Stellen. Da diese aber den Einheitskreis | z| =1 tiberall dicht 
erfiillen, ist jeder andere Punkt dieser Linie als Haufungspunkt singularer Stellen 
auch singular. 
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Die Definition der singularen Stelle 14Bt sich nun auch unschwer 
auf den Fall iibertragen, daB die Eindeutigkeit von /(z) nicht voraus- 
gesetzt wird, sondern daB nur ein eindeutiger Zweig betrachtet wird. 
Wir wollen aber fiir mehrdeutige Funktionen der Einfachheit halber 
nicht die allgemeine Definition der singularen Stelle geben, sondern 
uns auf einen fiir die Anwendungen geniigenden speziellen Fall be- 
schranken, 

Es sei f(z) ein in einem Gebiet D regularer eindeutiger Zweig einer 
analytischen Funktion. Ferner sei a ein Randpunkt von D, der so be- 
schaffen ist, da8 er entweder ein isolierter Randpunkt ist oder daB 
doch wenigstens in seiner Umgebung, von ihm selber abgesehen, nur 
isolierte Randpunkte des Gebietes liegen. Wir betrachten nun die Ge- 
samtheit der Elementarzweige des in D eindeutigen Zweiges f(z), d. h. 
die Gesamtheit der Potenzreihen, durch welche die Werte des Zweiges 
/(z) in dem Gebiet D dargestellt werden. Ist dann der Punkt a singu- 
larer Punkt irgendeines Elementarzweiges, so nennen wir ihn auch 
einen singularen Punkt des eindeutigen Zweiges /(z); ist dagegen der 
Punkt a ein regularer Punkt fiir jeden Elementarzweig, dessen Kon- 
vergenzkreis a im Inneren oder auf dem Rande enthalt, so heiBt a 
regularer Punkt des eindeutigen Zweiges f{(z). Ist nun @ ein singularer 


; ‘ 1 : 
Punkt, so hei®Bt er ein Pol, wenn Fa auch noch im Punkte z= a regular 
ist, im andern Fall hei8t er wesentlich singular. Ordnung und mero- 
morpher Teil eines Poles werden genau wie oben definiert, und es gilt 
offenbar wieder der Satz, daB ein Pol stets eine isolierte singulare 
Stelle ist. 


§ 8. Die singularen Stellen der ganzen und der rationalen 
Funktionen. 


Eine Funktion /(z), die durch eine bestandig konvergierende Reihe 
darstellbar ist, also eine sogenannte ganze Funktion, besitzt im End- 
lichen keine singulare Stelle. Dieser Satz laBt sich auch umkehren: 

Eine eindeutige Funktion1, die im Endlichen keine singuldre Stelle 
besttzt, ist eine ganze Funktion. 

Denn der Konvergenzkreis jedes Funktionselementes muB sich nach 
dem vorigen Paragraphen ins Unendliche ausdehnen. 

Fur die Stelle co kann, wie wir wissen, eine Entwicklung (=) 
nur dann existieren, wenn die bestandig konvergierende Reihe sich auf 
eine Konstante reduziert. Also gilt: 

Eine eindeutige Funktion, die tiberhaupt keine singuldre Stelle besitzt, 
ast eine Konstante. 


1 Den Zusatz analytisch unterdriicken wir, weil es sich hier und im folgenden 
immer nur um analytische Funktionen handelt. 
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Ist eine ganze Funktion f(z) =¢yo + cyz + c,22 + +--+ fiir alle end- 


lichen z beschrdnkt, d.h. gibt es eine Konstante M derart, daB fiir alle 
endlichen z 


lf(@)|<M 


ist, so folgt aus dem Satz im zweiten Beispiel von § 4, daB die Reihe 
fir /(z) sich auf ihr Anfangsglied cy reduziert. Also: 

Jede beschrinkte ganze Funktion ist eine Konstante (Satz von Liov- 
VILLE). 

Nunmehr betrachten wir eine ganze Funktion /(z), fiir die z = oo 
eine aufBerwesentlich singulare Stelle ist. 

Wenn az" + ayz*-1 + +++ + a,_,z der meromorphe Teil von /(z) 
an der Stelle z = oo ist, so hat die Differenz 


FAS) — Wig BP ay BSE ol ay 42) 
den Punkt oo nicht mehr zum singuléren Punkt, und da sie ebenso- 


wenig im Endlichen eine singulare Stelle besitzt, so ist sie eine Kon- 
stante a,; also 
HCA = CE 8 a ie is 7 er 

Eine eindeutige Funktion, die nur die auBerwesentlich singulare Stelle 
z= 00 besitzt, ist eine ganze rationale Funktion. 

Und hieran kntipft sich sofort der Satz: 

Eine eindeutige Funktion, welche die eine wesentlich singuldre Stelle 
z= 00 besitzt, ist eine ganze transzendente Funktion, und umgekehrt: 
jede ganze transzendente Funktion besitzt die eine wesentlich singuldre 
DICE 2 == O00. 

Nun kommen wir zur Betrachtung einer rationalen Funktion 

vet h (2) Coie Cie ale -++ +b, 27 
B (2) ay t ay2+--+ + a, 2%” 
wo h(z) und g(z) keinen gemeinsamen Teiler haben. Die singularen 
Stellen derselben sind die Nullstellen des Nenners und, falls 7 > n ist, 
giewStelle co, 

Ist z= 2 eine Nullstelle des Nenners g(z) und ist (z — 2))* die 

héchste Potenz von z — 2», durch die g(z) teilbar ist, so wird 
1 h (2) 1 
Ua a) ee my rhe te) 
wo ‘8, eine Potenzreihe mit nicht verschwindendem Anfangsglied ist, 
weil f(z) und g(z) keinen gemeinsamen Faktor haben, also der Bruch 
Eel fir z= z nicht Null sein kann. 


81 (2) 
‘ Es ist daher z = 2, ein Pol von der Ordnung k. Ebenso sieht man 


leicht ein, daB fiir y > » der Punkt z = o0 ein Pol von der Ordnung 
y —n ist. Also: 

Eine rationale Funktion besitzt nur auBerwesentlich singulare Stellen 
(Pole). 
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Wir beweisen nun die Umkehrung dieses Satzes: 

Eine eindeutige Funktion f(z), die nur auBerwesentlich singuldre 
Stellen besitet, ist notwendig eine rationale Funktion. 

Wenn die singularen Stellen von f(z) samtlich auferwesentlich sind, 
so ist ihre Anzahl endlich. Im andern Falle wiirden sie namlich min- 
destens eine Hiaufungsstelle haben, die nach §7 wesentlich singular 
sein wiirde. Es seien nun 


Careapes » eee 
die singularen Stellen von f(z) und fir »=1,2,...,7— 
( 1 ai” as” a” 
Bn a a 7 #=2, (Poe eS (z — Z_)** 


der meromorphe Teil von f(z) fiir den Pol z,, wobei, wie immer, im 
1 ° 
Falle z, = oo der Ausdruck = an Stelle von z—2Z, zu setzen ist. Dann 


wird die Funktion 


pe 


eine eindeutige analytische Funktion sein, die tberhaupt keine singu- 
lare Stelle mehr besitzt und daher eine Konstante C ist. Hieraus folgt 


fe) =C + (=~) +» (~~) +: +8 (===), 


&— &, 


und diese Gleichung enthalt nicht nur unseren Satz, sondern zeigt 
zugleich, daB jede EAN OUD NS Funktion in Partialbriiche zerlegt werden 
kann. 


§ 9. Einige allgemeine Satze tiber analytische Funktionen. 


Wenn die Funktion f{(z) oder ein Zweig von /(z) in dem Gebiet D 
eindeutig ist und in der Umgebung jeder Stelle a des Gebietes D durch 
eine Potenzreihe %$(z/a) darstellbar ist, so wollen wir wie in § 3 sagen, 
[(z) sel reguldy in dem Gebiet D. Aus den Gesetzen der Rechnung mit 
Potenzreihen gehen nun unmittelbar folgende Satze hervor: 

1. Sind f,(z) und f,(z) in dem Gebiet D regular, so gilt dasselbe von 
den Funktionen f(z) + fa (2), fi(2) — faz) und fy (2) -fo(2)- 

2. Allgemein: Jede mit konstanten Koeffizienten gebildete ganze 
rationale Funktion von fy (2), fo(z), ..-., f(z) ist in dem Gebiet D regular, 
wenn f,(z), fa(z), ..-, fa(z) es sind. - 

3. Es set P, eine aus unendlich vielen verschiedenen Punkten des 
Gebietes D gebildete Punktmenge, welche den Punkt a des Gebietes zur 
Héufungsstelle hat. (Z.B. bilden die Punkte einer beliebig kleinen durch 
a gehenden Linie, die in dem Gebiet D liegt, eine solche Punktmenge.) 
Wenn nun die Funktion f(z) in dem Gebiet D regulary und fiir die Punkte 
von P, Null ist, so ist sie identisch Null. 
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Denn die Potenzreihe %8(z/a), welche f(z) in der Umgebung der 
Stelle a darstellt, mu8 identisch verschwinden und folglich auch alle 
ihre Fortsetzungen. 

4. Wenn },(z) und f,(z) in dem Gebiet D regulir sind und die Gleichung 
fi (2) = fy(2) fir alle Punkte einer Punktmenge P, gilt, so gilt dieselbe 
Gleichung in dem ganzen Gebiet D. 

Denn /,(2) — f,(z) ist dann notwendig identisch Null. 

5. Bedeuten fy, fo, ..., fy Funktionen, die in dem Gebiet D regular 
sind, und G(f,, fo, ..., fy) eine ganze rationale Funktion derselben mit 
konstanten Koeffizienten, so gilt die Gleichung 


G(fy for. +++ fr) = 0 
fur alle Punkte des Gebietes D, wenn sie fiir die Punkte einer Punktmenge 
eee Ls 
Betrachten wir eine in dem Gebiet D regulaére Funktion f(z), so 
ist in einer geeigneten Umgebung einer beliebig gewadhlten Stelle a 
von D 


f(z) = B(z/a) 
und daher fiir jeden Punkt z dieser Umgebung 


lim FEF LO) — gp (e/a) =f" (2). 
h>0 
Also gilt der Satz: 

6. Eine in dem Gebtet D regulére Funktion f(z) besitat einen Differen- 
tialquotienten jf’ (z), und dieser wird in der Umgebung einer Stelle a des 
Gebietes durch die abgeleitete Rethe derjenigen Rethe dargestellt, welche in 
der Umgebung der Stelle a die Funktion f(z) darstellt. Der Differentzal- 
quotient f’(z) ist daher wieder eine in dem Gebtet D regulire Funktion. 

Wenden wir diesen Satz wiederholt an, so erhalten wir den all- 
gemeineren Satz: 

7. Eine in dem Gebiet D regulére Funktion f(z) besitzt Dtfferential- 
_quotienten aller Ordnungen f(z), f(z), f’" (2), ..., welche in D ebenfalls 
vegulare Funktionen sind. 

In der Umgebung der Stelle a@ sei 


ae (2 — a)? 


f (2) = B (2/a) =e + 1! r Cs 9! Mite ee Wl Se SOE 


dann ist 


iO 


£ (z) = BO (z/a) =¢, + enya, 
Also gilt {(™ (a) =c,, und daher ist . 
(2) = (ela) =f (a) +1’ (@) (e—a) $1" @) G™ +. + pom H+... 


die Reihe, welche f(z) in der Umgebung von a darstellt. Dies ist der 
Taylorsche Satz. 
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Die Kombination der Satze 5 und 7 ergibt: 
8. Befriedigen die in dem Gebiet D reguldren Funktionen fy, fo, -. +» fe 
eine algebraische Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten 


G (f,, fipie vay (Po iv ies ae) if fie Se) Bes a 5) =0 


fiir alle Punkte einer Punktmenge P,, so gilt diese Differentialgleichung 
fiir alle Punkte des Gebietes D. 


Wir wollen aus diesen Sdtzen noch einige Folgerungen ziehen. 

Es sei /(z) in dem Gebiet D regular, ferner a ein Punkt des Gebietes. 
Dann wissen wir, da8 fiir eine geeignete Umgebung von a 

f(z) = B (e/a) 

ist, wobei $8 (z/a) eine Potenzreihe in z — a bedeutet. Betrachten wir 
nun diejenigen Kreise mit dem Mittelpunkt a, deren Inneres ganz in 
dem Gebiet D liegt, so wird unter ihnen ein grdfter vorhanden sein. 
Die Peripherie dieses gréBten Kreises enthalt mindestens einen Punkt, 
der auf dem Rande des Gebietes D liegt. Sein Radius ist der ktirzeste 
Abstand des Punktes a von den Randpunkten von D. 

Bezeichnen wir mit D(a) das Innere des Kreises, so ist D(a) ein 
Gebiet, das ganz in dem Gebiet D legt. Nun gilt der Satz: 


Die Gleichung 
f(z) = B (e/a) 
besteht fiir das Gebiet D(a). 

Es sei, um dies zu beweisen, K ein Kreis mit dem Mittelpunkt a, 
innerhalb dessen Sf (z/a) konvergiert und dessen Inneres dem Gebiet D 
angehort. Da /(z) ebenso wie $(z/a) im Inneren von K regular ist und 
beide in einer geeigneten Umgebung von a tibereinstimmen, so ist nach 
Satz 4 

f(z) = B (e/a) 
tiberall im Inneren von K. 

Nun konvergiert aber  (z/a) in dem Kreise D(a), denn andernfalls 
wurde die Peripherie des Konvergenzkreises C von 8 (z/a) ganz in D(a)’ 
verlaufen, und im Inneren des Konvergenzkreises C ware f{(z) = Sf (z/a). 
Hieraus wiirde folgen, daB zu jedem Punkte der Peripherie des Kon- 
vergenzkreises eine unmittelbare Fortsetzung von $8 (z/a) existiert, was 
dem Satze von §5 widerspricht. 

Die Reihe $8 (z/a) konvergiert also tiberall in D(a), und folglich ist 


f(z) = B (e/a) 
tiberall in D(a), w. z. b. w. 
Es seien D und D, zwei Gebiete, die einen Punkt a und folglich 
auch eine gewisse Umgebung des Punktes a gemeinsam haben. Wenn 
nun 


1 (2) eis) aie ees 
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ein System von endlich vielen in D regularen Funktionen ist und ebenso 


fi(2), 8&1 (2), A(z), --- 


ein System von endlich vielen in D, regularen Funktionen, so soll das 
letztere System unmittelbare Fortsetzung des ersteren heiBen, wenn die 
Gleichungen 


f(2) =A), 8) =&(@), h@) =hhy(2), --- 


fiir die Umgebung eines den Gebieten D und D, gemeinsamen Punktes 
gelten. 

sind terner D,.D,, Ds, ...,), Gebiete und 2,2), &,4-., &, Systeme 
von Funktionen, die in ihnen bzw. regular sind, so wollen wir, wenn 
jedes folgende System eine unmittelbare Fortsetzung des vorhergehen- 
den ist, auch jedes System schlechthin eine Fortsetzung des Systems 2 
nennen. 

Bei diesen Definitionen soll natiirlich auch der Fall nicht aus- 
geschlossen sein, in welchem jedes der betrachteten Systeme nur aus 
einer einzigen Funktion besteht. In diesem Falle stimmen die Defini- 
tionen offenbar mit den friiheren tberein. 

Ist das System /,(z), g,(z), ... eme Fortsetzung des Systems f(z), 
g(z),..., so gilt das gleiche offenbar noch, wenn wir die Systeme durch 
Aufnahme von Differentialquotienten der in ihnen enthaltenen Funk- 
tionen erweitern. Also beispielsweise wird dann auch das System f,’ (z), 
Pete ere ee cine Fortsetzuge: vor 7 (2), f(z), 2(2), ... sein. 

Aus Satz 8 folgt dann: 

Betrachten wir ein System von Funktionen 


f(z), &(2), hla), «++, 


die in einem Gebiete D regulér sind, und nehmen wir an, daB zwischen 
thnen eine algebraische Gleichung mit konstanten Koeffizienten der Gestalt 


CEN PACA UA Cas ee a ACO GAC eta) ae en aa eae on 
besteht, so gilt dieselbe Gleichung auch fiir jede Fortsetzung jenes Systems 
von Funktionen. 

Dies ist der Satz von der Permanenz einer Funktionalgleichung. 


§ 10. Der WeierstraBsche Summensatz. 
Es seien 
, (2), 8, (2), sey oP (cyewe 


unendlich viele Potenzreihen, deren Konvergenzradien sémtlich gréBer 
sind als eine positive Zahl ge, so daB der Kreis K mit dem Mittelpunkt 
Null und dem Radius 9 ganz im Inneren des Konvergenzkreises 
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jeder einzelnen der betrachteten Potenzreihen liegt. Fir die Punkte 
der Peripherie dieses Kreises K mége ferner die unendliche Reihe 


Bi (2) + Be (2) +--+ BA) 
gleichmafig konvergieren. 
Dann ist fiir jeden Punkt z im Inneren von K 
Bi (2) + Be) +--+ B+: = BE), 


wo die Potenzrethe 38(z) dadurch entsteht, daB man auf der linken Seite 
der vorstehenden Gleichung immer die Glieder zusammenf{aft, welche dieselbe 
Potenz von z enthalten. 

Wir setzen 


B, (2) = Sic” zt moe oe 
k=0 


Dann ist die Behauptung des Satzes die, daB fir k=O, 1, 2,... 
C, 0) 6?) Sed me! oe anes 
eine konvergente Reihe ist, daB ferner 
B (2) = D6, 2% 
k=0 
fir jeden Punkt z im Inneren des Kreises K konvergiert und gleich 


Bi(z) + Be(Z) +--+ Baz) +--- 
ist. 

Da die unendliche Reihe mit dem allgemeinen Gliede §f,,(z) ftir die 
Punkte der Peripherie von K gleichmaBig konvergiert, so kann man 
zu jeder beliebig klein vorgeschriebenen positiven GréBe ¢ eine ganze 
Zahl N so bestimmen, daB die Ungleichung 

| et (2) sc Bae (z) ate ay + Be wate) | ae é 


gilt fiir jeden Punkt z der Peripherie von K, sobald » > N gewahlt 
wird, m aber eine ganz beliebige natiirliche Zahl ist. Aus dieser Un- 
gleichung folgt nach dem Hilfssatz in §9 des vorigen Kapitels 


é€ 
(1) |cwmtD + cmt2) 4... 4 clntm| < oa 
Daher ist 
— (1) (2) (3) see 
CCN ie Op tO 


eine konvergente Reihe, und wenn man 

c= 6) + c+... 4 cf) 4 yl 
setzt, so gilt nach (1) fiir alle » > N die Ungleichung 
(2) rf laa. 
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Es sei nun z ein Punkt im Inneren des Kreises K und 9, der ab- 
solute Betrag von z. Dann ist 


S (6) + c@ $+ + ol) ck = B, (2) + Be) te + Bal 


k=0 
konvergent. Ebenso konvergiert fiir » > N auch 


S1{ 2 = O,(2), 
k=0 


da diese Reihe nach (2) eine Minorante von 


Spe 
Aa) Try 

k=0 e igus’ 
. . @ 
ist; zugleich hat man 


BOAO Boss are 


Q 
Die Reihe 


B, (2) + Be (2) fo +B, (2) + D2) = S02 = $8 (2) 


konvergiert daher ebenfalls fiir den betrachteten Wert von z, und es ist 


|B (2) — (Bi (2) + Bo) +e + MS ales. —., 


See 
@ 


sobald ~ > N ist. Hieraus folgt endlich 
B(z) = Bi (2) + BolZ) +--+ + Balz) +o, 


womit nun unser Satz in allen Stiicken bewiesen ist. 
Der Satz bleibt offenbar auch giiltig, wenn alle in Betracht kom- 
menden Potenzreihen nach Potenzen von z— a bzw. nach Potenzen 


von S fortschreiten, nur daB dann der Kreis K nicht den Mittelpunkt 0, 


sondern den Mittelpunkt a besitzt bzw. K das AuBere eines Kreises 
mit dem Mittelpunkt 0 bedeutet. 
Es seten jetzt 


f(z), fo(2), »--» Inl2), 
Funktionen, die sémtlich im Gebiet D regular sind. Die Rethe 
(3) Westin pete td 2) ote 


konvergiere fiir jeden Punkt z des Gebietes D, und es werde vorausgesetzt, 
dap um jeden Punkt a des Gebietes D ein ganz in dem Gebiete liegender 
Kreis existiert, auf dessen Peripherie die Rethe (3) gleichmafig konvergiert. 


Hurwitz-Courant, Funktionentheorie, 3, Aufl, 5 
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Dann ist die Summe 


bmi eo Se tiighae ob eaeee 4) 
eine im Gebiet D reguldre Funktion, deren Ableitungen durch ghedweise 
Differentiation jener Summe entstehen, so daf also fiir jedes positive 
ganze k die Gleichung 


F@(2) =f (2) +f) te +/@@M+-% 
im Gebtet D gilt. 

Wir betrachten zum Beweise einen beliebigen Punkt a des Ge- 
bietes D. Es sei K ein Kreis mit dem Mittelpunkt a, langs dessen Peri- 
pherie die Reihe (3) gleichmaBig konvergiert. Da nach §9 (S. 62) in 
einer Umgebung D (a) des Punktes a, welche den Kreis K in sich enthalt, 


fr (2) = -Si 7 AAP (@) (@ — a)* 


gilt, so ist im Inneren des Kreises i die Summe 


F(z) = f(2) + fe) + -+* + fn) + 
der Reihe (3) dargestellt durch die Potenzreihe 


(4) Dante (2 — a) 
wobel oa 
=f (a) + Aa (a) + eee + L® (a) + 


ist. Folglich ist F(z) regulary in dem Gebiet D. 
Vergleichen wir ferner die Taylorsche Entwicklung von F(z): 


= )= SaF F (a) (2 —a)*, 
k=0 
mit der Entwicklung (4), so folgt 
FO) (a) = 7. (a) + { (a) +--+ £. (a) + 


Da hier nun a jeder beliebige Punkt des Gebietes D sein kann, so ist 
unser Satz in allen Stticken bewiesen. 

Diesen Satz werden wir in der Folge als den WeierstraBschen Summen- 
satz bezeichnen. Als Beispiel seiner Anwendung wollen wir den folgenden 
Satz beweisen: 


Ist $B (2) = » Cc, 2" eime Potenzrethe und f(z) in dem Gebiet D 
k=0 


veguldr, ist ferner fiir jeden Punkt. a in dem Gebiet D der zugehérige 
Punkt f(a) in dem Konvergenzkreise von 8 (z) gelegen, so ist auch 


F (2) me D)¢,{f (2) }* in dem Gebiet D reguldr, und die letzte Gleichung 
=0 


bleibt richtig, wenn man sie gliedweise beliebig oft nach z dtfferenziert. 
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Es sei a ein Punkt des Gebietes D; dann liegt nach Voraussetzung 
der Punkt f(a) im Inneren des Konvergenzkreises C der Reihe §R (z). 
Wir beschreiben einen mit C konzentrischen Kreis C’, der kleiner ist 
als der Kreis C, aber den Punkt f(a) in seinem Inneren enthalt. Ferner 
beschreiben wir in dem Gebiet D einen Kreis K um a mit einem so 
kleinen Radius, da8 fiir jeden Punkt z auf der Peripherie dieses Kreises K 
der Punkt f(z) ins Innere des Kreises C’ fallt. Dies ist wegen der Stetig- 
keit von f(z) méglich. 

Da nun fir die Punkte im Inneren des Kreises C’ die Potenzreihe 
$8 (z) gleichmaBig konvergiert, so ist 


F (2) =3 o, {f (2) }* 


fiir die Punkte z der Peripherie des Kreises K gleichmafig konvergent. 
Der WeierstraBsche Summensatz findet also hier Anwendung und zeigt 
die Richtigkeit unseres Satzes. 

Ein spezieller Fall hiervon ist der folgende Satz: 


Wenn By c, 2" bestandig konvergiert und f (z) im Gebtet D regular ist, 
k=0 


so ist Sc, {f (z)}* in dem Gebiet D regular und beliebig oft glhedweise, 
K=0 


differenzierbar. 


Viertes Kapitel. 


Untersuchung einiger spezieller analytischer 
Funktionen. 


§ 1. Die Exponentialfunktion. 


Wir wollen untersuchen, ob es eine analytische Funktion /(z) gibt, 
welche die Eigenschaft besitzt, ihrem Differentialquotienten /’(z) gleich 
zu sein. 

Es sel 

Bia) Die a 


n! 
n=0 


ein Funktionselement von /(z); dann muB also die abgeleitete Reihe 


mit S$ (z/a) zusammenfallen. Hierfiir ist erforderlich und hinreichend, dal 


Coir = Cn, Gi, C= Cy, Cg= Cy, Cg = Cy ust. 


ist, oder also, daB samtliche Koeffizienten c,, untereinander gleich sind. 
5* 
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Wird ihr gemeinsamer Wert mit c bezeichnet, so ist 


(z— a)” 


n! 


(1) B (e/a) =>) 


n=0 


Die hier auftretende Potenzreihe ist nun (vgl. Kap. 2, § 2) bestandig 
konvergent und definiert daher eine ganze transzendente Funktion. Also: 

Es gibt eine bis auf einen konstanten Faktor bestummte ganze trans- 
zendente Funktion, welche mit ihrem Differentialquotienten identisch ist. 
Das der Stelle a entsprechende Funktionselement dieser Funktion hat die 
Gestalt (1). 

Wir wollen nun in dieser Funktion ttber den konstanten Faktor so 
verfiigen, daB das zur Stelle z = 0 gehdrige Funktionselement 


22 oo 
wird. Bezeichnen wir mit f(z) die hierdurch vdllig bestummte ganze 


transzendente Funktion, so gibt es nach (1) zu jedem a ein bestimmtes 
c mit 


oder 
H(e+a) =cf (2). 
Setzen wir hier z = 0, so folgt, da f(0) = 1 ist, f(a) =c und folglich 
(2) Feta) =flai@. 


In dieser Gleichung bedeuten z und a zwei beliebige endliche Werte, 
so daB wir auch 


f (21 + 22) = f (%1) f (22) 
schreiben kénnen. Durch wiederholte Anwendung dieser Gleichung ent- 
steht 


f(% 4+ 2% + 2 +--+ + 25) =F (2) f (2) f (25) ---f (Zn)- 


Indem wir 2, = 2, = 2,= +--+: =z, = 1 setzen, ergibt sich fir 
(es Ih Fay By ace 

(3) Hn) ={7()}*. 

Ferner ergibt sich aus (2) fiir a = — z die Gleichung 


Li (2) emia i (sey (ayiets 


so daB (3) auch fiir negative ganze n gilt. Definieren wir nun die Zahl e 
durch die Gleichung 


e={()=l+a+etqto 
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so sehen wir, da fir jedes ganzzahlige z 
f(z) = 
ist. Wir werden dadurch darauf gefiihrt, unsere Funktion /(z) iiber- 
haupt fur jeden Argumentwert z durch das Symbol 
e* 
zu bezetchnen. Daher heiBt f(z) auch die Exponentialfunktion. 


Die sich unmittelbar darbietenden Eigenschaften dieser Funktion e* 
sind die folgenden: 


1. Es ist in der ganzen Zahlenebene 


ees z Fie 
Die Funktion e? ist also eine ganze transzendente Funktion; sie hat die 
eine wesentlich singulaére Stelle z = oo. 

2 Es ast 


3. Es ist fiir je zwei Argumente z, und Zz, 


E%1t Zo = e%1 «e@%2, 


Die hierin ausgesprochene Eigenschaft der Exponentialfunktion heiBt 
ihr Additionstheorem. 
4. Insbesondere ist 


e-e-* = eE =] oder ec = ae 


Die Funktion e* hat daher stets einen von Null verschiedenen Wert, 
sie besitzt also keine Nullstelle. 


§ 2. Die trigonometrischen Funktionen. 


Betrachten wir, indem wir unter z einen beliebigen endlichen Wert 
verstehen, die Gleichung 
, a. GEE (GAP ’ 
ee—]1+12- - + 3! I 2 Dik 


so laBt sich die rechte Seite derselben in der Form 
cosz-+7sinz 
schreiben, wenn wir zur Abktirzung setzen: 


at 


: 2 2° ce 
Pt ee SIN 236 ep rier 


2 
(1) cosz=1—+ + 


Da diese Potenzreihen bestandig konvergieren, so folgt: 
Die Funktionen sin z und cos z sind ganze transzendente Funktionen. 
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Da 
e** = cosz + isinz 
ist, so lassen sich die Eigenschaften der Funktionen sin z und cos z 
aus denen der Exponentialfunktion ablesen. 
Wir stellen hier die hauptsachlichsten Eigenschaften zusammen: 


Il, 1S ate 
dsin z d cos Z 


(2) Ae O82, TE a 


und sin0 =0, cos0 = 1. Die Funktion sinz ist eine ungerade, die 
Funktion cos z eine gerade Funktion, d. h. 


sin (— z) = —sinz, cos(— 2) =cosz. 
Dies alles folgt sofort aus den Definitionsgleichungen (1). 
2. Es ist 
(3) cos*z -++ sin? z= I. 
Dies folgt durch Multiplikation der beiden Gleichungen 
e¢* = cosz+42sinZz, e-*2 = cosz —1SinZ. 
3. Fur die Funktionen sin z und cos z gelten die Additionstheoreme 
sin (z, + 2) = sin 2, cos 2, + cos 2, sin 2g, 
cos (2, + 2) = COs 2, COS Z, — Sin 2, Sin 2p, 


deren Beweis unmittelbar aus 


ett (4+ 2) = ettn. erin ae 1 


ASYé 
P cos (2, + 2) + @ sin (2, + 2) 
e == (COS:2, 4 Sin 2,), (COS zsh Size) 
folgt. 
Wir wollen nun zeigen, daB die Funktionen sin z 
“$7 und cos z fiir reelle Werte von z mit den in der Ele- 
Abb.18. mentarmathemattk so bezeichneten Funktionen, den soge- 


nannten trigonometrischen Funktionen, identisch sind. 
Zu dem Zwecke betrachten wir die Gleichungen 


(4) %=COSZ, y= sinz, 


in welchen z alle reellen Werte annehmen soll und x und y als recht- 
winklige Koordinaten in einer Ebene gedeutet werden mégen. 

Die durch (4) dargestellten Punkte (x, y) befinden sich nach (3) 
auf dem Kreise 


HP lye ad 
Fur z = 0 befinden wir uns im Punkt S (x = 1, y = 0); fiir kleine 
positive Werte von z liegen cos z und — nach (1) dicht bei dem Wert 1, 
so daf der Punkt P (x, y) dann positive Koordinaten besitzt (Abb. 18). 
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Aus den Gleichungen (2)-folgt nun weiter, daB x = cos z zunidchst ab- 
nmm, y=sinz zunadchst wdchst, wenn z von Null ausgehend an- 
wachst. Aber sinz muB schlieBlich notwendig einmal vom Wachsen 


ss a : dsin z 
ins Abnehmen iibergehen, mit anderen Worten dg = COS 2 muB, 


wenn z von Null aus wachst, einmal von positiven zu negativen Werten 
ubergehen. In der Tat ist 


cosz=1—F(1-)-F(1-A)—--. 


Nehmen wir z = 2, so werden die Klammern 


Ze 22 
Vsa° laze 


samtlich positiv und daher 


4 1 1 
cos2<1—5(1—3)=—3. 
d.h. cos 2 ist negativ. Zwischen z = 0 und z = 2 gibt es daher einen 
kleinsten Wert, fiir welchen cos z durch Null hindurchgehend von posi- 
tiven zu negativen Werten tibergeht; bis zu diesem Werte hin wechselt 
cos z das Vorzeichen nicht. Den betreffenden Wert von z bezeichnen 
wir mit >. 


Wenn z von 0 bis = wachst, wachst nach (2) die Funktion sin z 
4 


2 


= 1 sein muB. Zugleich nimmt cos z von 1 bis 0 ab; wieder mit 


bestandig und zwar von 0 bis 1, weil cos 5 = 0 und nach (8) folglich 


4 
& 
Ricksicht auf (2). Der Punkt * = cos z, y = sin z durchlauft also den 


sin 


Quadranten SS’, wenn z von 0 bis wachst. 


Nach den Additionstheoremen ist nun 


. 7 ° 5 . M4 
(5) sin (2 + ) = sin zcos $+ coszsin F = cosz, 
2/ 2 2 
aU wt . . Tt & 
(6) cos (z+ +) = coszcos 5 — sinzsin 5 = — sing. 


Lassen wir hierin z von 0 bis = wachsen, so erkennen wir, daB der 
Punkt (4) den Quadranten S’S” durchlauft, wenn z von = bis z wachst. 
Endlich folgt aus den Gleichungen 

cos (— z) =cosz, sin(— 2) =—sin2, 


daB der Punkt (4) den Halbkreis S’’S’’S durchlauft, wahrend z von 
—z bis 0 wachst. Zusammenfassend kénnen wir sagen: 
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Der Punkt 
Gi COS, |) == SIN 2 


durchléuft die Peripherie des Kreises x® + y? =1 gerade einmal, wenn 
z von —x bis +a wachst. 

Bezeichnen wir nun mit g den Bogen SP, den wir zugleich als 
MaB fiir den Zentriwinkel POS nehmen, und normieren wir gy durch 
die Bedingung —z < 9 Sq, so ist fir p+% 


dp \2 dx\2 dy\2 
nyt (Se) + (Byte (— singe + ons = 
und folglich, da fir z= 0 auch g = 0 ist, 
O = 2. 


Es ist also z gleich dem von S aus gerechneten Kreisbogen. 


Die Identitat der Funktionen sin z und cos z mit den trigonometri- 
schen Funktionen Sinus und Kosinus fiir reelle z ist damit erwiesen. 


Insbesondere ist der vierte Teil des Kreisumfangs oder 2a der Ge- 
samtumfang des Kreises. 

Aus den Gleichungen (5) und (6) folgt, indem man z durch z +5 
ersetzt, 
(7) sin (¢-+2) =—sinz, cos (z+2) = —cosz 
und hieraus, indem man z durch z + 2 ersetzt, 
(8) sin (z-+22)=sinz, cos(z+2) =cosz. 


Die Gleichungen (5) bis (8) tbertragen sich auf die Exponential- 
funktion in der folgenden Weise: 


ef (2+ =) 


und diese Gleichungen fithren offenbar auf die einfacheren 


= 1¢6'8 et (+2) — — er? et(z+27) — er? 


, et =—], ett], 
Hieraus folgt: 
Die Exponentialfunktion besitet die Periode 221, d.h. es ist 
ett2nt — e%, 
und die trigonometrischen Funktionen sin z und cos z besitzen die Periode 
2%, d.h. es ist 
sin (z+ 2m) =sinz, cos (z+ 2) =cosz. 


Betrachten wir den Punkt e?* = cos m + isin @, so durchlauft er, 
wenn gm von — x bis + a variiert, gerade den Einheitskreis. Der Punkt 
oe?*, wo ¢ eine reelle positive Zahl ist, durchlauft also den Kreis mit 
dem Mittelpunkt 0 und dem Radius g. Hieraus schlieBen wir (vgl. S. 6): 


§ 3. Der Logarithmus. 713 


Jede von Null verschiedene komplexe Zahl z laBt sich, und zwar nur 
auf eine Weise, in die Form setzen 
g=oer* (@>0, —a<gp<na). 


Der Faktor @ ist der absolute Betrag von z; der Winkel q ist die Am- 
plitude von z. 


§ 3. Der Logarithmus. 
Unter dem Logarithmus von z, in Zeichen log z, verstehen wir fiir 
gegebenes z diejenigen Werte w, welche die Gleichung 


(1) ew == 2 


befriedigen. Da die Exponentialfunktion nur endliche von Null ver- 
schiedene Werte annimmt, so bleiben die Werte z=0 und z= « 
auBer Betracht. 

Ist nun z ein gegebener von Null verschiedener Wert, so sei 

Baers (@>0, —a<pSn). 
Die Gleichung (1) lautet dann, wenn wir w = u + 1v setzen, 
; eu ert = pert, 
und folglich muB 
ev=o, e(v-7)t — ] 

sein. 

Lassen wir u die Werte von 0 bis co durchlaufen, so variiert 


2 3 
w=1ltut+o+at- 


: La P : 
von 1 bis oo, und da e~-¥= zw ist, so nimmt e“ von | bis 0 ab, wenn u 


von 0 ausgehend alle negativen Werte durchlauft. Daher hat die Glei- 
chung 


ev=o 


eine einzige reelle Lésung uw, die wir mit /(@) bezeichnen wollen. 
Um alle Lésungen der Gleichung 


e(v—P)t — ] 
zu bestimmen, setzen wir fiir einen Augenblick 
v=o+t; 
dann haben wir die allgemeinste Lésung der Gleichung 
eft = ] 


zu suchen. Durchlauft ¢ das Intervall 0<¢< 2a, so durchlauft 
der Punkt e#* den Einheitskreis. Folglich ist t= 2a die kleznste 
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positive Lésung unserer Gleichung. Ist ¢ nun eine beliebige Loésung, so 
k6énnen wir 
t=2na-+7 


setzen, wo 0 <r < 2a und n eine ganze Zahl ist. Dann wird 
ert = gti-2nni —. oti (e2i)—n — ] 
und folglich ry = 0. Die allgemeinste Lésung von e** = 1 ist also 
INOUE 
wo n eine beliebige ganze Zahl bedeutet, und 
v=go+2nn 


ist also die allgemeinste Lésung der Gleichung e®-)* = 1. 
Damit sind wir zu folgendem Resultat gelangt: 
Ist 
eer (@>0, —m<pSa) 


ein gegebener von Null verschiedener Wert, so ist die allgemeinste Lésung 
der Gleichung 
ew =z 
die folgende: 
w=I1(0) + pi+2nn15 
Dabei bedeutet l(0) die einzige reelle Lisung u der Gleichung 
ev = 0 


und n eine beliebige ganze Zahl. 

Da die ganze Zahl m beliebig bleibt, so ist log z eine wnendlich viel- 
deutige Funktion von z. Den der Annahme 2 = 0 entsprechenden Wert 
nennen wir den Hauptwert der Funktion log z und bezeichnen ihn mit 1 (z). 
(In dem speziellen Falle, daB z eine positive reelle Zahl 0 ist, deckt sich 
diese Definition offenbar mit der obigen Definition von /(0).) Es ist also 


L(z) =1(9) + 97, 
wo @ den absoluten Betrag von z und die der Bedingung -z< pa 


genugende Amplitude von z bedeutet. Ferner driicken sich durch den 
Hauptwert /(z) alle Werte von log z vermége der Formel 


log z = 1(z) + 2nat 
aus. 

Wir wollen nunmehr dasjenige Gebiet D betrachten, welches von 
allen Punkten der komplexen Zahlenebene mit Ausschlu8 der negativen 
Achse der reellen Zahlen+ gebildet wird. Auf der Zahlenkugel entsteht 
das entsprechende Gebiet, wenn wir die Halfte desjenigen Meridians 
der Kugel ausscheiden, welcher die reellen Zahlen reprisentiert. 


1 Hierbei ist der Nullpunkt mit auszuschlieBen. 
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In dem Gebiet D ist, wie aus der Definition sofort folgt, der Haupt- 
wert 1(z) des Logarithmus eine eindeutige und stetige Funktion. Wir 
werden jetzt zeigen, daB diese Funktion in dem Gebiet D sogar regulér 
ist. Es sei a ein Punkt des Gebiets D (Abb. 19). Dann haben wir zu 
zeigen, daf in einer gewissen Umgebung von a eine Gleichung der Form 

L(z) = 1 (a) + ¢(z — a) + ¢g(z — a)? ++--=1(a) + B 
gilt. Soll diese Gleichung bestehen, so muB 


b 
ef(@)+B — zg oder e® = — 
a 


sein fiir gentigend kleine Werte des absoluten Betrages von z — a. 
Dann ist aber auch 


x2 
spe x3 2 
Peeve ott es en eee 10 
also, da wir zufolge § 10 des vorigen Kapitels Abb. 19 
nach z differenzieren dirfen, at 
, pl age / a 1 
$ Q+8+5+-)=8 rege AD 
doin 
Be’ = ¢, + 2cy (% — a) + 30, (2 —aPP+--- = : =a 
il z— a (z — a)? 
7 a a® a as siay he 


wenn (was offenbar keine Beschrankung der Allgemeinheit bedeutet) 
|z—a|<|a| angenommen wird. 
Demnach muB die Reihe $8 folgendermaBen lauten: 
Z— a 1/z—a\2 1lfz—a\es 1 /fz—a\4 
$a — sl) Ae ea 
Diese Reihe konvergiert nun in demselben Kreise wie ihre abgeleitete 
Reihe §8’, also in dem durch die Bedingung 


z2—a 


<a 


bestimmten Kreise. Dieser Kreis, den wir mit K, bezeichnen wollen, 
hat den Mittelpunkt a, und seine Peripherie geht durch den Nullpunkt. 

Fiir jeden Punkt z, der im Inneren des Kreises K, liegt, ist aber 
wirklich, wenn $$ die soeben angegebene Reihe bedeutet, 
(2) el (a)+8 — z, 

Denn zunichst folgt aus dem WeierstraBschen Summensatz aus 
Kap. 3, § 10 

poe 


dorsal + B+ tat )=he—a) 


und, indem wir die Ableitung nehmen, 


aB(L+ B+ 5 +9 t-) = e-4 
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oder, weil $8’ 2 ist, 
Bi(z — a) = zB, (z — 4). 
Setzen wir nun 
Bi (2 —@) =a + d,(2 — a) + 2,(2 — a)? + °°, 
so kommt 
a+ b,(z—a)+6,(z2— a)? +--: 
+ {a+ (z—a)}-{b, + 2b, (z — a) + 3, (2 — a)? +--+} 
und durch Koeffizientenvergleichung 
O, ol ees OO, 


Daher ist 93,(z — a) =a-+ (zg — a) =z und damit die Gleichung (2) 
bewiesen. Aus dieser Gleichung geht hervor, da8 fir jeden Punkt z 
im Inneren des Kreises K, 


l(a) + 8 =1(z) + 2nn1 


ist, wo ” eine ganze Zahl bezeichnet. 

Es bedeute nun D(a) wieder den gréBten Kreis mit dem Mittel- 
punkte a, dessen Inneres ganz dem Gebiet D angehort. Dieser Kreis 
D(a) fallt mit K, zusammen, wenn der Punkt a eine nicht negative 
Abszisse hat. Im anderen Falle dagegen wird der Kreis D(a) kleiner 
sein als der Kreis K,; namlich D(a) wird derjenige Kreis sein, der a 
zum Mittelpunkt hat und die Achse der negativen reellen Zahlen berthrt. 

Nun sehen wir leicht ein, daB im Inneren von D(a) die Zahl n be- 
standig Null ist. Denn es ist 


1 
n= 5*-{(1(a) + B—1()} 
im Inneren von D(a) stetig, und da m fiir z = a Null ist, so muB x als 
ganze Zahl bestdéndig Null sein. 
Hiermit sind wir zu folgendem Resultate gelangt: 


Der Hauptwert des Logarithmus 1(z) ist in dem Gebiete D eine regulire 
Funktion. Es gilt némlich in der Umgebung D(a) eines beliebigen Punk- 
tes a des Gebiets D die Gleichung 

z—a» l/f/z—a\2, 1/z—a\3 
a ae eee 


a a a 


diese Gleichung zeigt ferner, daB I(z) die Differentialgleichung 


befriedigt. 

Wenn z sich in einen Punkt —@ (@ > 0) der Achse der negativen 
reellen Zahlen hineinbewegt, so geht offenbar /(z) stetig in den Wert 
L(@) +t oder in den Wert /(0) —ai iiber, je nachdem sich z von 
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der Seite der positiven oder von der Seite der negativen Ordinaten 
nach dem Punkt — 0 bewegt. 


Betrachten wir nun die Werte 
L(z) + 2nz1, 
so bilden diese fiir jedes bestimmt gewahlte ganze n ebenfalls eine 


regulare Funktion in dem Gebiete D. Diese Funktion heife fiir einen 
Augenblick /,,, so daB also /, der Hauptwert /(z) ist. 


Wir wollen jetzt zeigen, daB die Funktionen fy, /,, f-1, fe» fo». ++ 
eindeutige Zweige einer und derselben analytischen Funktion sind. 


Offenbar gentigt hierfiir der Nachweis, daB fiir jedes ganze n ein 


Funktionselement $8 (z/a) von 7, zur Fortset- a 
zung ein Funktionselement ‘8 (z/b) von fs; 


| 
besitzt. | 
. os . —_—___}—_______ 
Wir wahlen a und 6 als Spiegelpunkte | 
beziiglich der Achse der reellen Zahlen, und 
zwar so, daB die gemeinsame Abszisse von a 5 
und 6 negativ ist (Abb. 20). Die Konvergenz- Abb. 20. 
kreise von 9§(z/a) und §§(z/6) haben dann 
ein Sttick der Achse der negativen reellen Zahlen gemein. 
Ist —@ irgendein Punkt dieses gemeinsamen Stiickes, so ist fiir _ 
Z=— 0 
® (z/a) =1 (0) +ai4+ 2nzni, 
B (2/6) =l(o) —xi+2(n+1) ai, 
folglich ‘8 (z/a) = $8(z/b), und daher ist nach Kap. 2, §8 die Potenz- 
reihe $§(z/b) eine unmittelbare Fortsetzung von $8 (z/a). 


Der Logarithmus ist hiernach eine unendlich vieldeutige Funktion, 
die sich aus den in dem Gebiete D eindeutigen Zweigen I(z) + 2nm1t zu- 
sammensetzt. Die Eigenschaften des Logarithmus gehen im tbrigen aus 
denen der Exponentialfunktion hervor. 

Z. B. folgt aus 


clog zi+logz. — glogzi. glogz. — 24 2g; 


daB log z, + log z, einen Wert von log (z,2,) vorstellt. 

Die Gleichung 
(3) log z, + log z, = log 2,2, 
ist demnach so aufzufassen: Versteht man unter log z, und log z, irgend 
zwei bestimmte unter den unendlich vielen Werten, welche diese Zeichen 
vorstellen, so ist log z, + log z, einer der unendlich vielen Werte, welche 
log (2,22) besitzt. 

Fiir die Hauptwerte des Logarithmus stellt sich, wie leicht zu sehen 
ist, die Gleichung (3) so dar: Es sei 


ey et, 203 69" (0,0, 0 >0, —a2< 9 Sa, =< P_SN): 
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Dann ist 
1 (24) + 1 (2) = 1 (21%) + 2nn1, 
wobei » = 0 oder +1 oder —1 ist, je nachdem, welcher von den 
Ungleichungen 
—2< M+ Sm, B<H+H S20, —2n7<Qy+R5-2 


die Summe der Amplituden g, und g, von 2, und z, genitgt. 


§ 4. Die allgemeine Potenz. 


Bedeutet m eine positive ganze Zahl, so versteht man unter der 
Potenz z” das Produkt aus m Faktoren, von welchen jeder gleich z ist. 
Will man diesen Begriff der Potenz z” ausdehnen auf beliebige kom- 
plexe Exponenten m, so erreicht man dies am einfachsten mit Hilfe 
des Logarithmus. Wir setzen fiir z += 0 


m log z)? 


(1) gm — emloes — 1 + mlogz +$ 31 a 


Nach dieser Definition wird die Funktion z” 1m allgemeinen un- 
endlich viele Werte haben, namlich die Werte 


“pm (U(z) +2074) — pml(z), em-2nni n=0, +1,—1, +2, —2,-.,). 
Wegen e™!@) +. Q wird nur dann, wenn unter den Zahlen 
(2) gm ort (7) ey te ee 
blo8 endlich viele verschiedene sind, z”™ nur eine endliche Zahl ver- 
schiedener Werte haben. Soll nun 

eme2nni —_ pm-2n' ni (n +n’) 
sein, so muB 

em(n—n!)-20é 7 
folglich m(n — n’) eine ganze Zahl und also m eine rationale Zahl sein. 
Wenn umgekehrt m = (y und s teilerfremd; s => 1) eine rationale 


Zahl ist, so sind unter den Zahlen (2) nur s Zahlen voneinander ver- 
schieden, als deren Reprdsentanten man die Zahlen 
lige : 
ae ine= 0, 1,2,. 3 = 1) 
r k 
nehmen kann, und z™ = z* ist dann eine s-deutige Funktion. 
Unter dem Hauptwert von z™ wollen wir denjenigen Wert von 2” 
verstehen, der dem Hauptwert von logz entspricht, der also durch 


gm — eml (z) 
definiert ist. Wir bezeichnen ihn mit (z™). In dem Gebiet D, das durch 


Ausscheidung der Achse der negativen reellen Zahlen aus der Zahlen- 
ebene entsteht, ist (2™) eine regulire Funktion. 
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In der Tat gilt in der Umgebung D(a) irgendeiner Stelle a des Ge- 
biets D die Gleichung 


see (eRe) a= Oe 
1a) =1(@ + =*— 5 (*) 4 5 (4) -4--=8 
und daher auch 
2 
(2™) = eml(z) — l+tms$ + eB 4. ARO ee Dore 
wo nach dem WeierstraBschen Summensatz 
(3) Py = + ey + ¢,(-—*)' 4... 


a 
wieder eine Potenzreihe in z — a bedeutet. 
Nun folgt durch Differentiation 


== 


& 
a 


m 
—. pmt(z) — t 
Bio ee 


oder 


mB = (0+ a)’ =a + 
Beriicksichtigen wir (3), so folgt 


und durch Koeffizientenvergleichung 
(1+ 1) ¢,4,4 = (m—n)c, (== 0; 12 tem): 


Hieraus finden wir sukzessiv 


m m (m — 1) m (m — 1) (m— 2) 
Cy a ee meee ro C0) 8 1-2-3 a : 
allgemein 


wo 


ie m (m — 1)-++-(m— n+ 1) 
1oienn 
der n-te Binomialkoeffizient zur Basis m ist. 
Fiir c, ergibt sich aus e”’“) — §,, indem wir z= a setzen, die 
Gleichung cy, = é”’= (a™). Daher wird also in der Umgebung D(a) 
des Punktes a die Darstellung gelten: 


M\ 2— a m\ (z— a\2 m\ (z—a\3 | 
(em) = (a) {1+ (7) = Gere el re aurea 
Die iibrigen Werte von z” entstehen aus dem Hauptwerte (2”) 
durch Multiplikation mit den konstanten Faktoren (2). 
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Hieraus schlieBen wir, daB die Werte von 2” in eindeutige Zwerge 
zerfallen, die in dem Gebiete D reguldve Funktionen sind und die wegen (1), 
da wir das Entsprechende fiir den Logarithmus festgestellt haben, zu einer 
und derselben analytischen Funktion gehéren. 

Aus der Definitionsgleichung (1) folgt noch 


ae fe — emlogz + m log z — gm log (21 22) | 
also 
2m 7m — {2, ae: 
Diese Gleichung ist so aufzufassen: Das Produkt aus einem be- 
liebig gewahlten der Werte von 2” und einem beliebig gewahlten der 


Werte von 2%’ ist stets einer der Werte von {25 Zh. 
Ahnliches gilt von der aus (1) folgenden Gleichung 


log 2™ = m log z, 
sowie der hieraus sich ergebenden Gleichung 


{zm\™ — em log 2” __ gm, m log z, 
Ghat. 


eo) ee 


Finftes Kapitel. 
Die Integration analytischer Funktionen. 


§ 1. GleichmaBige Stetigkeit und Differenzierbarkeit 
analytischer Funktionen. 


Einen Bereich in der Zahlenebene oder auf der Zahlenkugel, der 
aus allen Punkten innerhalb und auf einer einfach geschlossenen? 
stetigen Kurve besteht, wollen wir eine Elementarflache nennen. Jede 
Elementarflache enthalt also ihren Rand. 

Beispielsweise bilden die Punkte im Innern und auf der Peripherie 
irgendeines Kreises eine Elementarflache. 

Liegt eine Elementarfliche E mit allen ihren Punkten in einem 
Gebiete D, in welchem eine Funktion f(z) regular ist, so soll f(z) auch 
auf der Elementarflache E reguléy heiBen. 

Bedeutet @ einen beliebigen Punkt im Inneren oder auf dem Rande 
der Elementarflache, so ist nach Kap. 3, §7 
(1) (Q2=f@+e-af@+e-aHy... 
fiir alle Punkte z des Gebietes D, welche der Umgebung D(a) des 
Punktes a angehéren. Diese Umgebung D(a) ist definitionsgemiB das 
Innere des gréBten Kreises mit dem Mittelpunkt a, der noch mit allen 


a velesndb 
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seinen inneren Punkten dem Gebiete D angehért. Bezeichnen wir mit 7, 
den Radius dieses Kreises, so ist 7, eine stetige Funktion von a. Da 
die Elementarflache E nach ihrer Definition eine abgeschlossene Punkt- 
menge vorstellt, so besitzt auf ihr die Funktion 7, ein Minimum, und 
dieses ist positiv. Wir bezeichnen in der Folge mit 9 eine positive GréBe, 
die kleiner als jenes Minimum angenommen werden soll. Dann ist fiir 
jeden Punkt @ der Elementarflaiche 


ede 


Beschreiben wir um jeden Punkt der Elementarflache F einen Kreis 
mit dem Radius g, so bilden die inneren Punkte und alle Punkte auf 
den Peripherien dieser Kreise einen Bereich E’, der die Elementar- 
flache E ganz enthalt. Dieser Bereich E’ liegt ganz in dem Gebiete D 
und stellt, wie leicht ersichtlich ist, eine abgeschlossene Punktmenge 
vor. Da die Funktion /(z) stetig ist, so besitzt | f(z) | im Bereiche EL’ 
ein Maximum /; dann besteht also fiir jeden Punkt z von E’ die Un- 
gleichung 

lf@| SM. 


Insbesondere gilt diese Ungleichung fiir die Peripherie eines Kreises 
vom Radius o, dessen Mittelpunkt ein beliebiger Punkt a der Elementar- 
flache E ist. In Riicksicht auf (1) und Kap. 2, §9 folgt daraus 


Q) 


nN) oe 
jm(a)|< 
Diese Ungleichungen, in welchen M und @ feste positive Zahlen 
sind, gelten also fiir jeden Punkt a der Elementarflache E. Wir kénnen 
hieraus einige wichtige Folgerungen ziehen. 
Es seien a und 6 zwei Punkte der Elementarflache E, deren Ab- 
stand kleiner ist als eine unterhalb o liegende positive Zahl 46, also: 


: |jb—al<d<e. 
Dann ist nach (1) 


(3) #0) —f(a) —(6—a) 7’ @) + 0— ape 
und nach (2) 


~ 
Ss 
+ 


M IM 
at Ze L ge aig aeons 
| # (0) i(a)|S6- I 02 | Fad 
2 
Ist nun «¢ irgendeine positive Zahl, so kénnen wir ein positives 6 < @ 
6 


so klein wahlen, daB M —® Se wird; es gilt also der Satz: 
pas 
@ 
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Ist f(z) auf der Elementarflache E regular, so kann man nach An- 
nahme einer beliebig kleinen positiven Gréfe & die positive Grofe 6 so be- 
stimmen, dap 

[7 (2) —f(a)|<e 
ist, sobald a und b irgend zwei Punkte der Elementarflache E bezeichnen, 
die der Bedingung |b —a|< 6 geniigen. 

Diese Eigenschaft der Funktion f(z) bezeichnet man als gleichmafige 
Stetigheit; sie hatte auch aus allgemeineren Prinzipien gefolgert werden 
kénnen, namlich aus dem Satz, daB jede in einer abgeschlossenen 
Punktmenge stetige Funktion in dieser gleichmaBig stetig ist. 

Schreiben wir die Gleichung (3) in der Form 


f (6) — f (4) aif (a) = (b — a) f (@) ( eee ae 


b—a 2! 3! 
und setzen zur Abkiirzung 
f (0) — f (4) BY oo oo 
ee a es 
so folgt 
se. 
M M M © 
=o pie Sb ge 
ly) Séa+é a: Ck5 en OK 
@ 


und hieraus schlieBen wir: 

Ist f(z) auf der Elementarflache E regulér, so kann man nach An- 
nahme einer beliebig kleinen positiven Grofe e die positive Gréfe 6 so 
bestimmen, daB die durch die Gleichung 


b—a 
definierte Grofe y der Bedingung |y|< e genitigt, sobald nur |b—a|< 6 
st, wo auch wmmer die Punkte a und b auf der Elementarjlaiche E an- 
genommen werden. 

Da die Ableitung /’(z) auf der Elementarflache E regular und folg- 
lich auch gleichmaBig stetig ist, so 14Bt sich der vorstehende Satz dahin 
verallgemeinern: 

Ist e > 0 vorgeschrieben, so kann man 6 > 0 so bestimmen, daB die 
durch die Gleichung 

f(b) — f (2) ' 

Rg tele) aay 
definierte Grépe y der Bedingung 

ly|<e 
gentigt, sobald a, b, c auf der Elementarfliche E irgendwie, jedoch den 
Bedingungen 
|o—a|<6, |c—al<6 

entsprechend angenommen werden. 
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Die in den letzten beiden Satzen ausgesprochene Eigenschaft von 
/(z) deuten wir kurz dadurch an, daB wir sagen, /(z) sei auf der Elemen- 
tarflache E gleichmafig differenzierbar. DaB in den beiden Satzen a 
und 6 als voneinander verschiedene Punkte vorausgesetzt werden, 
braucht kaum besonders hervorgehoben zu werden. 


§ 2. Integration der Potenzreihen. 


Eine Potenzreihe 
B (2/4) = ey + cy (2 — a) + Cy (2 — a)? +-- 
stellt im Inneren ihres Konvergenzkreises C eine regulare Funktion /(z) 
dar, und umgekehrt 1aBt sich jede in einem Kreise C regulare Funktion 


durch eine in C konvergierende Potenzreihe darstellen. Bilden wir nun 
die Reihe 

B, (z/a) = 6 + ey (z — a) + F(z — a)? + Bea) ee, 
wo c eine beliebig gewahlte Konstante bedeutet, so fallt die abgeleitete 
Reihe von $8, (2/a) mit $$ (z/a) zusammen. Daher hat 8, (z/a) denselben 


Konvergenzkreis C, und die im Inneren dieses Kreises durch §, (z/a) 
definierte regulare Funktion /,(z) gentigt der Gleichung 


dhy (2) 
Ge 


Wir nennen /,(z) ein unbestimmtes Integral von f(z). 


§ 3. Integration der Ableitung einer regularen Funktion. 


Wir beweisen nun einen allgemeinen Satz, der sich auf zwei in 
einem Gebiete D regulare Funktionen f(z) und /, (2) 
bezieht, von denen die eine die Ableitung der anderen 
ist, zwischen denen also etwa die Gleichung 


af (4) __ 
a) — F(a) 


besteht. 

Es seien z, und Z zwei beliebig im Inneren von D Abb. 21. 
fixierte Punkte. Wir verbinden sie durch eine im Inneren 
von D verlaufende rektifizierbare stetige Kurve L von positiver Lange. 
Zwischen z, und Z schalten wir auf dieser Kurve L irgendwie  — 1 
(n => 2) voneinander und von 2 und Z verschiedene Punkte 21, 2, ..., 
Zn-1 ein (Abb. 21) und bilden nun die Summe 


Dif (2) Az = f (&) & — 2) te (Cs) (25 — Sie eh (Ca) (Z hy A) 


wobei 6,, £5, .--, $, Punkte der Kurve L bedeuten, die bzw. auf den 
Giticken 12 jms eeay > Zyl <2 Deebig angenommen sind. 
6* 
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Wir wollen nun zeigen, daB die Gleichung 


(1) lim 3) /(z)4z = f, (2) — h (0) 
gilt, in welcher das Limeszeichen bedeutet, daB man die Anzahl der 
Punkte z,,2%.,---;%n,-1 ins Unendliche anwachsen und zugleich die 


Langen der Stiicke, in welche die Kurve L durch die Punkte zerlegt 
wird, unendlich klein werden lassen soll. 

Wir schlieBen die Kurve L in eine Elementarflache ein, die ganz 
im Inneren von D liegt}. Auf dieser Elementarflache sind /,(z) und 
fi’ (2) = f(z) regular. Ist daher ¢ > 0 beliebig klein vorgeschrieben, so 
werden nach §1 in den Gleichungen 


Ailes fol oe Pg) evs 


24 — 29 
ec ei 
2 1 
die GréBen y,, ye, ... absolut genommen kleiner als ¢ sein, sobald die 
einzelnen Stticke 2)... 2, 2... %,,-.. der Kurve L genigend klein sind. 


Nun folgt aus den vorstehenden Gleichungen 


fi (Z) — fi (20) = Sf (2) 42+ 1 (21-20) +2 (%2— 41) + + Yn (Z—2n-1) 
oder 


Df (2) 42 =f, (2) —f (>) +R, 


wo 
| R| =| yi (2 — 20) + 2 (2 — 441) H--- + yn (Z — 2n_,) | 
< 8{| 21-20] eae Le 4 (22 YY 
ist. 
Da | 2, — 2|, |%2—% |, ... die Langen der der Kurve L einbe- 
Schticbenen sch Nell. 2a. ms, ces. eeeeSEC ecOutce 
[Ri eds 


wo l die Lange der Kurve L bedeutet. 
Hieraus folgt nun in der Tat, weil ¢ beliebig klein angenommen 
werden darf, 


lim Sf(2) Az = fy(Z) — fy(e)- 
Den hier betrachteten Limes bezeichnen wir mit 
Z 
J f@)dz oder f f(2)dz 
Z L 


und nennen ihn das durch die Kurve L erstreckte Integral von }(z). Die 
Kurve L heiBt der Integrationsweg. Diese Definition des Integrals ist 


1 Eine solche erhalt man z. B., wenn man zu allen Punkten a von L die Gr6éBe 
vq bildet wie in §] und dann mit einem positiven Radius g, der unterhalb des 
Minimums aller 7, liegt, um jeden Punkt von L den Kreis beschreibt. 
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unabhdngig davon, ob f(z). die Ableitung einer anderen Funktion }, (2) 
ast oder nicht. Die Gleichung (1) 1a8t sich dann so schreiben: 


(2) J fleidz =f, (Z) — f(a). 


In dem bisher ausgeschlossenen Falle, daB L die Lange Null hat, also 
Z 
Z = 2, ist, sei unter ir [(z) dz der Wert 0 verstanden. Die Gleichung (2) 


gilt dann auch fir diesen Fall. 

Die Gleichung (2) lehrt, daB der Wert des Integrales unabhdngig 
ist von der Wahl der die Punkte z) und Z innerhalb des Gebietes D 
verbindenden Kurve L, falls die in D regulére Funktion f(z) die Ab- 
leitung einer anderen in D regularen Funktion f(z) ist. 

Aus der Definition des Integrales folgt in sofort verstandlicher 
Schreibweise unmittelbar 


4 Ls 
J #@) dz| Stim 3] /@)|] 44). 


Die rechte Seite 1aBt sich aber durch ein gewohnliches reelles Integral 
ausdriicken; bedeutet namlich s die von Zz) aus auf L gemessene Bogen- 
lange, so ist | f(z) | auf L eine stefige Funktion von s, und die rechte 
Seite ist gleich 


ii 
f\f@ las, 


woftir wir auch 


Site (2)||dz| oder JI f@| 42 


schreiben wollen. Es ist also 
Z Z 
[Sf@az|SJS|t@||az2| <M, 
Zo Zo 


wo M das Maximum von | f(z) | auf L bedeutet. 

Fallt der Punkt Z mit dem Punkte z) zusammen, so zeigt die Glei- 
chung (2): 

Ist f(z) 1m Gebiete D die Ableitung einer vegulaven Funktion, so hat 
das durch eine geschlossene, rektifizierbare, ganz im Inneren von D liegende 
Kurve erstreckte Integral f {(z) dz den Wert Null. 

Da nach § 2 jede in einem Kreise regulére Funktion /(z) dort als 
Ableitung einer Funktion /,(z), eines unbestimmten Integrales, dar- 
gestellt werden kann, so schlieBen wir nun: 
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Im Inneren eines Kreises, in welchem f(z) reguldr ist, ist 


Zz 
J fle) dz 


von dem Integrationswege unabhingig, und das durch eine geschlossene 
vektifizierbare Kurve genommene Integral it f(z) dz ist Null. 

Wir werden in §5 diesen Satz wesentlich erweitern, indem wir 
zeigen, daB an Stelle des Kreises eine beliebige Elementarflache treten 
kann. 


§ 4. Beispiele. 
Ein prinzipiell wichtiges Beispiel bildet das Integral 
az 
ee 3! 


z 


Es sei D das aus allen Punkten der Ebene mit AusschluB der nega- 
tiven Achse der reellen Zahlen bestehende Gebiet. In diesem Gebiete 
ist J(z) nach Kap. 4, §3 eine regulare Funktion und 


di(z) 1 


az Bo 
Daher gilt der Satz: 
Das in dem Gebiete D von einem Punkt a nach irgendeinem anderen 


Punkte b genommene Integral 
b 
dz 


a 


hat den Wert 1(b) — l(a). 
Dabei ist der Integrationsweg, d. h. die a mit b verbindende Kurve L, 
durch welche das Integral genommen 


ie s wird, ganz in dem Gebiete D liegend 
mes vorausgesetzt. Welchen Wert hat nun 
a aber das Integral, wenn die Kurve L 


O 
B Se » nicht mit allen ihren Punkten in dem 
—— Gebiete liegt ? 
Abb. 22. Wir wollen diese Frage zunachst 


fiir den einfachen Fall behandeln, 
daB die Kurve L die Achse der negativen reellen Zahlen nur einmal 
durchschneidet, etwa im Punkt — 9. Durchlauft man die Kurve L vom 
Ausgangspunkt a bis zum Endpunkt 0b, so mége die Uberschreitung der 
Achse der negativen reellen Zahlen von der Seite der positiven nach 
der Seite der negativen Ordinaten hin geschehen, wie das in der Abb. 22 


1 Dies soll natiirlich nur eine kurze Schreibweise fiir fz dz sein. Ahnliche 
2 


Freiheiten erlauben wir uns im folgenden 6fters. 
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angedeutet ist. Es seien nun « und f zwei zu beiden Seiten des Durch- 
schnittspunktes — @ der Kurve L mit der Achse der negativen reellen 
Zahlen angenommene Punkte der Kurve L, und zwar liege « auf der- 
selben Seite von — 9, auf der a liegt; dann ist 


Lassen wir « und # in den Punkt — 9 hineinriicken, so wird 
(a) in U() +2, 
L(B) in l(e) —a7 

ubergehen. Daher kommt 


b 


(1) WAN Uy See 


& 
a 


Trate die Kurve L von der Seite der negativen nach der Seite der 
positiven Ordinaten tiber, so wtirde in vorstehender Gleichung an Stelle 
von + 277 auf der rechten Seite — 227 zu schreiben sein. 

Nunmehr betrachten wir einen Integrationsweg L, der die Punkte a 
und 6 verbindet und die Achse der negativen Zahlen in beliebig vielen 


Punkten s,, sy, .--, S, durchschneidet. 
Wir wollen jedem einzelnen Punkte s, die Einheit ¢, = + 1 oder 
€, = — 1 zuordnen, je nachdem die Kurve L im Punkte s, von der 


Seite der positiven auf die Seite 
der negativen Ordinaten oder 
umgekehrt von der Seite der 
negativen auf die Seite der posi- 
tiven Ordinaten durch die Achse 
der negativen reellen Zahlen hin- 


durchtritt. In der beigesetzten Abb. 23. 
Abb. 23 wiirden z. B. den Punk- 
Fels ssi Sa, 1S, cer heine nach die Linheiten ¢;= -—- 1, ¢,='— I, 


& = +1, e&,=-+ 1 entsprechen. 
Nun gilt offenbar fiir das durch die Kurve L erstreckte Integral 
fe die Gleichung: 
b 
Pm ye) (1 2is (eueie, 2. 28, 


z 
a 


Die Summe ¢, + e, +--: + ¢€, heiBt die Windungszahl der Kurve L. 
Lassen wir die Punkte a und 6 zusammenfallen, so ergibt die Glei- 
chung (1) das Resultat: 
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Es ist 
az 


ae 271, 
wenn das Integral in ,,positivem Sinne um den Nullpunkt erstreckt wird. 
Diese Ausdrucksweise bedeutet, da8 das Integral durch eine einfach ge- 
schlossene Kurve L um den Nullpunkt erstreckt werden soll, wobei L in 
demjenigen Sinne durchlaufen wird, bei dem der Nullpunkt stets zur Lin- 
ken gelegen ist. (Vgl. S. 7, FuBnote.) Diesen Durchlaufungssinn werden 
wir stets den positiven, den entgegengesetzten den negativen nennen. 
Nun betrachten wir das etwas allgemeinere Integral 


wo Z) eine Konstante bedeutet und der Integrationsweg a mit 0 ver- 
bindet. Nattirlich nehmen wir dabei a, 6 und die Punkte des Inte- 
grationsweges L von z, verschieden an. 
Setzen wir 
2—%=C, 


so durchlauft ¢ eine Kurve L’, wahrend z die Kurve Z durchlauft; und 

zwar entsteht L’ aus L durch eine Parallelverschiebung der komplexen 

Zahlenebene (Abb. 24). Bei 

L dieser Parallelverschiebung 

geht die durch 2, parallel zur 

Achse der negativen reellen 

Zahlen verlaufende Gerade 

in diese Achse tiber. Nun ist 

offenbar unser Integral J 
gleich dem Integral 


Abb. 24, 


a—Zo 
wenn letzteres durch die Kurve L’ erstreckt wird. Hieraus folgen nach- 
stehende Satze: 
Es sei g die durch z) parallel zur Achse der negativen reellen Zahlen 
laufende Halbgerade. Dann ist 
b 


d 
| ee a 
a 


wenn der Integrationsweg die Gerade g nicht trifft, dagegen 
b 


az 
i} =1(b — %) —l(a—%) + 2ni(q +e, +--+), 


&— &% 
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wenn der Integrationsweg die Gerade g in y Punkten trifft. Dabei sind 
&1, €g,..., €, diesen Punkten einzeln zugeordnete positive oder negative 
Einheiten. 

Ferner: 

Das in positivem Sinne um den Punkt z = 2, erstreckte Integral 


dz 
‘] Z— 2 
hat den Wert 221. 
Betrachten wir als zweites Beispiel die Funktion 


1 + 
fe) =a @— 4), 
wo ” eine von — 1 verschiedene ganze Zahl bedeutet, so ist 


HM) — (2) = (2 —)". 


Die beiden Funktionen /(z) und /,(z) besitzen, wenn n positiv ist, 
die eine singulare Stelle z = oo, wenn  negativ ist, die eine singulare 
Stelle z = 2); im Falle m = 0 ist 7,(z) nur im Punkte z = o singular, 
f(z) dagegen eine Konstante. Es sind also /(z) und 7, (z) jedenfalls regular 
in dem Gebiete D, welches aus allen Punkten der Ebene mit Aus- 
schluB der Punkte z = z und z =o gebildet wird. Daher gilt 

b 


J (i= a)" dz = f(b — 4)" — (a — 0)""} 


a 
fiir jeden Integrationsweg, welcher nicht durch den Punkt z, geht. 
Insbesondere ist 
f(@—z)"dz=0 
fiir jeden nicht durch z) hindurchgehenden geschlossenen Integrations- 
weg. 
Das in positivem Sinne um z = po erstreckte Integral 


J ea)" az 
tst also immer Null mit Ausnahme des Falles n = — 1, in welchem es 
den Wert 221 besitzt. 


§ 5. Integration regularer Funktionen. 


Es sei wie in §1 die Funktion f(z) regular in dem Gebiete D, und 
E bezeichne eine in dem Gebiete D liegende Elementarflache. Ferner 
mége @ dieselbe Bedeutung haben wie in §1, so daB also jeder Kreis 
vom Radius g, dessen Mittelpunkt der Elementarflache E angehort, 
ganz im Inneren des Gebietes D verlauft. 

Wir verbinden zwei Punkte a und 0, die im Inneren der Elementar- 
flache E liegen, durch eine rehktifizierbare Kurve L, die ganz im Inneren 
der Elementarflaiche E verlauft. 
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Es sei die positive Zahl m kleiner als der kiirzeste Abstand der 
Punkte von L von der Begrenzung von £, so daB jeder Kreis vom 
Radius m, dessen Mittelpunkt ein beliebiger Punkt der Kurve IL, WS. 
ganz im Inneren von E liegt. 

Wir zerlegen nun die Kurve L, indem wir zwischen a und 6 auf 
ihr die Punkte.z,, 24; > 9-1 2.4 emschalten, m \stucké:L, Ls, eee ne 
und zwar seien diese Stiicke so klein, daB der Abstand je zweier Punkte 
eines und desselben Stiickes kleiner als 9 und kleiner als m ist. Es sei 
% = 4, %, = b gesetzt. Wir bezeichnen das durch die Kurve L bzw. L; 
(k =1,...,) erstreckte in §3 definierte Integral 


6 2K 
Sfe)dz baw. f f(e)dz 


kurz mit (L) bzw. (L;); dann ist also 


eat ra 6 6 

(Ly) + Le) t+ E)=f+ f+--+ Jafi@de=O. 

Es soll sich in diesem Paragraphen um den Nachweis handeln, dag 
der Wert dieses durch die Kurve L erstreckten Integrals nicht von der 
Wahl der Kurve L, sondern nur von den Grenzen a und b abhangig ist 
und daB dieser Wert, angesehen als Funktion der oberen Grenze b, eine 
am Inneren der Elementarflache E regulare Funktion 1st. 

Man kann die Kurve L; (k =1, 2, ..., m) ersetzen durch die Ver- 
bindungsgerade G, ihrer Endpunkte, ohne den Wert des Integrals 


eK 
i} f(z) dz dadurch zu andern. Dies folgt unmittelbar aus dem Satze 
hf at 


am SchluB von §3; denn die beiden von z,_, nach z, fiihrenden Kur- 
ven L, und G, liegen im Inneren des Kreises vom Radius 9 um 2, 
und in diesem Kreise ist f(z) regular. Die geraden Strecken G, liegen 
dabei ganz im Inneren von E£. Es ist also 


(LE) = (Gy) + (G) + +++ + (G,) = ©), 


wo G den aus den Strecken G,, G,, ..., G, zusammengesetzten ge- 
brochenen Linienzug bedeutet. Wieder sollen dabei die Klammern, wie 
auch im folgenden, die Integralbildung andeuten. 

Um die Unabhdngigkeit des Integralwertes von der Wahl der Kurve L 
darzutun, gentigt es hiernach, die Gleichheit der beiden Integrale (G) 
und (G’) zu beweisen, wo G und G’ zwei von a nach 6 fiihrende ge- 
brochene Linienziige bedeuten, von denen jeder sich aus einer end- 
lichen Zahl von geradlinigen, ganz innerhalb E gelegenen Strecken 
zusammensetzt. 

Durchlaufen wir den Linienzug G’ in umgekehrter Richtung, so 
dndern wir dadurch nur das Vorzeichen des betreffenden Integrals (G’). 


§ 5. Integration regularer Funktionen. 91 


Es kommt daher der Nachweis der Gleichung (G) = (G’) auf den Nach- 
weis des folgenden Satzes hinaus: 

Wird das Integral ft (2) dz durch den Umfang eines Polygons er- 
streckt, dessen Seiten sdmtlich im Inneren von E liegen, so hat es den 
Wert Null. 

Betrachten wir ein solches Polygon, so kénnen méglicherweise zwei 
nicht aneinander stoBende Seiten desselben sich schneiden, so daB 
also der Umfang des Polygons sich selber durchsetzt. In diesem Falle 
zerlegen wir den Umfang in einzelne Stiicke, 
von denen jedes fiir sich einen einfachen 
geschlossenen Linienzug bildet?. Offenbar 
genugt es, ftir jedes solche Sttick das Ver- 
schwinden des Integrals fi f(z) dz zu beweisen. 

Es seinun P ein Polygon, dessen Umfang 
sich nicht selbst durchsetzt und im Inneren LES 
von E liegt. Den Umfang des Polygons P be- 
zeichnen wir der Ktirze halber ebenfalls mit 
P. Dann handelt es sich um den Nachweis, daB (P) = 0 ist. 

Haben zwei Polygone P, und P, eine Seite gemeinsam (Abb. 25) 
und bedeutet P, + P, das Polygon, welches von den Seiten von P, und 
P, mit Ausschlu8 der gemeinsamen Seite gebildet wird, so ist, wenn die 
Integrale durch die Polygonumfange stets im positiven 
Sinne erstreckt werden, 

(Erect ete) = tea es) 
Denn die auf die gemeinsame Seite von P, und P, 
sich beziehenden Integralteile zerst6ren sich, weil diese 
gemeinsame Seite bei dem Integral (P,) in entgegen- 
gesetzter Richtung zu durchlaufen ist wie bei dem 
Integral (P,). Hieraus folgt nun: 

K6nnen wir das Polygon P in Polygone P,, P,,..., 
P, zerlegen, ftir welche die Integrale (P,), (P.),..., (P,) samtlich 
INiaiivsind, coust auchy(P)\j— 0. 

Dies ist nun tatsdchlich fiir jedes Polygon P méglich, dessen Um- 
fang sich nicht selbst durchsetzt und ganz im Inneren von E liegt. 

Man zerlege namlich die Ebene durch aquidistante Parallelen zur 
Achse der reellen und imaginaren Zahlen in Quadrate, deren Diago- 
nalen kleiner als @ sind (Abb. 26). Durch diese Parallelen wird die Poly- 
gonflache P in Stiicke P,, P,, ... zerlegt, von welchen jedes einzelne 
ganz in einem Kreise mit dem Radius @ liegt, dessen Mittelpunkt ein 


nd 


Abb. 25. 


1 Verfolgen wir namlich das Polygon von einem beliebigen Anfangspunkt 
bis zu dem ersten Punkt P,, der schon durchlaufen wurde, so kénnen wir den 
Zug von P, bis P,, ein einfaches Polygon, abtrennen. Wiederholung dieses Ver- 
fahrens fiihrt zum Ziel. 


92 I, 5. Die Integration analytischer Funktionen. 


Punkt von E ist. Jedes einzelne Integral (P,), (P),... hat daher nach 
§3 den Wert Null und folglich auch das Integral (P). 

Hierbei haben wir stillschweigend angenommen, daB die Flache des 
Polygons P ganz im Inneren von E£ liegt. Es ist aber auch ohne Be- 
rufung auf die Anschauung leicht zu zeigen, da8 kein Punkt im Inneren 
von P auf dem Rande oder auBerhalb von FE legen kann. Denn wenn 
ein solcher Punkt nicht selbst auBerhalb, sondern auf dem Rande 
von F liegt, so gibt es doch in seiner Nahe Punkte im Innern von P, 
die auBerhalb E liegen. Es sei f, ein solcher Punkt. Da E ganz im End- 
lichen liegt, so gibt es auch auBerhalb von P Punkte, die auBerhalb E 
liegen. Ein solcher sei f,. Nach dem Jordanschen Kurvensatz, ange- 
wendet auf Z, miiBte es eine p, und ~, verbindende Kurve geben, die 
ganz auBerhalb von E verlauft und daher das Polygon P nicht trifft. 
Das steht aber im Widerspruch damit, daB nach dem Jordanschen 
Kurvensatz die Verbindungslinie eines Punktes #, im Inneren von P 
mit einem Punkt ~, auBerhalb von P jedenfalls P treffen muB. 

Nachdem wir gezeigt haben, daB der Wert des Integrals 


Stl) dz 


von der Wahl der a mit 6 innerhalb E verbindenden Kurve L unab- 
hangig ist, beweisen wir nun, daB dieser Wert innerhalb E eine regulire 
Funktion von b ist. Wir wollen die obere Grenze jetzt mit z statt mit d 
bezeichnen, die untere Grenze mit z) und 


setzen, wobei der Integrationsweg ganz in E liegt. 
Es sei nun a ein beliebiger Punkt in £. Liegt dann z in einer Um- 
gebung von a, die ganz in D hineinfallt, so ist 
(2) = 6 + e(2 — a) + (ze — a)? + -- 
und nach §2 und §3 


SiC) ab =e (@-a) + Fe — a? +3 @—aP+.. 


Nun k6énnen wir die zy und z verbindende Kurve so wahlen, daB 
sie den Punkt a enthalt. Dann ist 


(1) | he = fre)at = Siar + feat 


= +e) (z—a) + 2(¢—aje+-.., 


a 
WO ¢ = {ie df von z unabhangig ist. 


§ 6. Der Satz von Cauchy. 93 
Die ee (1) zeigt, da®B die Funktion /,(z) innerhalb FE regular 
d hte f 
und = f(z) ist. 


ah ss andere innerhalb E vegulévre Funktion f,(z), welche ebenfalls der 


Gleichung {2 = /(2) gentigt, unterscheidet sich von f,(z) nur um eine 
Konstante. er ist in der Umgebung einer Stelle a von E 
f(z) — f(z) =k + Bye — a) + ha(z — a)? +e, 


so folgt nach Kap. 2, § 4, da die Ableitung von /,(z) — /,(z) verschwin- 
det, daB ky =k, =k, = --- = 0 sein muB. Folglich ist 


fo (2) = fi (z) +R 


und diese in der Umgebung der Stelle a giiltige Gleichung gilt nach 
Kap. 3, §9 fiir das ganze Innere von E. 


§ 6. Der Satz von Cauchy. 

Es sei E eine Elementarflache, auf welcher f(z) regular ist. Be- 
trachten wir eine geschlossene rektifizierbare Kurve L, die ganz im 
Innern von £ liegt, so wird sie durch zwei beliebig auf ihr angenommene 
Punkte a, 6 in zwei Stticke L, und L, zerlegt (Abb. 27). Nach dem 
vorigen Paragraphen ist nun in leicht verstandlicher Schreibweise 


b 
AS Oy wo fy (2) dz 


oder 
b a 
Off (2) dz + Sf) dz = 
a b 


Die Summe der Integrale linker Hand ist aber 
gerade das durch die geschlossene Kurve L ge- 
nommene Integral i f(z) dz. Es gilt also der Satz: 

Liegt die geschlossene rektifizierbare Kurve L ganz im Innern einer 
Elementarflache, auf welcher f(z) reguldr ist, so ist 


ae) a= 0, 
L 


Dieser von Caucuy entdeckte Satz gehdrt wegen seiner mannig- 
faltigen Anwendungen zu den wichtigsten Satzen der Analysis. 

Wir wollen, ehe wir zu solchen Anwendungen tbergehen, noch 
einige Bemerkungen an den Satz von Cauchy kniipfen. 

Es sei E eine Elementarfliche, die mit allen ihren Punkten einem 
Gebiet D angehért und von einer rektifizierbaren Kurve L begrenzt 
wird. Wir kénnen dann (vgl. S. 84) die Elementarflache EF in eine ge- 
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schlossene Kurve L’ einschlieBen, welche eine ebenfalls ganz in dem 
Gebiet D liegende Elementarflache E’ begrenzt (Abb. 28). Wenn nun 
f(z) in dem Gebiet D regular ist, so folgt nach dem Satz von Cauchy, 
wenn dieser auf die Kurve L in der Elementarflache E’ angewendet 
wird, die Gleichung 


fi@dz=0. 
L 


Es gilt also die Gleichung i f(z) dz =0 fiir jede einfach geschlossene 
~==>~ lL’ rektifizierbare Kurve, die eine Elementarflache 
‘,  begrenzt, auf welcher /(z) regular ist. 


/ Ein Flachenstiick G der komplexen Zahlen- 


/ 
/ : ebene sei nun begrenzt von einer endlichen 
\ Zahl einfach geschlossener rektifizierbarer Kur- 
at aad ven ID, L,, £,,.-., die sich gegenseitic: nicht 
Abb. 28. treffen und von denen die eine, L, die tbrigen 
einschlieBt. Das Flachensttick G mége einschlieBlich seiner Randkurven 
L,L,,L,, ... ganz in einem Gebiet D liegen, in welchem /(z) regular 


ist (Abb. 29). Wir wollen dann der Kiirze halber sagen, /(z) sei auf 
der Flache G regular. 

Bei der einzelnen geschlossenen Kurve wollen wir als fosztiven 
Durchlaufungssinn denjenigen nehmen, welcher dem Sinne des Uhr- 
zeigers entgegengesetzt ist. Je nachdem das Integral ii f(z) dz durch 
eine geschlossene Kurve L im fositiven oder im negativen Sinne er- 
streckt wird, bezeichnen wir dasselbe mit is /(z) dz oder f f(z) dz. Ent- 

i* i- 


sprechend soll hernach it | f(z) || dz | das im positiven Sinn durch die 
Lt 


Kurve L erstreckte Integral ii | f(z)| | dz | bedeuten. 


Man sagt, der Rand eines Flachenstiicks werde 
positiv umlaufen, wenn das Flachenstiick dabei zur 
Linken bleibt. Im Falle unseres Flachenstiicks G 
muB also die Kurve L im positiven, alle anderen 
Kurven L,, L,,...im negativen Sinne durchlaufen 
werden. Das durch den Rand von G in positivem 
Sinne erstreckte Integral yt /(z) dz ist also die Summe 

Gt 


Si@ae+ fi@az+ ff@az+---. 
ti i= Le- 


Es gilt nun folgender Satz: 

Wird das Integral i {(z) dz in positivem Sinne durch den Rand einer 
Filiche G erstreckt, auf welcher f(z) reguldr ist, so hat es den Wert Nuil. 

Zum Beweise (bei welchem wir der Einfachheit halber etwa drei 
Randkurven L, L,, L, voraussetzen wollen) verbinden wir die Kurve L 
mit den Kurven L, und L,, sowie L, mit L, durch rektifizierbare, im 


Abb. 29, 


§ 7. Folgerungen aus dem Satz von Cauchy. Der Satz von Laurent. 95 


Inneren von G verlaufende Kurven, die sich gegenseitig nicht treffen. 
Hierdurch zerfallt die Flache G in zwei Elementarflachen E, und E, 
(Abb. 30). Die im positiven Sinne durch den Rand von E, bzw. E, 
erstreckten Integrale Ik /(z) dz sind nun gleich Null, folglich auch ihre 
Summe. Nun werden die Hilfslinien bei der 
Integration durch den Rand von £, gerade 
in entgegengesetzter Richtung durchlaufen wie 
bei der Integration durch den Rand von E,. 
Die betreffenden Integralteile heben sich 
daher bei der Addition auf, und die Summe 
jener beiden Integrale ist also identisch mit Abb. 30. 
dem im positiven Sinne durch den Rand 
von G erstreckten Integrale ii f(z) dz. 

Betrachten wir den speziellen Fall des letzten Satzes, in welchem 
die Flache G nur zwei Randkurven L und L, besitzt (Abb. 31), so haben 
wir dann die Gleichung Z 


St(@dz+ fi(ejdz=0, } 
Lt DLy~ 


aus welcher 


1B Ly Abb. 31. 
folgt. Also: 


Begrenzen die berden Kurven L und L, eine Flache und ist f(z) auf 
dieser Flache mit Einschluf des Randes regular, so adndert sich der Wert 
des Integrales 


St (2 dz 
iL 


nicht, wenn man die Kurve L durch die Kurve Ly, ersetzt. 


§ 7. Folgerungen aus dem Satz von Cauchy. 


Der Satz von Laurent. 


Es sei L eine einfach geschlossene rektifizierbare Kurve, welche 
eine Elementarflache E begrenzt, auf der die Funktion /(z) regular ist. 
Bedeutet z) einen Punkt im Inneren dieser Elementarfliche EF, so ist 
offenbar auf E mit AusschluB des Punktes z, die dort definierte Funktion 
= = regular. Ist nun 


f (2) = cy +6 (@ — %) +o (@— AH)? Fo 


die Potenzreihenentwicklung von /(z) in einer zu E gehérigen Um- 
gebung von 2, so gilt in dieser Umgebung mit Ausschlu8 des Punktes 2, 


nib) ta Ses) a REY een See 
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Definiert man also iiberdies g(z,) = c, = f (49), so gilt die vorstehende 
Potenzreihenentwicklung von g(z) in einer ganzen Umgebung von 29; 
die Funktion g(z) ist also auf der ganzen Elementarflache E regular. 


ee ist 
= dz =e (2)dz = 
Lr 


f (2) — 1 (0) g i (2) ~ 1 

ee Z— 2% r= fa Aegis 
Lt Lt 

Der Faktor von /(z)) hat, wie wir in § 4 gesehen haben, den Wert 227. 

Also ist 


1 f (2) dz 
Quail z—% 
Lt 


f (%) = 


Wir wollen die Bezeichnung ein wenig andern. Den auf L verander- 
lichen Punkt bezeichnen wir mit ¢ statt mit z und den im Inneren von 
L beliebig angenommenen Punkt mit z statt mit z). Dann heiBt unsere 
Formel: 


(1) f(z) = = Ba, peer 


Diese Formel zeigt, daB man die Werte von f(z) im Inneren von L 
berechnen kann, wenn man die Werte von f(z) auf der Kurve L kennt. 
Denn der Wert des Integrals hangt nur von den Werten /(¢) ab 

Die Formel (1) 1aBt sich leicht verallgemeinern. Eine Flache G sei 
begrenzt von einer endlichen Anzahl von Kurven L, L,, Ly, ..., L,, 

von denen die erste, L, die wbrigen einschlieBt. Auf 
@ G mit Einschlu8 des Randes sei f(z) regular. Wir 
fixieren innerhalb G willktirlich einen Punkt zp, legen 


um 2) eine Kurve K, die eine ganz in G liegende Ele- 
@ mentarflache einschlieBt, und scheiden diese Elemen- 
tarflache aus G aus (Abb. 32). Dadurch erhalten 

Abb. 32. wiry cine? von den sKurvens Ly Le ° ee end 


kK begrenzte Flache G’; auf dieser und auf ihrem 
aG : 


Rande Ist 


Felglich neh ae positiv durch den Rand von G’ erstreckte Integral 
aa 


regular. 


~ bz gleich Null; und hieraus entnehmen wir die Gleichung 


f(z ae f(z seh 
en Z— && ee hae 
K* Lt 

Die linke Seite stellt nach Formel (1) den — f{(%) dar. 


Ersetzen wir wieder z) durch z und schreiben wir in den Integralen ¢ 
statt z, so kommt 


(2) Farratle ey taazJeme + 
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Diese Formel driickt wiederum den Wert von f(z) im Inneren der 
Flache G durch die Werte dieser Funktion auf dem Rande von G aus. 


Von der Formel (2) wollen wir nun eine interessante Anwendung 
machen. Es sei R ein Kreisring, begrenzt durch zwei Kreise mit dem 
Mittelpunkt a. Die Punkte dieses Kreisringes, zu welchen wir die Punkte 
auf den Peripherien der Begrenzungskreise nicht rechnen, bilden ein 
Gebiet. Es mége die Funktion f(z) in diesem Gebiet regular sein. Fixieren 
wir einen beliebigen Punkt z in dem Kreisring, so kénnen wir einen 
zweiten Kreisring mit demselben Mittelpunkt a konstruieren, der ganz 
in dem urspriinglichen Kreisring liegt und z in seinem Inneren ent- 
halt. L, und L, seien die diesen zweiten Kreis- 
ring begrenzenden Kreise (Abb. 33). Dann ist 
nach der Formel (2) 


f(2) =A) +h (2), 
wobei 


t(E 1 f(¢) a¢ 
iy ( )= ane] 7 Ie) = ane) tmz 


ist. ieaceeelaagiete soist|z—a|<|¢€—a| 
und also 


(3) 


Der Wert k, ist eee von der Lage des Punktes ¢ auf L,, 
weil | € — a | langs L, konstant bleibt, namlich den Radius des Kreises 
L, vorstellt. 


In dem durch L,* erstreckten Integrale substituieren wir 


“e 


i 1 ed ee =_— 
arene a ie a), at tt: 


Me 


—a)*(t—2) 


und integrieren dann gliedweise. Hierdurch kommt 


Pi em tC ge y (et) mt ne, (Za) fee Cg (2 a)? 


wobei gesetzt ist 


1 ¢ fae Ie a 
(4) e= ent | Go aFh (A =0, lec eee cages ie 
Dy 
1 z—a\" f(C) ae 
to ai) (=a) =e” 


Mit unendlich wachsendem u konvergiert 7,, gegen Null; denn es ist 
nach §3 


Iv, ral a, HO) \ae| = "sf |Z2= (Lac 
a 


Pi 


Hurwitz-Courant, 2 NE 8, Aufl, 
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und nach (3) ist lim ky” = 0. Also ist 


n> oc 


| 1 pftyd 
6) AQ=s7fE4 
By* 


= ¢, +0, (z —a) +e, (z —a)?+---+0e,(z—a)"+- 

Bei dem Integral, welches den Koeffizienten c;, definiert, darf statt 
des Kreises L, auch irgend ein anderer Kreis mit dem Mittelpunkt a, 
der ganz im Kreisring R liegt, als Integrationsweg genommen werden. 
Denn die integrierte Funktion agar ist im Kreisring R regular. 
Man darf nach dem vorigen Paragraphen statt L, sogar allgemeiner 
einen beliebigen einfach geschlossenen Integrationsweg nehmen, der 
den Punkt a einschlieB8t und ganz im Innern des Kreisringes R verlauft. 
Hieraus folgt beilaufig, daB c, von der Wahl des Punktes z im KreisringR 
unabhangig ist. /,(z) stellt nach (5) eine im Inneren des gréferen Be- 
grenzungskreises des Ringes RF regulare Funktion vor. 

Betrachten wir nun 


1 d 
A) = f24. 
4 se 


so bemerken wir zunachst, daB fiir jeden Punkt ¢ der Kreisperipherie L, 
die Ungleichung 


6 Se 


Z2— a 


[=m <1 
gilt. Daher werden wir in dem peter substituieren 


Ibe selbst 4 — (¢- (t — a)” 
AG pte=3 erie sayy, — eo 


ze—C E—a (2— 


Hierdurch kommt 


1 1 ; 
Nm roma ls reer ere. Sy apaes etl 
wobei gesetzt ist 
(6) Ca = zai} (0\ )(C— ajF-tae (@=1,2,....n), 
eae C—a\" 7 (0) ae 
n - Apes Zane 


L,* 


Ebenso wie 7, konvergiert auch 7, mit unendlich wachsendem n gegen 
Null. Also ist 


7) fa (2) arrxalee zt Cane re : ai ek 


Vie z— a)” 


Auch ale darf bei dem Integral (6), welches c_, definiert, die Kreis- 
peripherie L, durch jede andere ganz im Kreisring liegende Kreis- 
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peripherie mit dem Mittelpunkt a ersetzt werden und allgemein durch 
jede einfach geschlossene Kurve, welche a umschlie8t und ganz im 
Kreisring liegt. Die Gleichung (7) zeigt, daB /,(z) eine auBerhalb des 
inneren Begrenzungskreises unseres Kreisringes regulare Funktion ist. 
Beachten wir noch, da der Integrand in (6) aus dem in (4) hervorgeht, 
wenn wir in diesem — # an Stelle von & schreiben, so kénnen wir das 
Resultat unserer Untersuchung so aussprechen: 

Ist die Funktion f(z) reguldy in einem Kreisringe mit dem Mittel- 
punkte a, so lat sich f(z) in diesem Ringe darstellen durch eine nach 
positiven und negativen Potenzen' von z — a fortschreitende Potenzreihe: 


+ 0o 
(8) fe) = So, (2 — a)". 
n=—0o 
Die Glieder mit positiven Potenzen bilden eine Potenzreihe (z — a), 
welche in dem griferen den Ring begrenzenden Kreise konvergiert, die 
Glieder mit negativen Potenzen bilden eine Potenzrethe 3, (—), welche 


auperhalb des kleineren den Ring begrenzenden Kreises konvergiert. Ist 
ferner L eine Kreisperipherie mit dem Muttelpunkt a, die ganz im Inneren 
des Kreisringes liegt, so hat man 


id d 
(9) “= 5 [|S BS, ik ye 
1H 


Insbesondere 1st 


(10) cas z fi (ae. 
Lt 


Der vorstehende Satz ist unter dem Namen des Satzes von Laurent 
bekannt. 

Aus dem Hilfssatze von Kap. 2, § 9 wollen wir jetzt noch die Folge- 
rung ziehen, da eine in einem Kreisringe nut dem Mittelpunkt a regulare 
Funktion f(z) nur auf eine Weise nach positiven und negativen Potenzen 
von z—a entwickelbar ist. Ist namlich 


+00 gies 
PA) eae ays 7 F(8) eae (z — a)", 
so folgt 
0 = S, — d,) (z — a)”. 


Die Potenzreihe auf der rechten Seite stellt also im Kreisringe eine 
regulare Funktion vor, die den konstanten Wert 0 hat. Also hat auch 
das Maximum M ihres absoluten Betrages auf der Peripherie eines be- 
liebigen im Ringe gelegenen Kreises | z| = @ den Wert 0. Setzen wir 


1 Der Kiirze halber nennen wir eine Potenz (z — a)” eine positive oder negative 


Potenz, je nachdem der Exponent 2 0 oder < 0 ist. 
7* 
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aber in jenem Hilfssatze M = 0, so erhalten wir | c,, — d, | 0” SO und 
folglich |c, —d,| <0, c, =d,. Die Reihe fiir die Funktion f(z) ist 
also notwendig die Laurentsche Reihe mit den durch (9) gelieferten 
Koeffizienten Cy. 

Aus der Gleichung (9) lesen wir umgekehrt sehr leicht den soeben 
benutzten Hilfssatz itber Laurentsche Reihen ab. Es folgt namlich 
aus (9) die yeast 


tel Sze Jl ena 


Wenn nun langs der Kreisperipherie L bestandig | f(¢)| <M ist, so 
hat man 


ac|. 


| 4c | 
kes Jit= ale 


Es ist aber | € — a| gleich dem Radius g des Kreises L. Definitions- 
gemaB (vgl. §3, S.85) kommt also, wenn ds das Bogenelement des 


Kreises L bedeutet, 
M 1 M 
mes ees —| oO’ 
Lt 


und diese Ungleichung bildet den Inhalt jenes Hilfssatzes. 
Mit Hilfe des Laurentschen Satzes kénnen wir den folgenden wich- 
tigen Satz beweisen: 


Der absolute Betrag jeder in der Umgebung einer tsolierten singu- 
laren Stelle eindeutigen analytischen Funktion nimmt dort beliebig grofBe 
Werte an. 

Anders formuliert: Eine in der Umgebung eines Punktes a eindeutige 
regulare Funktion f(z) von beschranktem absolutem Betrag ist in diesem 
Punkte selbst regular. 

Zum Beweise zeichnen wir um a einen ganz in jener Umgebung ge- 
legenen Kreisring und betrachten in der obigen Laurentschen Ent- 
wicklung den Koeffizienten c, (n = —1, —2,...). Ist nun M eine 
Schranke fiir | /(z)| in der Umgebung von a, so kénnen wir, da der 
innere Kreis des Kreisringes beliebig klein genommen werden kann, 


Na fave 
in der Abschatzung |c,| < a die Zahl 0 beliebig klein wahlen, woraus 


sofort c_,= 0, c_, = 0,..., also die Regularitat von f(z) in z = a folgt. 
Eine wichtige Folgerung des hiermit bewiesenen Satzes ist der Satz 
von Weterstrap: 
Eine in der Umgebung einer wesentlich singuldren Stelle a eindeutige 
Funktion f(z) kommt in beliebiger Nihe dieser Stelle jedem beliebigen 
Werte beliebig nahe. 


Ware dies fiir einen Wert x nicht richtig, so ware der absolute Be- 


trag der in der Umgebung von a eindeutigen regularen Funktion j an 
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daselbst beschraénkt, also diese Funktion nach dem vorigen Satze im 
Punkte z = a regular; die Funktion /(z) — «, also auch die Funktion 
(2), ware also in z =a entweder regular oder hatte dort einen Pol, 
also jedenfalls keine wesentlich singulare Stelle. 


§ 8. Die Residuen der analytischen Funktionen. 


In dem Gebiete D sei die Funktion /(z) regular. Ferner sei a ein 
isolierter Randpunkt von D, so daB also in einem geniigend kleinen 
um a beschriebenen Kreise der Mittelpunkt a der einzige nicht zum 
Gebiet D gehdrige Punkt ist. Betrachten wir nun einen Kreisring mit 
dem Mittelpunkt a, der ganz in dem Gebiete D liegt, so haben wir inner- 
halb desselben nach dem Laurentschen Satze: 


Q) f= Se, @—a" = Bea) +B (4). 


N=—0o 
Der Radius des inneren Begrenzungskreises des Kreisringes kann dabei 


1 ; 
—,| eine auBer- 
PS (85 

halb des Punktes z = a tberall konvergierende Potenzreihe sein. 


Wir fthren nun die folgende Definition ein: 


so klein gewahlt werden, wie man will; daher wird B,( 


Der Wert des positiv um den tsolierten Randpunkt a genommenen 


Integrales 
1 


eee 


soll das ,,Residuum von f(z) an der Stelle z = a hetBen. 
Fur dieses Residuum gebrauchen wir nach CAucHy die Bezeichnung 


ie Lf (z)]. 


Nach Gleichung (10) des vorigen Paragraphen ist dieses Residuum 


der Koeffizient von aus der Entwickelung (1) von f(z) nm der Um- 


Z—a 
gebung von z= a nach positiven und negativen Potenzen von z— a. 

Hierbei haben wir a als endlich vorausgesetzt. Wir wollen indessen 
den Begriff des Residuums auf den Fall a = oo ausdehnen. Es sei also 
der Punkt oo ein isolierter Randpunkt eines Gebietes D, in welchem 
}(z) regular ist. Wahlen wir zwei Kreise mit dem Mittelpunkt 0 und mit 
gentigend groBen Radien, so wird in dem von diesen Kreisen begrenzten 
Kreisring f(z) regular und also in der Form 


+00 1 
(2) he — BO) + (=) 
n=—©0o 
darstellbar sein. Hier wird, beilaufig bemerkt, $8 (z) eine bestandig kon- 
vergierende Reihe sein, weil wir den Radius des 4uBeren Begrenzungs- 
kreises unseres Kreisringes beliebig gro8 nehmen diirfen. 
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Als Residuum von }(z) fiir den Punkt co bezeichnen wir nun den 


Wert von 
1 


2060 


ff (2) dz, 


wenn wir das Integral in negativem Sinne durch einen Kreis erstrecken, 
der ganz in dem Gebiete D liegt und dessen Auferes, abgesehen vom Punkte 
oo, ebenfalls ganz dem Geliete D angehort. 


Fiir dieses Residuum wenden wir die Bezeichnung 
rif (2) 
an. Nach dem vorigen Paragraphen ist sein Wert der negativ genommene 
Koeffizient von z aus der Entwicklung (2) der Funktion f(z) in der 
Umgebung von z = om. 
Wir wollen nun die Residuenformel von CAUCHY 
ableiten. 


Wir nehmen an, /(z) sei regular auf einem 
Flachensttick /, abgesehen von den inneren Punkten 


Q,) G50. + dp Die Randkurven /2L, Lo me vome: 

Abb. 34. setzen wir als rektifizierbar voraus (Abb. 34). Wir 
umpebeny dies Punkté x7," ds)4 2 a leiicd 

Kreisen K,, K,, ..., K,, die sich gegenseitig nicht treffen und ganz 


im Inneren von F liegen. SchlieBen wir die Flachen dieser Kreise aus 
F aus, so erhalten wir eine Flache F’, welche von den Kurven 


d Bierce Br bk ra gree Ee rey Ae Bl «be, 
begrenzt ist, und auf der Flache F’ wird die Funktion /(z) regular sein. 
Nach dem Satz von CaucHy ist das positiv durch die Berandung 
von F’ erstreckte Integral i} /(z)dz gleich Null. Hieraus folgt, wenn die 
Integration durch den Rand von F in positivem Sinne durch das Zeichen 
F* angedeutet wird, 


sai ff det go fide ts [i @ae+---4 
Wye E.- 


mt 
K 


1 
sai) f @) dz =0. 
1 Kas 

Die auf die Kreise K,, Ky, ..., K, beziiglichen Glieder dieser Gleichung 
stellen die negativ genommenen Residuen der Funktion f(z) an den 
Stellen @,, a, ..., a, vor. Folglich ist 


@ se ff@de=rYOl+rV@l+--+rU al. 


Ft 


Als Beispiel der Anwendung dieser ,,Residuenformel betrachten wir 
das Integral 


+co 
T=fR(2)dz: 
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hierin bedeutet R(z) eine rationale Funktion, die fiir reelle Werte von 
z nicht unendlich wird und fiir z = co mindestens von der zweiten 
Ordnung Null wird, worunter wir verstehen, daB CAM aal EAP jqhie: ae — 106) 
einen endlichen Grenzwert ergibt. 

Es bedeute # eine positive GréBe, die spater unendlich groB werden 
soll. Uber dem Stiick — p--- + der Achse der reellen Zahlen als 
Durchmesser beschreiben wir einen Halbkreis K und denken uns £ 
schon so groB gewahlt, daB die oberhalb der Achse der reellen Zahlen 
liegenden Pole der rationalen Funktion F(z) samtlich innerhalb des 
Halbkreises liegen (Abb. 35). 


“an 
Die Anwendung der Gleichung (3) auf \N 
die Flache dieses Halbkreises liefert : 
+p 
4 R (2) d R (z) d 
()  SRQjde+ [Reds 5 wo 
Abb. 35. 
= 201 Sir[R (2)], 
ak 


wobei die Summe iiber alle Pole a, von R(z) zu erstrecken ist, welche 
positive Ordinaten besitzen. 

Nun strebt das tiber die Halbkreisperipherie K genommene Integral 
ii R(z)dz mit wachsendem p gegen Null. In der Tat ist fiir gentigend groBe 
aay von |z|, d.h. in der Umgebung von z = oo, 


c 


(5) Rast pie Sl te) © (E26 +0), 


ar 
WO € mit + verschwindet. Daher ist, wenn z auf K liegt, 

2|¢| 

(Be 

sobald # so groB geworden ist, daB auf K bereits (5) gilt und tiberdies 
|< |< 1 ausfallt. Aus vorstehender Ungleichung folgt nach §3 


[R= 


el<atle)< 


2\c 
{Ral sfiR@llalste flee] =Fae, 


well i |dz| die Lange des Halbkreises K ist. Mit unendlich wachsen- 
K 


dem # nahert sich nun ele und also auch J R(z)dz der Grenze Null. 


Die Gleichung (4) geht daher fiir # = oo uber in 


+ co 
JR@)dz=2ni Sr[R (I, 


wobei iiber alle Pole a, von R(z) mit positivem Imaginarteil zu sum- 
mieren ist. 
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Beispielsweise wird fiir ganzzahliges positives n 
a dz 5 1 
Jas 1) =2nirlazapl: 
Um das Residuum zu berechnen, haben wir die Funktion (z? + 1)” 
nach Potenzen von 
Z2—t=h 


zu entwickeln. Nun ist fir |” |< 2 


l = 1 Cae 1 = 1 ( >) 
CAE De (CPt Le aah ome ee i 


= Sie hn (1 +n = ch Ber 1) fae! n(n jones 2) goes a 


Der Koeffizient von ie in dieser Entwicklung lautet 


I Ne ee la ae 1 (2n — 2)! 
a 


(21) (n— 1)! 2 "92"-1 (n — 1)! (n— 1)!’ 


und dieses ist also der Wert des in Betracht kommenden Residuums. 
Daher finden wir 
++ co 
Gee at (2n — 2)! 
ke +1)" 289-2" (n— 1)! (n— 1)! ° 


—c 


§ 9. Bestimmung der Null- und Unendlichkeitsstellen 
einer Funktion. 


Es sei F eine Elementarflache oder eine von einer endlichen Anzahl 
von einfach geschlossenen Kurven begrenzte Flache. Die Randlinien 
werden als rektifizierbar vorausgesetzt. Nun mége f(z) auf der Flache F 
veguléy sein, abgesehen von den Punkten ay, ay, ..., a, welche Pole von 
/(z) sein sollen. Auf dem Rande von F soll f(z) weder verschwinden noch 
Pole haben. Die im Inneren von F vorhandenen Nullstellen von f(z) seien 
by, by, ..., 0,. Ihre Anzahl ist notwendig endlich, da sie keine Haufungs- 
stellen besitzen kénnen. Denn nach Kap. 2, § 5 kénnte f(z) in einer 
solchen Haufungsstelle nicht regulér sein. Diese muBte also in einen 
der Pole a;, fallen; das widerspricht aber der Definition des Pols, nach 


: : Lae 
welcher die Funktion 7@ m der Umgebung von a, regular sein soll. 


Die Funktion ie ist nun offenbar auf F regular, abgesehen von 


Cena Pumiten Gi j.@a,\.n yee Oye. 0, nen 


Besitzt f(z) in der Umgebung einer Stelle a die Entwicklung 
PAZ) = 9 (@ a) ¥ 2. eg a) Pre iae (Co + 0), 
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wobei k eine positive oder negative ganze Zahl bezeichnet?, so ist 


f' (2) = Beg (z — a)F4 + (h + I) 0, (2 — alt fF - 
und folglich 


F (2) k 2 
FO #4 Bea). 
Der Punkt a ist dann also ein Pol von a) und & das zugehorige Re- 


f(z 
siduum. Wenn & eine positive Zahl ist, so sa a eine Nullstelle von f(z), 
und zwar soll diese Nullstelle eine k-fache oder von der Vielfachheit oder 
Multiplizitat k heiBen. Wenn dagegen k eine negative Zahl ist, so ist a 
ein Pol von f(z) und # = — k seine Ordnung, oder anders ausgedriickt, 
es ist a eine h-fache Unendlichkeitsstelle der Funktion f(z) oder auch eine 
Unendlichkeitsstelle von der Multiplizitat h. Der Residuensatz ergibt nun 


1 f (2) 
i F(a 8% = Ba + he fear Eke (he lig ae 9 hr)» 
Ft 
wo k,, ko, ..., k, die Multiplizitaten der Nullstellen 6,, 6,,..., b, und 
Wigs Wey aie aie Multiplizitaten der Unendlichkeitsstellen ay, te ae gt 


Hedonist Rechnen wir jede Nullstelle und jede Unendlichkeitsstelle 
so oft, wie ihre Multiplizitat angibt, so ist kj +k, +--- +h, die 
Gesamtzahl der Nullstellen und, + h, + --- +h, die Rea der 
Unendlichkeitsstellen von /(z) innerhalb der Flache fF. Also: 
Bezeichnet N die Gesamtzahl der Nullstellen, U die Gesamtzahl der 
Unendlichkeitsstellen von f(z) innerhalb der Flache F, so tst 


S| eee 
(1) rae dz= NU. 


Hieraus ergibt sich beilaufig ein neuer Beweis fiir den Fundamental- 
satz der Algebra. Ist namlich 


Pee ae al ae ao a (n > 0), 
so hat man fiir gentigend groBe Werte von |z| die Gleichung 
(2) ngrtt..-. Nn 


a — Ry Re Soe 
ACP ar oe ee ee oy eal 

Es sei nun F die Flache eines Kreises mit dem Mittelpunkt 0, dessen 

Peripherie im Inneren des Geltungsbereiches der vorstehenden Ent- 

wicklung liegt und durch keine Nullstelle von /(z) geht ?; dann kommt 

nach §7, Formel (10) 


1 Dies bedeutet offenbar, daB f(z) in a entweder eine Nullstelle oder einen 
Pol hat. 
2 Nach Kap. 3, §4 (S.47) hat f(z) nur endlich viele Nullstellen 
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und folglich, da f(z) nicht unendlich wird, also U = 0 ist, 
INT == Fly 


d. h. {(z) verschwindet im Innern von F genau nial, 


Das Integral (2 a dz = i © =a log f(z) geht durch die Sub- 
stitution 
f(z) = 6 


in das Integral {= iiber. Hieraus ergibt sich eine neue Deutung der 
Formel (1). Wenn namlich z eine der Randlinien L der Flache F durch- 
lauft, so wird der Punkt ¢ = /(z) eine geschlossene Kurve L beschreiben. 


Das Integral 
SY Aes Tee 
Sar! alae 
fs s 


L 


gibt daher nach §4 die Windungszahl der Kurve L an. Also kénnen 
wir den Inhalt der Gleichung (1) auch so aussprechen: 

Der Punkt z beschreibe die Randlinien L, L,, Ly, ... der Fliche F, 
und zwar die duBere Randline L in positivem, die inneren Randlinien 
in negativem Sinne. Dann wird der Punkt € = f(z) gewtsse geschlossene 


Kurven L, Ly, Ly, ... durchlaufen. Die Summe der Windungszahlen der 
letzteren Kurven ist dann gleich der Differenz der Anzahl der Nullstellen 
und der Anzahl der Unendlichkertsstellen, welche f(z) innerhalb der Flache 
F besitzt. 

Zwei Funktionen /(z) und g(z) seien auf der Flache F regular. 
Langs des Randes von F sei bestandig | g(z)| < |f(z)|. Da | p(z)| = 0 
ist, so kann f(z) auf dem Rande von F nicht verschwinden. Ebenso- 
wenig kann /(z) + (z) in einem Punkte des Randes von F Null sein, 
weil |f(2) + (|Z If | — |p@)| > 0 ist. 


Setzen wir nun 


(2) Pe) 1 tus ye), 
so ist nach Voraussetzung “ = a langs des Randes von F bestandig 


absolut genommen kleiner als 1, und es ist daher auch das Maximum 0 
von | | langs des Randes von F kleiner als 1. Der Punkt y(z) = 1+ u 
fallt also niemals auBerhalb des Kreises mit dem Mittelpunkt 1 und dem 
Radius ge, und dieser Kreis schlie8t den Nullpunkt aus. 

Nun folgt aus (2) 


und daher ist 
1 iM oe Q’ a 1 ie il y’ 
Sai Fae ee | bare (en Oe 
Ya Ee Fr 
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Das letzte Integral ist aber Null, weil der Punkt y(z), wahrend z eine 
Randlinie von F durchlauft, eine den Nullpunkt ausschlieBende Kurve 
beschreibt, deren Windungszahl also Null ist. 

Die vorstehende Gleichung lehrt folglich, da8 die Funktion 
/(z) + (2) genau dieselbe Anzahl von Nullstellen auf der Flache F 
besitzt wie die Funktion /(z). Also: 

Sind die Funktionen f und auf der Fliche F reguléy und ist lings 
des Randes von F bestindig | p|<|f|, so besitzt die Funktion ¢ + » 
genau so viele Nullstellen innerhalb F wie die Funktion f. 

Diesen Satz verallgemeinert man leicht auf den Fall, in welchem / 
und in der Flache F eine endliche Zahl von Polen besitzen. Es tritt 
dann in dem Ausspruch des Satzes an die Stelle der Anzahl der Null- 
stellen nur die Differenz zwischen dieser Anzahl und der Anzahl der 
Unendlichkeitsstellen. 

Als Anwendung des vorstehenden Satzes wollen wir beweisen, daB 
eine auf der Flache F reguléare Funktion f(z), welche auf der Flache 
nirgends verschwindet, die folgende Eigenschaft besitzt: 

Sowohl das Maximum wie das Minimum des absoluten Betrages von 
f(z) findet sich auf dem Rande der Fliche F. 


Angenommen, das Minimum von | /(z)| fande sich nicht auf dem 
Rande von Ff. Dann ware langs des Randes 


If (20) |< |F@) 


wo 2, einer derjenigen Punkte innerhalb F ist, fiir welche das Minimum 
von | f(z)| stattfindet. Folglich wiirden /(z) und f(z) — f(z) innerhalb 
F dieselbe Zahl von Nullstellen haben. Diese Zahl ist aber 0 fir /(z) 
und mindestens | fiir /(z) — f(z), da letztere Funktion die Nullstelle 
z=: 2, hat. Die Annahme, von der wir ausgingen, fiihrt also zu einem 
Widerspruch. 

Fande sich auf dem Rande von F nicht das Maximum von | f(z) |, 
so ware fiir einen geeignet gewahlten Punkt z) im Inneren von F die 
Ungleichung | /(z)| < | f(%)| langs des Randes erfiillt. Also hatte 
} (%) — f(z) dieselbe Zahl von Nullstellen innerhalb F wie die von Null 
verschiedene Konstante f(z), was wiederum widersinnig ist. 

Die Gleichung (1) ist nur ein spezieller Fall der folgenden: 


, 


waif eG eae = SH Sat, 

Ft 
in welcher 4 eine nicht-negative ganze Zahl bedeutet und die Summen 
iiber die Null- bzw. Unendlichkeitsstellen von /(z) im Inneren von Ff’ 
auszudehnen sind. Dabei ist jede Stelle so oft zu beriicksichtigen, wie 
ihre Multiplizitat angibt. 
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Sechstes Kapitel. 
Die meromorphen Funktionen. 


§ 1. Begriff der meromorphen Funktion. 


Unter einer meromorphen Funktion verstehen wir eine eindeutige 
Funktion, die im Endlichen keinen wesentlich singuldren Punkt besitzt. 

Zu diesen Funktionen gehéren die ganzen Funktionen, welche im 
Endlichen iiberhaupt keinen singularen Punkt haben; ferner die ratzo- 
nalen Funktionen, welche nur Pole und zwar in endlicher Anzahl 
besitzen. 

Die Definition der meromorphen Funktion besagt in anderer Aus- 
drucksweise: 

Bedeutet a einen beliebigen Punkt im Endlichen, so ist fiir eine 
passend gewahlte Umgebung von a entweder 


(1) f (2) = eo + ey (2 — @) + Cy (z — a)? + °°, 


wenn namlich a ein regularer Punkt ist, oder aber 


Q) =p @tal—atele—a@t+---) (+0; 7>0), 


wenn namlich @ ein Pol v-ter Ordnung ist. Nehmen wir an, daB die Funk- 
tion /(z) nicht identisch Null ist, so wird in (1) ein erster Koeffizient 
in der Reihe Cp, cy, C2, .. . vorhanden sein, der nicht Null ist. Die beiden 
Falle (1) und (2) kénnen daher so zusammengefaBt werden: 

Eine Funktion f(z), die nicht tdentisch Null ist, ist dann und nur 
dann meromorph, wenn ftir qede endliche Stelle a eine Darstellung der 
Gestalt 

f(z) = (2 — a@)F (Cg + (2 — a) + eg(z—a)?+ +++) (cy +0) 
gilt, wo k eine positive, verschwindende oder negative ganze Zahl bedeutet. 

Die Zahl k mége Ovdnung der Stelle a fiir {(z) heiBen. 

Hieraus folgen nun nachstehende Satze: 

1. Jede Konstante ist eine meromorphe Funktion. 


2. Summe und Differenz zweier meromorpher Funktionen sind wieder 
meromorphe Funktionen. 


3. Produkt und Quotient zweier meromorpher Funktionen sind wieder 
meromorphe Funktionen. 
Zusammenfassend kénnen wir sagen: 


4. Eine rationale Funktion von meromorphen Funktionen 


R (hp fe DS sie 
mit konstanten Koeffizienten ist wieder eine meromorphe Funktion. 


Insbesondere ist also der Quotient zweier ganzer Funktionen eine 
meromorphe Funktion. Da sinz, cosz ganze Funktionen sind, so sind 
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sin Z 
alsontezs =, 
COs Z 


horen die meisten in der Analysis auftretenden eindeutigen Funktionen 
zu den meromorphen. 


cos Z “ - 
cotz = =~ meromorphe Funktionen. Uberhaupt ge- 


§ 2. Die meromorphen Funktionen mit endlich 
vielen Polen. 
Ist f(z) eime meromorphe Funktion, die keinen Pol im Endlichen 
besitzt, so ist sie eine ganze Funktion. 


Besitzt die meromorphe Funktion f(z) nur endlich viele Pole im 
Endlichen, so seien diese 


Cin one. a, 


als): &(—-); peg g.(=) 


die zugehérigen meromorphen Teile (vgl. S. 57). 
Dann ist 


und 


k 
#@) = Dien(soa) +60), 


wo G(z) eine ganze Funktion bedeutet. 


§ 8. Die meromorphen Funktionen mit unendlich vielen 
Polen. Der Mittag-Lefflersche Satz. 


Hat eine meromorphe Funktion /(z) wnendlich viele Pole, so haben 
diese nur die eine Haufungsstelle oo. Denn jede Haufungsstelle von 
Polen ist nach Kap. 3, § 7 eine wesentlich singulare Stelle, und wir haben 
bei der Definition der meromorphen Funktionen vorausgesetzt, daB 
}(z)_héchstens die wesentlich singuldére Stelle co hat. Da hiernach in 
jedem Kreise mit dem Mittelpunkt Null nur endlich viele Pole von 
f{(z) liegen kénnen (so lassen sich die Pole nach wachsenden absoluten 
Betragen anordnen) Die Pole bilden dann also eine Folge 


Ln D SP eg eine oy 
von der Beschaffenheit, daB 
| ao | <|a,| = | a2 | = |a3|/< iia Sa 


und 
lim a, = ©o 
N—-> co 


ist. Wir bezeichnen die zugeh6rigen meromorphen Teile von f(z) mit 


Fy (2) = 80 (==). F, (2) = & (——). Pode Ne) =e, (—). Ree: 
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Ist die Stelle z = 0 ein Pol von f(z), so ist aj) = 0; auf jeden Fall aber 


sind a4, a, @;,... von Null verschieden. 
Es sei C, ein Kreis mit dem Mittelpunkt 0, dessen Radius kleiner als 
| a, | sei; dann liegen die Punkte ay, dg, a3, .. . simtlich auBerhalb des 


Kreises C,. Jetzt sei C, ein Kreis mit dem Mittelpunkt 0, dessen Radius 
gréBer als der Radius vonC,, aber kleiner als | a, | sei; dann liegen die 
Punkte dy, a3, ... sdmtlich auBerhalb des Kreises Cy. Nun sei wieder 
C, ein Kreis mit dem Mittelpunkt 0, dessen Radius gréBer als der Radius 
von C3, aber kleiner als | a; | ist. So fortfahrend erhalten wir eine Reihe 
von Kreisen C,, Cy, C3, ... mit dem gemeinsamen Mittelpunkt 0 und 
bestandig wachsenden Radien, und diese Kreise sind so beschaffen, daB 
der Pola, voi (2) =e, (=) aufBerhalb des Kreises C,, liegt. Da der 
Radius des Kreises C,, beliebig dicht unter | a, | angenommen werden 
darf, so kénnen wir voraussetzen, daB der Radius von C,, mit 7 ins 
Unendliche wachst. 
Um nun fir f(z) eine ahnliche Darstellung zu bekommen wie im 
vorigen Paragraphen fiir die meromorphen Funktionen mit endlich 
._~Vielen Polen, schicken wir zunachst einen allgemeinen Satz voraus. 
Es sei eine Folge von irgendwelchen meromorphen Funktionen 


TG (By g(a meg hee, (olen ae 
gegeben. Es seien 
Cry (Gg Ga ae Caan. 


unendlich viele konzentrische Kreise mit dem Mittelpunkt 0, und ihre 
Radien 
2), Care he nee eee 


mégen bestandig und zwar ins Unendliche anwachsen. Es werde ferner 
vorausgesetzt, daB firm = 1, 2,... die singularen Stellen von F,, (z) simt- 
lich auBerhalb des Kreises C,, liegen. 
Auf der durch den Kreis C,, gebildeten Flache ist F,, (z) regular und 
also fir |z| <7, 
F (2) = Cy + €12 + Coz? + ++:, 


wo die Potenzreihe gleichmafig fiir alle diese Werte von z konvergiert. 
Ist also €, eine beliebig vorgeschriebene positive Zahl, so kann man 
den Index N so wahlen, daB die ganze rationale Funktion 

h,, (2) =Cote,z+ce,22+---+ey2¥ 
der Bedingung 
(1) |F, (2) — hb, 2) = & 


fir alle z mit |z| <7, geniigt. 


§ 3. Die meromorphen Funktionen mit unendlich vielen Polen, lil 


Nun mogen ‘¢€, €, €3, .... unendlich viele positive Zahlen sein, deren 
Summe 


Ciemicect os 1 ee 


eine konvergente Reihe bildet. Dann kénnen wir zeigen, daB die un- 
endliche Rethe 


(2) B (2) = Fo (2) + (Fy (2) — Ay (2)} + (Po (2) — fe (2)} + 
aio ney, (2) Jt: 
in jedem endlichen Gebiete der Ebene einen gleichmafig konvergierenden 
Rest besttzt. 

Es sei G ein solches Gebiet und C,, der erste Kreis der Folge C,, Cg, 


C3, ..., welcher G ganz in seinem Inneren enthalt. Betrachten wir dann 
die Reihe 


@ (2) = {F, (2) — hy, (2)) + {Fes 2) = Ny 2}, 


also den k-ten Rest der Reihe (2), so konvergiert sie in G gleichmafig, 
weil sie nach (1) eine Minorante der konvergenten Reihe 


fy Sd Te 


ist, und damit ist unsere Behauptung bewiesen. 

Nehmen wir in G einen Kreis K mit dem Mittelpunkt a, so ist nach 
dem WeierstraBschen Summensatz die Funktion @ (z) regular innerhalb 
K (Abb. 36). Da nun 


F (2) = Fy (2) +4F, (2) Se Gy Bob a eet (4) — hy, 4 (2) @ (2) 


ist, so leuchtet ein, daB F(z) sich in der Umgebung von z = a eben- 
falls regular verhalt, wenn der Punkt z = a fur keine 
Cererunitionen £,(2),f,.(2),-.-,l.-4 (2) eim Pol ist. 
Im anderen Falle kann z = a fiir F(z) nur ein Pol sein, 
und zwar ist der zugehérige meromorphe Teil von 
F(z) dann gleich der Summe der meromorphen Teile 
derjenigen endlich vielen Funktionen f(z), F;(2), 
F(z), ..., welche z =a zum Pol haben. Es hat sich 
also ergeben: 

Die durch die Rethe (2) definierte Funktion F (2) 1st 
eine meromorphe Funktion, und thre Pole sind unter Abb. 36. 
den Polen der Funktionen F(z), F(z), ... enthalten. 

Wir wollen nun den folgenden speziellen Fall des eben bewiesenen 
Satzes besonders hervorheben: 

Es sei gegeben eine nach wachsenden absoluten Betragen geordnete 
Folge von verschiedenen Zahlen 


Ao, a4; Ao, a3; oar. 
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mit der einzigen Haufungsstelle lima, = oo. Jeder Zahl a, (n = 0, 1, 2, ...) 
n-> oo 


a : 1 
sei eime ganze rationale Funktion von ~——~- zugeordnet : 
n 


EF, (2) = 8n (=~). 


Dann lassen sich ganze rationale Funktionen h,(z), hg(z), . . . so bestimmen, 
dap die unendliche Rethe 


F (2) = (=~) + {a (=) i, (2)| + {ee (saa) — tae) } 
+ {én(—==) — Aaa} 


in einem beliebig angenommenen, ganz im Endlichen lregenden Bereich 
nach Abtrennung einer endlichen Zahl von Anfangsgliedern gleichmapig 
konvergiert und F (z) eine meromorphe Funktion ist mit den Polen ap, ay, .-. 
und den zugehdrigen meromorphen Teilen 


ise 


Die Funktion /,,(z) besteht dabei aus geeignet gewahlten Anfangs- 


1 : 
—) nach aufsteigenden Potenzen 


4—ay 


gliedern der Entwicklung von bn ( 


von 2Z. 
Der vorstehende Satz wird nach seinem Entdecker der Satz von 
Mitrac-LEFFLER genannt. 


§ 4. Allgemeiner Ausdruck einer meromorphen Funktion 
mit unendlich vielen Polen. 

Es sei nun /(z) wie in §3 eine meromorphe Funktion mit den un- 
endlich vielen Polen 

Gy Gi da ae se 


mr 22% *9 


die wir wieder nach steigenden absoluten Betragen angeordnet denken. 
Die zugehérigen meromorphen Teile von f(z) seien 


(a). alta) ale , 
0 z—a/? §1 sa Al lo cee 


Nach dem Mittag-Lefflerschen Satze kénnen wir jetzt 


F (e) = (=~) ty 18» (saaz) — Mn at 


bilden, und die Funktion F(z) ist dann eine meromorphe Funktion, 
welche dieselben meromorphen Teile besitzt wie f(z). Folglich ist 
f(z) — f(z) = G(z) eine ganze Funktion, und es gilt 


/@) =G() + (==>) Siete — hy (2)}. 


§ 5. Der Fall einfacher Pole. 113, 


Eine jede méeromorphe Funktion f (2) laBt sich also darstellen als Summe 
einer ganzen Funktion und einer Reihe aus rationalen Funktionen, von 
welchen jede einzelne 1m Endlichen nur einen der Pole von f(z) zum Pol hat. 


Eine solche Darstellung von f(z) nennen wir eine Partialbruch- 
zerlegung von f(z). 


§ 5. Der Fall einfacher Pole. 


Wir wollen hier den haufig auftretenden Fall besonders diskutieren, 
in welchem die den Punkten 


hs Ry PS apie rae 
zugeordneten meromorphen Teile die Gestalt 


£9 zi & &n 
Se We pet = Oe ee 


5 8 © 


besitzen, so daB es sich also ausschlieBlich um einfache Pole handelt. 
Es ist fiir a, +0 


G (o 1 c Zz 2 
n = n - as n (1.+ a t+); 
Z— ay, an n= é an an an 
an 


wir haben also im vorliegenden Falle 


h, (2) = —® — Ba — 


und demnach 


(1) Pye “ +>/( ei sa Za: aber Ba zin-1) 
n=1 


es i 
Z— a Z— ay Ay a, akn 


zu setzen. Die Gleichung (1) 1aBt sich auch so schreiben: 


(2) P (2) = — ao ee is — p 


n n 


und die ganzen Zahlen k, sind nun derart zu wahlen, daB in jedem 
endlichen Gebiet der z-Ebene die vorstehende Summe nach Abtren- 
nung einer geeigneten endlichen Zahl von Anfangsgliedern gleichmaBig 
konvergiert. 

Betrachten wir irgendein festes endliches Gebiet der z-Ebene, so 


wird, sobald der Index m gentigend grof ist, ~ absolut genommen 


unter einer beliebig klein gewahlten positiven Zahl und folglich 1 — ~ 


beliebig dicht bei 1 liegen, wo auch der Punkt z in jenem Gebiete an- 
genommen werden mége. Wenn daher « eine beliebig klein gewahlte 


Hurwitz-Courant, Funktionentheorie. 3. Aufl, : 8 
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positive Zahl < 1 bedeutet, so kann ein Index v so gefunden werden. 
daB fiir alle » =v die Ungleichung 


1—e<|1-F|<1+¢ 


gilt; daraus folgt dann 
z \kn Cy 1 Z\kn Cy z\kn Cy 
ies er feereS erm cena is) 
Demnach wird die Reihe F (z) in jedem endlichen Gebiete dann und nur 
dann absolut konvergieren, wenn 
. z\kn Cy, 
ae 
absolut konvergiert fiir jeden Wert von z. Ist aber diese Bedingung 
erfiillt, so wird die Reihe F(z) in jedem endlichen Gebiete nach Ab- 
trennung von endlich vielen Gliedern auch gleichmaé$ig konvergent sein. 
Denn liegt irgendein endliches Gebiet vor, so sei @ die obere Grenze 
des absoluten Betrages von z in diesem Gebiete. Ferner werde zu der 
positiven Zahl « < 1 der Index v wie oben bestimmt, dann ist in dem 
betrachteten Gebiete die Reihe 
s z\kn Cn 
(3) Ne eee 


n 
n=Y 


1 
sen 


eine Minorante von 


i 
l= es 


@ \kn| Cy 
ya; ( |an| ) Gy 
n=v 

Da die letztere Reihe konvergiert und aus konstanten positiven Gliedern 
gebildet ist, so ist die Reihe (3) und folglich nach Abtrennung von end- 
lich vielen Gliedern auch die Reihe (2) in dem betrachteten Gebiete 
gleichmaBig konvergent. 


Es gilt also der Satz: 
Werden in der Gleichung (1) bzw. (2) die Zahlen k,, so gewahlt, daB 


zZ\kn Cy 
ese 
fiir jeden Wert von z absolut konvergiert, also bestindig konvergent ist, 
so ist die Rethe auf der rechten Seite der Gleichung (1) in jedem endlichen 
Gebret der z-Ebene nach Abtrennung einer geeigneten endlichen Zahl von 
Anfangsgliedern gleichmaéBig konvergent. 
Wir fragen nun zunachst: Wann diirfen wir die Zahlen &, samtlich 
gleich einer und derselben Zahl m setzen ? 
Das ist erlaubt, wenn die Reihe 
z\m a 
PN ed Wire to 
n=1 wa 
fur jedes z absolut konvergiert. Hieraus folgt: 
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In der Gleichung (1) bzw. (2) darf man die Zahlen k,, sdmtlich gleich 
einer und derselben Zahl m setzen, wenn 


n=1 
konvergiert. 
Wann kann ferner k,, =” genommen werden ? Offenbar dann, wenn 
co co 
Cn c 
SEES Le 1 

LZ ati? oder auch a gata gee 
n=1 n=1 


bestdndig konvergiert, also 


n+ 1 )——— 
Vl en| 
lim as 
N—-> co | an, | 
ist. Diese Bedingung ist insbesondere erfullt, wenn der obere Limes 
Ste <= . . . . P. . 
von wie endlich ist, oder wenn die unendliche Reihe 


Se, 
n=1 
einen nicht verschwindenden Konvergenzradius hat. 
Also folgt speziell: 
Fiir den Fall, daB die absoluten Betrige der Zihler c,, der meromorphen 
Teile unter einer festen positiven Schranke bleiben, darf man 
= 
setzen. 
§ 6. Beispiele. 


Als Beispiele wollen wir die Funktionen 


It It It COS Jt Z sin 7 Z 
- 7m 5 BECOMES = == , aignuz= 
S10 7 2 COS 7 Z SIN 7 2 COS 7 2 
betrachten. 
Die aus der Definition (Kap. 4, § 2) sofort folgenden Gleichungen 
3 eimz__ e—tmz etm2 1 e-tm2 
sn 72 = : ‘ cos zz = ——>— 
47) 2 


zeigen, daB die Nullstellen von sinzz gleich 
ere Nel ey De Sn Os 
sind und die Nullstellen von cosaz gleich 


Li 1 8 aS 


2 ’ 2? 9? 9 gb ol siete 
Wir betrachten nun zunachst die Funktion 
f(z = 
2) sin m2 


s* 
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Thre Pole sind in der Form 
Z=n 


enthalten, wo ” jede ganze Zahl bedeuten kann. Um den meromorphen 
Teil, welcher dem Pole 1 entspricht, zu finden, setzen wir 


z—n=h, also z=n-+h. 
Es wird dann 


f(2)= acre isi a Si Se e = 
The aE ss vase 
oder 
f=" + 8H = (z—n), 
wo 3 wie immer eine gewohnliche Potenzreihe bedeutet. Der mero- 
morphe Teil ist also ee 
Den Polen 
Ojeueljon sl ee BO ees, 


entsprechen daher der Reihe nach die meromorphen Teile ~ 


il —1 —1 J i —] —] 
£26 ee Ne ee Ne ee Oe Do oe Oe ae 


lee) 
[cn 1 1 1 1 
oS) a aeal [mri “2 m+1 aig m+1 4 9m+1 = eo 
la, | 1 2 2 


aus §5 konvergent, wenn wir m = 1 wahlen. Daher ist 


eta ees ee io | 


zZ—n n z+n n 


143" "(= + =) 


n=—oo 


eine meromorphe Funktion, deren meromorphe Teile mit denen von 


sin 7 Zz 
uibereinstimmen, und folglich ist 


It U 
(1) sinaz G() +> nas, I Cathy (+>). 
aes 
Dabei deutet das Komma an dem Summenzeichen an, da8 in der Summe 
das fur = 0 entstehende Glied auszulassen ist, und G(z) bedeutet 


eine ganze Funktion, auf deren Bestimmung wir spater eingehen wollen. 
(Vgl. S. 121.) 
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Bei der Funktion 
i@=— 


COS 7 Zz 


entspricht, wie leicht zu sehen ist, dem Pole z= a s der mero- 


morphe Teil 


(pig 
prose L - 


und es ist daher 


ON ieee CC all a zn=1 + =I): 
f 2 2 


wo wieder G,(z) eine gewisse ganze Funktion bedeutet. 
Die Funktion 


i(2) =r cot ze 
hat die Nullstellen von sinzz zu Polen. Dem Pole 


= 
entspricht die Entwicklung 


yA ett) i 


und folglich der meromorphe Teil 
1 


a 


mcosm(n-+h)  mcosah 
sina(n+h) sinah 


=F +80) 


Also ist 
1 


i$ Sf 


(3) ncot 2 = G, (2) +— + 3” ( +=). 


Die Funktion 
f(2 =atgnuz 
hat die Nullstellen von cos zz zu Polen, und dem Pole 


2n—1 
ni 2 


entspricht die Entwicklung 


2n— 1 zsin((n—4)a+ha) —acoshn _ 1 
i( 2 )= PA a Shin Pee h + # (h). 


Daher wird 


+00 
1 1 
(4) ge tey ci — Gra (2) 2a prasaatl ++ v1); 


a 2 2 


Die in den Partialbruchzerlegungen (1) bis (4) auftretenden ganzen 
Funktionen G(z), G,(z), G2(z), G3(z) bleiben noch zu bestimmen. Ihre 
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Bestimmung verursacht gewisse Schwierigkeiten, die aber auf dem von 
CaucHy eingeschlagenen Wege zur Herstellung der Partialbruch- 
zerlegungen fortfallen. Cauchys Verfahren wollen wir im folgenden 
Paragraphen auseinandersetzen. 


§ 7. Cauchys Methode der Partialbruchzerlegung. 


Es sei f(z) eine meromorphe Funktion mit unendlich vielen Polen; 
die von Null verschiedenen Pole seien a,, a,, ..., ferner sei @ = 0. 


Allgemein sei g, — der dem Pole a, entsprechende meromorphe 


1 5 
Teil von f(z). Unter gy (—) = £9 (=) verstehen wir, wenn ad) = 0 
a a) 
ein Pol von /(z) ist, den meromorphen Teil von /(z) fiir diesen Pol; 


andernfalls sei gy ( ~) identisch gleich Null. 


a 
Wir betrachten nun eine einfach geschlossene rektifizierbare Kurve 
C, welche durch keinen der Pole von f(z) hindurchgeht und die end- 
lich vielen Punkte a,=0, @,,a@,...,@, in ihrem Inneren enthalt. 
Fir jede nattirliche Zahl m ist das Integral 


i Zz gm-1 


Tagaf(O(=a-t-é — aaa 


welches sich auch in die Form 


| Bem (Cae 
eae c= 


ct 


setzen laBt, nach dem Residuensatze von CAucHY leicht auszuwerten. 
In diesem Integrale wollen wir unter z einen im Inneren der Kurve C 
beliebig fixierten Punkt verstehen, der jedoch mit keinem der Punkte 
My, 4, Ag, ..., 4 Zusammenfallen soll. Dann sind die Punkte 

Cue tly =e Oe, dau: wees 


die Unendlichkeitspunkte der integrierten Funktion ope im In- 


neren von C, 
Dem Punkte ¢ = z entspricht das Residuum 


f (2). 
Beim Punkt ¢ = a, haben wir folgende Entwicklungen: 
1 
#0) =e. (z=) + BC— a), 
Lee. 1 a 1 Siem hig (Sie 


Z— ay (z— a,)? 
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Race 1 2 
Der Koeffizient von fa, ™ der Entwicklung von f(¢) - — lautet 
daher 
qu 
— 8% (> fel hh 


Bezeichnen wir den Koeffizienten von E =. in der Entwicklung von 


—1O0(e+a+- ee 


nach steigenden Potenzen von ¢ — a, mit h,(z), so ist 4;,(z) eine ganze 
rationale Funktion héchstens (m — 1)-ten Grades von z, und das dem 
Punkte a, entsprechende Residuum im Integrale J lautet dann 


— (a (23) —*@). 


Nach dem Residuensatze von Kap. 5, §8 ist nun 


oder 


: 1 1 m ad 
f= Vie G4) -ea) +s (ee *. 
k=0 iA 


Wir lassen nun fiir einen festen Wert von z die Kurve C sich immer 
mehr und mehr ausdehnen, so daB die Anzahl der in ihr Inneres fallen- 
den Punkte ay, a, a, a3, ... tiber alle Grenzen wachst. Wenn nun 
hierber der Wert des Integrales 


Rm sai) ten € —2z) 


den Grenzwert Null besitzt, so gilt fiir den betrachteten Wert von z dte 
Gleichung 


(1) j(e) = a (6 eee 


In bezug auf die ganzen rationalen Funktionen ,,(z) ist noch fol- 
gendes zu bemerken. Man hat 


ge(—-) — =a moa 
(ax) 


wobei das Integral im positiven Sinne um den Punkt a, zu erstrecken 
ist. Wenn nun & > 0, also a, von Null verschieden ist, so diirfen wir 
in vorstehender Gleichung den Punkt z auf eine beliebig klein ge- 
wihlte Umgebung der Stelle z=0 einschranken. Da die Entwicklung 
der rechten Seite nach Potenzen von z mit dem Gliede z™ beginnt, 
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so ist mit Riicksicht auf Kap. 2, §4 klar, daB h,(z) die Summe der 
ersten m Glieder in der Entwicklung von 


8k (= Al 


nach aufsteigenden Potenzen von z vorstellt. 
Ferner ist 


Oi = ise fio ee eh aa ae 


DAA 


wobei das Integral positiv um den Nullpunkt genommen ist. Da in 
der Umgebung von ¢ = 0 


$()=g0(=)+o+aotaet- 
ist, so wird 
fy (2) = — (CoH 6,254 Cy Bas oa Cy z tye 


Was den Wert des Integrals R angeht, so ist jedenfalls nach Kap. 5, §3 
1 f(g) 4¢ 1 
| - | = 2% il 


m+1 
ct ? a= 


Wenn nun die Kurve C sich so ausdehnt, daB ihre Punkte immer weiter 
hinausrticken, so wird 1 — i immer dichter bei 1 liegen. Es wird also, 
wenn ¢ eine beliebig gewahlte positive GréBe < 1 bezeichnet, schlieBlich 


ae £(¢) a 
all Cmti 
OF 


sein. Hieraus folgt: 


Die Entwicklung (1) von f(z) ist sicher giltig, und zwar fiir jeden 
Wert von z, falls bei unendlicher Ausdehnung der Kurve C das Integral 


f i(f) at 


CmrL 
(One 


den Grenzwert Null annimmt. 


§ 8. Beispiele. 


Als erstes Beispiel betrachten wir die Funktion 


i? === 


5 e 
SIN 7 Z 


Die Kurve C setzen wir zusammen aus den 4 Seiten des Quadrats 


x=4+A, y == =ErA, 
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wobei A =7 +4 und + eine positive ganze Zahl sein soll (Abb. 37). 
Ist ¢ ein Punkt auf einer der vertikalen Seiten dieses Quadrats, so ist 


eta eA oy 4) 
und folglich 


ric + x wey +2 ae +2 irais 
COS yee eo eles aes oh y* = 
sie 1+ a MB Gi cc 
Auf diesen vertikalen Seiten ist daher sees 
(1) |#(0)| <a. 
Auf einer der horizontalen Seiten des Quadrats ist 
tC=+id+n Crees), 
also ap 
tI 
Ol ee ee 
a, 277 
pte ead ,—tna tar 
= - 21% 
eh ert eth tine 


Der absolute Betrag des Nenners ist min- 
destens gleich e** — e—** und nimmt also 
mit wachsendem A unbegrenzt zu. Daher 
besteht die Ungleichung (1) auch auf den Abb. 37. 
horizontalen Seiten des Quadrats, sobald 

A=7r-+4 eine gewisse Grenze iiberschritten hat. Es ist also dann 


{lem |S] b= 


Gmrt 
Langs der Seiten des Quadrats ist nun | ¢| =7-+ 4. Daher gilt 
d 1 
xf aa ers | atl ed pk 
(+z) 2 (+5) 
weil f |@¢| den Umfang des Quadrats vorstellt. Es liegt demnach 
6 


{| at 
Gn 
C 


und konvergiert also mit unendlich wachsendem 7 


unterhalb a | v6 
(Gay 
gegen Null, wenn wir m = 1 nehmen. 

Die Gleichung (1) des ie Paragraphen ergibt nun 


(2) tea is! ae (+5). 


n=—©o 
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i 


womit nicht nur ein neuer Beweis der Gleichung (1) in §6 erbracht 
ist, sondern zugleich die in dieser Gleichung auftretende ganze Funk- 
tion G(z) als identisch Null erkannt worden ist. 

Als zweites Beispiel betrachten wir die Funktion 

7 COS 7 Z 
{ (2) =a cot a 2 Sa 

Die Kurve C identifizieren wir, wie beim vorigen Beispiel, mit dem 
Umfang des Quadrats ¥ = +4, y= +41, wodA=7-+ § ist. Auf den 
vertikalen Seiten des Quadrats ist € = + (r +3) +7y, also 


msinnaty ge EB CU Ge 


(Clean cos mt y =a 1 en mY 4 ety” 
Dieser Ausdruck dndert seinen absoluten Betrag nicht, wenn y durch 
— y ersetzt wird. Fiir ein positives y ist aber 


ety enn 


eu! emo, 
positiv und kleiner als 1. Daher hat man 


lf(Q)l<a 
auf den vertikalen Seiten des Quadrats. 
Auf den horizontalen Seiten des Quadrats ist € = +i14-+ x, also 
gi gt Rg tee +ah 


1 =n Ss 


ay - ? 
z tue ,tah 


und daher liegt {(¢) fiir sehr groBe Werte von A dicht bei — 27. 
Folglich ist fiir gentigend groBe Werte von 4 langs aller Seiten des 
uadrats 
i lf Q|<ate, 


wo e eine beliebig klein gewahlte positive GréBe bedeutet. Hieraus 
ergibt sich nun weiter, da8 das Integral 


f f(¢) 4¢ 
é 


(6 m+1 
fiir m = 1 mit unendlich wachsendem 4 = r + 3} gegen Null konvergiert. 
Es gilt also 


+o 
1 u il 1 
(3) nootmz—=— +! (—;+-)- 
n=—©c 
In analoger Weise erhalt man 
+ oo 
(Etat 29 1 it 
COS 7 z Se = ale Sap Rep pses r) 
bee? 2 


n=—-—c 


+00 
hla : I 1 
atgn2s = a ([ciser t ma) 


§ 9. Ganze Funktionen mit vorgeschriebenen Nullstellen. iS 


Die letzten Gleichungen lassen sich tibrigens auch leicht aus den 
Gleichungen (2) und (3) ableiten, indem man in diesen z durch z + 4 
ersetzt und hierauf einige einfache Umformungen vornimmt. 

FaBt man in (2) und (3) je zwei entgegengesetzten Werten von 1 
entsprechende Terme zusammen, so kommt 


Z—n 
n=1 
l —/ 1 1 
(4) DOE ih aal ean eery 
n= 


Nach dem WeierstraBschen Summensatz ist die Differentiation der 
Reihe (4) nach Gliedern erlaubt; daher ist 


+ 00 


§ 9. Ganze Funktionen mit vorgeschriebenen Nullstellen. 


Fiir viele Untersuchungen ist es wichtig, den allgemeinen Ausdruck 
einer ganzen Funktion zu kennen, die an vorgeschriebenen Stellen und 
nur an diesen verschwindet. 

Wir wollen zunachst den allgemeinen Ausdruck derjenigen ganzen 
Funktionen aufsuchen, die ttberhaupt nicht verschwinden. 

Bezeichnet G(z) eine derartige Funktion, so ist 

G’ (z) 
G (2) 


=Cyt¢,2+¢,2%--=+- 


sul) eindeutig ist und keine singulare Stelle 


( 
G (2) 
im Endlichen besitzt. Hieraus folgt 


eine ganze Funktion, weil 


z 


(E" 
J Sgr de 1066 ) — 1066 (0) = oe AND eg 


oder 
log G (2) = logG (0) + 2z+45 +::-=H(), 


wo H(z) wiederum eine ganze Funktion bedeutet. Die vorstehende Glei- 
chung ergibt nun: 
(1) G(p = e4@, 

Da umgekehrt die Funktion e#® eine ganze Funktion ohne Null- 
stellen ist, wenn H(z) eine beliebige ganze Funktion bedeutet, so liefert 
(1) die allgemeine Form der ganzen Funktionen, die nirgends verschwinden. 
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Wir betrachten nun zweitens diejenigen ganzen Funktionen, welche 
nur an einer endlichen Zahl gegebener Stellen verschwinden, und zwar 
an jeder dieser Stellen mit einer beliebig vorgeschriebenen Multiplizitat. 

Wir schreiben uns zunachst die gegebenen Stellen auf, jede einzelne 
so oft, wie die Multiplizitat derselben angibt. Dadurch erhalten wir 


etwa die Reihe 
BMP pe obec 


Offenbar ist nun mit Riicksicht auf das soeben abgeleitete Resultat 

G (2) = (z— a) (2 — @)-- + (2 —4,) oF 
der allgemeine Ausdruck der in Rede stehenden ganzen Funktionen. 
Wir betrachten endlich den interessantesten Fall einer ganzen Funk- 


tion mit unendlich vielen Nullstellen. Wir werden zu einer beliebig ge- 
gebenen Folge komplexer Zahlen, die sich im Endlichen nicht haufen: 
(2) Gy, de, Gg; 2.2 —* OO, 
eine ganze Funktion konstruieren, die genau diese Werte zu Null- 
stellen hat, und zwar jeden so oft, wie er in der Folge a, vorkommt. 
Zunichst nehmen wir an, die Zahlen a,, seien alle von Null verschieden. 
Gibt es eine ganze Funktion G,(z) mit der genannten Eigenschaft, 
so ist nach Kap. 5, §9 ihre logarithmische Ableitung G,’'/G, eine mero- 
morphe Funktion, die an den Stellen a, und sonst nirgends Pole hat, 
und zwar einfache Pole mit ganzzahligem Residuum, das die Viel- 
fachheit der Nullstelle von G,(z) angibt. Nach dem Mittag-Lefflerschen 
Satz kénnen wir eine solche Funktion aufstellen in der Gestalt 


co 


Dieta eee en oo at 


2 
ap \* Ge ay Qn a 


worin nach § 5 die ganzen Zahlen k, so zu wahlen sind, daB die Summe 
in (3) in jedem endlichen Gebiet nach Abtrennung endlich vieler Glieder 
gleichmaBig konvergiert. 

Integriert man die Gleichung (3) von 0 bis z auf einem Wege, der 
die Stellen a, vermeidet, so darf man wegen der gleichmaBigen Kon- 
vergenz gliedweise integrieren! und erhalt 


co 


kn 


(4 [#@at— Si og = += 4 Pe gra el, 
0 


k. 
a ae Ch DA he Rady 


worin die Logarithmen durch den Integrationsweg bestimmt sind. 
Wahlt man einen anderen Integrationsweg, so dandern sie sich um Viel- 
fache von 277, und dies kann wegen der Konvergenz der Summe in 
(4) nur bei endlich vielen Gliedern vorkommen. 


1 Die Tatsache, da8 man bei gleichmaBiger Konvergenz gliedweise integrieren 
darf, folgt genau wie das Entsprechende im Reellen. Vgl. etwa das Lehrbuch von 
Knopp: Unendliche Reihen. 2. Aufl. Berlin 1924. Kap. XI. 
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Daher ist die Funktion 


& 
SK@ae 
0 


oF Fla yatelene 


eindeutig, und aus der gleichmaBigen Konvergenz der Reihe in (4) 
geht nach dem WeierstraBschen Summensatz hervor, daB das unend- 
liche Produkt in der Umgebung jeder beliebigen Stelle in eine ge- 
wohnliche Potenzreihe entwickelbar ist, also eine ganze Funktion von z 
darstellt. Ferner verschwindet das Produkt an genau denjenigen Stellen, 
an welchen irgendein Faktor Null ist; es hat also die Werte a, und 
nur diese zu Nullstellen. 
1 Ein unendliches Produkt 


(PCa oles 5 ci 


dessen Faktoren ¢,, cg, ... alle von Null verschieden sind, hei&Bt konvergent, wenn 
der Grenzwert 
(1) Thm (6yG9\63.05 Cp) = I 

N—->co 


existiert und von Null verschieden ist. 
IT heiBt der Wert des Produktes: 


(oe) 
TT = ©1462 63---Cn--. = I] en- 
n=1 
Da sich aus (1) leicht folgern 148t, daB 
(2) log IT = lim (log c, + log cy, +---+ log c,) 


> oo 
ist, wo die Logarithmen rechts passend bestimmt sind, und umgekehrt aus (2) 
wieder (1) folgt, so ergibt sich: 
Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz von 


(oo) 
IT = IT én 
n=1 
ist die, daB die Rethe 
(3) S = log c, +logc,+----+ loge, +--- 
bet geeigneter Bestimmung der Logarithmen konvergiert, und es ist dann 
iipe= es, 


Wenn die Reihe (3) konvergiert, so haben die in ihr auftretenden Logarithmen 
notwendig von einer gewissen Stelle ab ihre Hauptwerte; denn wegen der Kon- 
vergenz der Reihe mu8 der imaginare Teil von logc, mit wachsendem n gegen 
Null konvergieren, also schlieBlich zwischen — a und + a liegen. 

Ein unendliches Produkt, in welchem einige Glieder Null sind, heiBt kon- 
vergent, wenn das Produkt der von Null verschiedenen Glieder konvergiert. Als 
Wert des Produktes bezeichnet man alsdann sinngemaB die Zahl 0, und natiirlich 
bleibt die Gleichung (1) mit JJ = 0 bestehen. Es gilt also der Satz: 

Ein konvergentes unendliches Produkt wird dann und nur dann Null, wenn 
ein Faktor des Produktes Null ist. 
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Das Produkt 
HT \a 2) nat 
n=1 an 


stellt also eine ganze Funktion mit den vorgeschriebenen Nullstellen ay, 
a,,... dar. Ist nun G (2) irgendeine ganze Funktion mit den Nullstellen ay, 
so ist der Quotient G/IT eine nirgends verschwindende ganze Funktion; 
daher ist der allgemeine Ausdruck einer ganzen Funktion mit denselben 
Nullstellen der folgende: 

Giz) 22.77, 
wober H(z) eine beliebige ganze Funktion bezetchnet. 

Soll endlich auBerdem noch z= 0 eine k-fache Nullstelle der zu 
bildenden ganzen Funktion sein, so hat man beim Produkte // offenbar 
noch den Faktor z* zuzusetzen. 

Als Beispiel betrachten wir diejenigen ganzen Funktionen, welche die 
einfachen Nulistellen 


Oneal, Lg 2h era e, 


dargestellt, wobei m alle ganzen Zahlen mit Ausschlu8 der Null durch- 
lauft. Der allgemeine Ausdruck dieser Funktionen ist also: 


Insbesondere wird also bei gee Wahl der ganzen Funktion H (z): 


eae tii eey |. 


n=—-—© 


Um # (z) zu bestimmen, nehmen wir die logarithmische Ableitung der 
beiden Seiten vorstehender Gleichung, wodurch 


+00 : 
COSTE yz, I a 1 1 
sin 7 2 srt Selo al rear ee, i a 


n=—0o 


entsteht. Folglich ist mit Riicksicht auf §8 die Funktion H’(z) = 0 
und daher H (z) pois a 7) eine Konstante. Die letztere Konstante hat 


den Wert z, weil — * fiir z2—>0 gegen den Wert zw strebt. Also ist 


aie PaseeapTA (ey “|. 


n=— co 
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FaBt man die entgegengesetzt gleichen Werten von » entsprechenden 
Faktoren in dem Produkte zusammen, so folgt 


(6) sina%= 72 IT (a-4). 
n=1 


Dies ist also die Produktzerlegung der Funktion sinaz. 
§ 10. Darstellung der meromorphen Funktionen durch 
ganze Funktionen. . 

Es sei /(z) eine beliebige meromorphe Funktion. Ihre Nullstellen 
k6nnen im Endlichen keine Haufungsstelle besitzen, lassen sich also nach 
nicht abnehmenden absoluten Betragen anordnen. Die Nullstellen seien 
(1) aur Agen Oa pera 
wobei jede Nullstelle so oft in diese Reihe (1) aufgenommen werde, 
als ihre Multiplizitat angibt. Entsprechend sei 
(2) shot pele Baek & 
die Reihe der Pole oder Unendlichkeitsstellen von f(z). 

Wir bilden nun zwei ganze Funktionen 
Gy(z) und Gz), 
von denen die erste genau die Nullstellen (1), die zweite genau die 
Unendlichkeitsstellen (2) von /(z) zu Nullstellen besitzt. Die Funktion 
f (2) G (2) 


hat dann keine Null- und keine Unendlichkeitsstelle und ist folglich 
nach dem vorigen Paragraphen eine ganze Funktion der Gestalt e7”, 
wo g(z) wieder eine ganze Funktion bezeichnet. Aus 


G 
folgt aM es 
IMG, (2 
j@) =a 


0G, (2) = H (2) 
eine ganze Funktion, welche wie G,(z) genau die Nullstellen von /(z) 
zu Nullstellen hat. Daher besteht der Satz: 


Eine jede meromorphe Funktion {(2) laBt sich als Quotient zweier 
ganzer Funktionen darstellen: 


Es ist aber 


devart, dab der Ziahler H(z) ausschlieBlich die Nullstellen, der Nenner 
G(z) ausschlieBlich die Unendlichkeitsstellen von f(z) zw Nullstellen besitzt. 
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§ 11. Die Produktdarstellung der Gammafunktion. 


Wir wollen uns die Frage stellen: La8t sich in einfacher Weise 
eine analytische Funktion g(z) definieren, die fiir z= 1, 2, 3, 4, 
die Werte 0! =1, 1!=1, 2! =2, 3!=6, ... annimmt!? Mit Hilfe 
einer solchen Funktion kann man dann dem Symbol m! auch fur be- 
liebige komplexe Werte einen Sinn erteilen. 

Aus g(w+1) =m! folgt g(1)=1 und g(w+1)=ng(m) fir 


n = 1, 2, 3, ...; es ist also naheliegend, das Bestehen der Funktional- 
gleichung 
(1) g(z + 1) = 2g (2) 


fiir den ganzen Regularitatsbereich der noch unbekannten Funktion g (z) 
zu verlangen. Hieraus ergibt sich dann 


d* log g(z+ 1) ae a d* log g (z) 
dz os z az 


und allgemein ftir n = 0, 1, 2, 
n 
d log g(z) __ al 1 d? log g ( + +1) 
(2) ae => (z+ k)2 ne dz : 


Umgekehrt folgt aus (2) wieder (1), wenn die Integrationskonstanten 
geeignet bestimmt werden. 
Setzt man nun 


= SoH 


so ist nach dem WeierstraBschen Summensatz die Funktion f(z) fir 
alle endlichen Werte von z regular mit Ausnahme der Werte z = 0, 
—1, — 2, ..., wo sie offenbar je einen Pol zweiter Ordnung besitzt; 
ferner geniigt f(z) der Funktionalgleichung 


n 


f (2) Sean +f(@+n+4)). 
Dies legt uns nahe, zunachst eine Funktion J"(z) durch 


alos Fi = 
(3) SS 


zu definieren; dann ist namlich (2) fiir g(z) =I" (z) erfiillt. Wir denken 
uns sogleich die Integrationskonstanten so gewahlt, daB auch (1) fiir 


* DaB g(m + 1) = »! und nicht g(m) = n! zum Ausgangspunkt der Betrach- 
tung gewahlt wird, hat seinen Grund nur in den einmal historisch eingebiirgerten 
Bezeichnungen. 
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g(z) = I’(z) 2utrifft und (1) =1 ist. Aus (3) folgt durch Integration 
langs einer Kurve von 1 bis z 


dlog F(zyo) 1” (2) ’ ve 
oF ra EOD a) 
=I") -5+ (5-75). 


also nach (1) 


ip (2 ae 1) -. : 1 1 
recipe (1) Sei rarer 
und bei nochmaliger Integration von 0 bis z 
ogre MTs + SF —W0e(14 4) 
n=1 


Pur z= l erhalten wir wegen J°(2) = 1-J'(1) = 1 


(5) APE ORe log" *) = lim (1+ 5-+++--+——logn) = C, 


n=1 n> co 


und dieser Grenzwert C heibt Eulersche Konstante. Die Gleichungen 
(4) und (5) liefern schlieBlich 


mee ee et 
(6) Pre=— [{—_-. 
n=11] + oa 


Die Gammafunktion I’(z) ist nun definitionsgemaB eine Lésung der 
Funktionalgleichung (1); dies 1aBt sich auch leicht an dem Ausdruck (6) 
verifizieren. Wegen J’(1) = 1 ist also allgemein 


(in+1) =n! (== OF 152, 2): 
Die Gammafunktion erfiillt also wirklich die zu Beginn dieses Para- 
graphen gestellte Forderung. 

Aus (6) ersieht man ferner: 

Die Gammafunktion ist eine meromorphe Funktion; thre singuléren 
Stellen im Endlichen liegen bei z=0, — 1, — 2, ... und sind Pole 
erster Ordnung. Sie hat keine Nullstellen; thy veziproker Wert ist daher 
eine ganze Funktion mit der Produktdarstellung 


(7) Fa = ees fT ( + =) | ; 


Aus (6) folgt 


1 pay 
rere4=—-all-5) - 
“ n=1 
Hurwitz-Courant, Funktionentheorie, 3. Aufl. 9 
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also nach §9, (6) 
rer(-)=—=, 
oder in anderer Schreibweise 


(8) rara-a= 


Speziell ist demnach 


ZSin 1 2 


4 
sin 7 Zz ~ 
rG@r=a 
und, da nach (6) die Funktion J"(z) fiir z > 0 positiv ist, 
PQ) = + yx. 
Kuro 0-1) 2,5. ..0ist mach (8) 


a(z+n)  (—))* 
‘ UL a ote oe oy Th ees 


ate: lt 
Da die rechte Seite im Punkte z = — m den Wert re = — 


besitzt, so ist damit das Residuum von /'(z) in den Polen erster Ord- 
nung bei z= 0, — 1, — 2, ... ermittelt: 
Das Residuum der Gammafunktion bet z= —n (n =0, I, 2, ...) 


hat den Wert == 
Ersetzt man in der Gleichung (8) fiir positives ganzes k die Variable z 


1] 2 k— 
durch z, ds ara Betas ee, 2b 


. 


2 und addiert die & so entstehen- 


den Gleichungen, so wird 


Nun sei zur Abktirzung 
rome t nee e) 


(10) p (2) = T(k 2) 
gesetzt; dann ist nach (9) 
(11) (2) a0 


wo a und 0b gewisse noch zu bestimmende, von Null verschiedene Kon- 
stanten bedeuten. Wegen (1) ist 


1 2 k—1 
Wanless Sere | 
g(@+1)= : : (2 
(hz h— 1) (he+h — 2)--- (Ra) 
andererseits nach (11) 


)=k* op), 


p(z+ 1) =d(2), 
also 


(12) b= k-*, 


§ 12. Die Integraldarstellung der Gammafunktion. 131 


Setzt man in dem Ausdruck (10) fiir z den Wert 0, nachdem man 
auf der rechten Seite mit kz erweitert hat, so wird wegen (11) 


e(0) =kr(s\r(F)--r (4) =4, 


also nach (8) 


BEG) = 7G)FO—)rG)ra-q) roa) 


ae ee a (2600) eae 
4 2 (ik 1) k-1 ( har hat 
eens Tt - — 1) Ke mee ) 
a Sey Tae e” —e 
sin —- sin — sin ; iil 
ae (2.7010) Fae (2m)*=2 
zt 
a ( =e Ae ) 


hierbei wurde von der Identitat 


k-1 2hxrt is l 

an Pie 
[| oe eS aL pata eae oy 
h=1 


Gebrauch gemacht. 

Da fiir z> 0 auch J’(z) > 0 ist, so ist nach (13) 

k-1 
a=-+(20)" yk 
und daher mit Riicksicht auf (10), (11) und (12) 
‘ Soe dees 

(14) re@r(z+s)-P(z+* =) SE ea ee). 

Die Gleichungen (1), (8) und (14) bringen die Haupteigenschaften 
der Gammafunktion zum Ausdruck. 

Aus (14) folgt fiir den Spezialfall k = 2 


Pare) —2)a4T 22), 
Pet)Fet) =27 00 +) = fas -220 22) 
— [n4-*T'(2z4+1), 


und die letztere Formel liefert fiir z= 0 wieder I'() = Jz. 
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Die durch das unendliche Produkt (6) im vorigen Paragraphen 
definierte Funktion J"(z) laBt sich, wie wir im folgenden zeigen wollen, 
auch als Wert eines bestimmten Integrals darstellen. 


Der reelle Teil x der komplexen GréBe z= x+y sei positiv. 
g* 
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Das uneigentliche Integral 


(oo) 


(1) G(z) = f#-te-tde 


t@-1 cos (y log) e-* dt +1 fe sin (y log t) e~* dt 
Gf 


M9 Oo 


hat als Majorante 
il [o-) 
fetetdt+ fete dt; 
0 1 


die beiden letzten Integrale sind konvergent, weil fiir ¢ > 0 die Unglei- 
t 


chung 0<#-1e+< 7-1, fiir ¢>1 die Ungleichung0 <#+1e* < ¢, eae 
mit geeignet gewdhltem konstantem c, gilt und die Integrale 
‘ Cees z= 
f YA dt = S und i) ce *dt=2c,e * bestimmte endliche Werte 
i) i 
haben. Folglich ist auch das Integral G(z) konvergent. 

Zerlegt man das Intervall von 0 bis oo in die Teile von 0 bis 1 und 


i F I 
von | bis oo und ftihrt im zweiten Intervall > an Stelle von ¢ als Inte- 


grationsvariable ein, so ergibt sich 


1 


(2) G (2) = {len ee ae aa 


Nunmehr sei x > 1, also z ein fester Punkt der Halbebene x > 1. 
Ferner sei auch a = 6 + 7c ein in dieser Halbebene gelegener Punkt; 
und zwar enthalte der Kreis um a mit dem Radius 6 — 1 den Punkt z 
in seinem Inneren. Dann ist also x > 1, b> 1, |z—a|<b—1. Wir 
zeigen jetzt, daB die unendliche Reihe 


1 


22 1 
(3) 3/5 ;@—a)* (logs =) ie Weert fp pere Cpa ptety pete t 
n=0 


im Intervall 0 <¢ < 1 gleichmaBig konvergiert. Dabei ist unter dem 
allgemeinen Glied der Reihe fiir ¢=0 der Limes dieses Gliedes fiir 
t—+0, also der Wert 0 zu verstehen. 


Es ist 
1 


1 
(PAO G 7 =(F)°:e# 0 fir t~—+0, 
/ 
also beschrankt fiir 0 <¢< 1, und daher 
1 
* 


1 & 
logs 7-{(— Leiget e-t ae, {-4-le \ S Cs (log) ae late 0 = t = 1 : 
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wo c, eine Konstante bedeutet. Folglich geniigt es, die gleichmaBige 
Konvergenz von 
Su 
> = (z — a)” (log =) eek 
71 
fir 0 <¢< 1 nachzuweisen. 
INun ist fur 2 = | 


poet aad he hd —-)ai, 


1\% 
(1+ 5) <e, 
reece, 
RE (k + 1) 
Durch Multiplikation der fiir k = 1, 2, ..., m — 1 gebildeten Unglei- 
chungen folgt 


(4) 


Ferner ist fur 0 < ¢< 1 die Funktion 


a 1 = 
71108 (log +) + @ — 1) log = ae 210; 


=< 


(Oe age 


eal (n =1,2,...). 


n! 


je nachdem 


ist, und daher 
1 n 
log (log" +) + (6 — 1) log¢ Slog (;"4)"— ». 


| 1 | a \n 
= NFO ye = 
(log 7)! peat ipehare 
also wegen (4) firOX¢=< 1 
1 ef as |Z = wie Gree z—a|n 
e-4) [log 5)? |S ot = (w= 1,2,3, ...)- 
Die von ¢ freie geometrische Reihe oy — 7 q konvergiert aber wegen 


n=1 
der Voraussetzung | z—a|< b—1; und damit ist die gleichmaBige 
Konvergenz von (3) bewiesen. 

Man trage nun die Reihe (3) in (2) ein und fthre die Integration 
der unendlichen Reihe gliedweise aus; dies ist wegen der gleichmaBigen 
Konvergenz gestattet. Dadurch entsteht aber eine Entwicklung von 
G(z) nach Potenzen von z — a, welche sicherlich im Inneren des Kreises 
mit dem Mittelpunkt a und dem Radius 6 — 1 konvergiert. Folglich 
ist G(z) in der Umgebung des Punktes z regular. Da aber z = x +7 
jeden beliebigen Punkt der Halbebene x > 1 bedeuten kann, so ist 
G(z) 1n dieser Halbebene regular. 
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Nun ist nach (1) fir x >0 
G(¢+1) = fte-tdt == [es "| see Peat —=2G 2), 
0 6 


und diese Gleichung zeigt uns, daB die Funktion G(z) in die ganze 
Ebene fortgesetzt werden kann und héchstens beiz = 0, — 1, — 2,... 
Pole erster Ordnung besitzt, sonst aber regular ist. Setzt man 


G(z) 
Pica on 


so ist nach dem vorigen Paragraphen 


(5) f(z + 1) =f(2), 


und da f(z) fir * > 1 regular ist, ist also /(z) eine ganze Funktion. 
Wir wollen nun zeigen, daB diese ganze Funktion identisch gleich 1 ist. 


Setzt man z = 78" , also w = e?**?, so wird nach dem Weier- 
straBschen Summensatz /(z) eine ftir alle endlichen von Null verschiede- 
nen w rveguldve Funktion von w, und zwar eine eimdeutige Funktion 
von w, da die Vieldeutigkeit von logw durch die Periodizitatseigen- 
schaft (5) gerade kompensiert wird. Nach dem Laurentschen Satze 
gilt also fiir f(z) eine nach positiven und negativen Potenzen von w 
fortschreitende Reihenentwicklung 


+ 0o 
f(z) = Se, we, 
n=—co 
die fiir alle endlichen w + 0 konvergiert. 
Fur jedes reelle 7 bedeute nun M (yn) dasMaximum von (z) = f(x +7y) 
auf der Strecke lx xX 2, y=—~vy, also auf dem Kreise|w | = e271; 
dann ist nach dem Hilfssatz aus Kap. 2, §9 firm =0, +1, +2,... 


(6) [cn {e7"7 = M (n). 


Wir schatzen jetzt die rechte Seite dieser Ungleichung auf anderem 
Wege ab. Aus § 11, (7) mit z = x baw. z = x + 7y folgt durch Division 
und Ubergang zum absoluten Betrag 


[| P(x) i Fy ya 
cea aE ey: a) 


Ist nun * = 1, y + 0, so ergibt sich also aus der Produktdarstellung 
des Sinus in §9, (6) 


foe) 


ieee ea) 2 y2 Sine 0 ks me 
= ———— | = |= — 
Fac ry] SLT (0+ 5) wiy Suny) = 
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Fur l<*<2,|y| >a, > 0, wo «, eine passend gewahlte Konstante, 
d.h. von x und y unabhingige GréBe ist, wird also 


Sasce | 


Pueaers 
P(x +7y) 


mit konstantem «,. 
Ferner ist nach (1) fir 1 < x < 2 und beliebiges y 


|G@+iy)|Sfmretdt <a, 
ISOM LUE Ble sank Veen, 

|f (+ iy) | < ay x e714! = a, el! 
und insbesondere (fiir | y| > «) 
(7) WE (yy ag ert t 


wobei a, und a, von x und y nicht abhangen. 
Aus (6) und (7) folgt nun 


| Cy | < ag e—2/ml)1¥1, 


fiir ie oe Alsoustic, = Ouray =) 1) 2), und 
f(z) = €. 
Wegen G(1) = J’(1) = 1 ist daher c) = 1 und, wie behauptet war, 
Giz) = LG). 


Die Gammafunktion besitzt also die Integraldarstellung 
(8) (2) = f edt; 
0 


und zwar gilt diese fiir alle Werte von z=x-+14, fiir welche das In- 
tegral (8) konvergiert, d.h. in der Halbebene x > 0. 


Siebentes Kapitel. 
Die Umkehrung der analytischen 


Funktionen. 
§ 1. Umkehrung der Potenzreihen. 
Setzen wir 
(1) W ==16,% + 0,2% = = = 98 (2), 


so entspricht jedem Werte von z, der im Inneren des Konvergenz- 
kreises der Potenzreihe {8 (z) liegt, ein bestimmter endlicher Wert w. 
Die Werte z reprasentieren wir geometrisch in einer Ebene, die Werte w 
in einer zweiten Ebene. Vermége (1) wird dann also jedem Punkte z 
der z-Ebene, der im Inneren des Konvergenzkreises von ‘$(z) liegt, 
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ein bestimmter Punkt w in der w-Ebene zugeordnet. Insbesondere ent- 
spricht dem Punkte z= 0 der Punkt w = 0. 

Wir wollen nun annehmen, der Koeffizient c, ser nicht Null. Dann 
kénnen wir zunadchst folgenden Satz beweisen: 

Es set C ein um den Nullpunkt der z-Ebene beschriebener Kreis, und 
zwar so gewahlt, daB So(z) fiir die Punkte im Inneren und auf der Pert- 
pherie von C konvergiert und daB SB (z) fiir alle diese Punkte, abgesehen 
vom Punkte z = 0, einen von Null verschiedenen Wert besitzt. Dann laft 
sich um den Nullpunkt der w-Ebene ein Kreis K so beschreiben, dap 
jedem Punkte w im Inneren von K ein einziger Punkt z 1m Inneren von C 
entspricht, fiir welchen SB(z) = w ist. Der betreffende Wert z laBt sich 
als eine eindeutige Funktion von w innerhalb des Kreises K ansehen. 
Diese Funktion ist eine analytische Funktion von w, d. h. z st im Inneren 
von K als eine gewohnliche Potenzrethe in w darstellbar. 

Wenn z die Peripherie des Kreises C durchlauft, so wird der ab- 
solute Betrag | 8 (z) | ein Minimum M besitzen, welches nach Voraus- 
setzung von Null verschieden ist. Unter K verstehen wir nun den Kreis 
um den Nullpunkt mit dem Radius M. 

Es sei w irgendein Punkt im Inneren des Kreises K. Dann wird 
fiir jeden Punkt ¢ der Kreisperipherie C 


|w|<| B(e) | 


sein. Nach einem Satze aus Kap. 5, §9 (S. 107) hat daher die Funk- 
tion $$(z) — w innerhalb C dieselbe Anzahl von Nullstellen wie die 
Funktion §8(z), also genau eine Nullstelle. 


Hiermit ist der erste Teil unseres Satzes bewiesen. 
Um den zweiten Teil zu beweisen, betrachten wir das Integral 


Sal bs RB’ () al 
Lig aif 1) (Cf) — w’ 


wo f(z) eine auf der Kreisflache C regulare Funktion bedeutet und w 
im Kreise K liegt. 


Nach dem Residuensatze von Kap. 5, §8 ist 
[= i (2) ? 


falls z die eine im Inneren von C befindliche Lésung der Gleichung 


% (z) = w bedeutet. Andererseits haben wir, da igo |< 1 ist, langs 
der Peripherie von C: 


HOt ee ee eee ee ah, 
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und die unendliche Reihe auf der rechten Seite kann wegen ihrer gleich- 
maBigen Konvergenz gliedweise langs C integriert werden. Daher ist 
fiir jeden Punkt w im Inneren von K 


T=h)+hw + hw? +--- 


? 


wobei 


1 ®’ (6) 
2) Pee | Oe eae 
Gt 
gesetzt ist. 
Da $(z) im Inneren von C nur fiir z = 0 verschwindet, so ist nach 


dem Residuensatz 
bates [ 8’ (2) 
»=r|f@) ie 


oder in anderer Schreibweise 


| gree 


z@ 


wo das rechts stehende Symbol den Koeffizienten von — in der Ent- 


wicklung der eingeklammerten Funktion nach aufstetgenden Potenzen 
von z bezeichnet. 

Der Koeffizient k, laBt sich noch in anderer Weise schreiben. 

Da $(z) fiir z = 0 von der ersten Ordnung Null wird, so laBt sich 
die Funktion 

f(z) 2"*4 B’(2) 
B (ayn? 

in eine gewohnliche Potenzreihe nach aufsteigenden Potenzen von z 
entwickeln. Der Koeffizient von 2” in dieser Potenzreihe ist dann offen- 
bar identisch mit k,. Also gilt 


1 . 2 \tew 
(3) hy = DEF Be) (ga) ty 
wo D; TUL a ~ steht. Wenn 2 > 0 ist, so kann &, noch einfacher dar- 
gestellt lata Nach (2) ist 
1 1 1 bi reas 
4 a= aera MOA ee sia] Wer ie 


OF 


wie durch partielle Integration ersichtlich wird}. Folglich gilt 


oa = BoA Pe re (Ba) be ara sa 


Der Koeffizient ky ergibt sich aus (3) gleich /(0). 


1 Die formalen Regeln der Integralrechnung gelten im Komplexen natur- 
gemaB genau so wie im Reellen. 
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Fassen wir zusammen, so kénnen wir sagen: 

Es sei f(z) auf der Kreisfliche C regulér und M das Minimum von 
| 8 (z) | auf der Kreisperipherie. Bedeutet dann w einen Punkt 1m Inneren 
des Kreises K vom Radius M um den Nullpunkt und z den thm vermoge 


w= $ (2) 
entsprechenden Punkt im Inneren von C, so 1st 
(5) (2) =f (0) + hye hye? +--+ hye boo 
wobei k, fiir n =1, 2, ... durch die Gleichung 
Be Nr ee ae 
(6 by = DI (sea) fn 


bestimmt wird. Durch (5) ist die Funktion f(z) nach Potenzen von § (2) 
entwickelt, und diese Reihe konvergiert sicherlich fiir alle Punkte w 
aus dem Inneren des Kreises K, d.h. fiir | w |< M. Die Reihe (5) mit 
der Koeffizientenbestimmung (6) wird als Biirmann-Lagrangesche Rethe 
bezeichnet. 

Wahlen wir insbesondere /(z) = 2, so zeigt die Gleichung (5), daB z 
durch eine gewohnliche Potenzreihe von w darstellbar, also z eine 
analytische Funktion von w innerhalb des Kreises K ist. Damuit 1st 
auch der zweite Teil des zu Anfang ausgesprochenen Satzes bewiesen, 
und zwar ist 

z=kh,w+kh,w*+-:-:- 
mit 
vA n 


(7) Nei 2 (ga) a eiaag 


z=0 


Diese Formel kann auch noch anders geschrieben werden. Nehmen 
wir allgemeiner an, daB w im Kreise | z—a|<_~ regular ist und da- 
selbst nur fiir z = a verschwindet, und zwar von der ersten Ordnung, 
so kénnen wir fiir |z—a|<r 


w=, (g—a) +c, (z —a)?-4 += (2—a) {cy +c, (2a) +--. = 


setzen, wo die Funktion 


in demselben Kreise regular ist. Ist auch f(z) bei z =a regular, so 
folgt aus (5) und (6), wenn in diesen Gleichungen z durch z — a und 
der Punkt z = 0 durch z = a ersetzt wird, 


f(z) = f(a) + kyw+-:: 


mit 


(8) k, = — D2 (f' (2) 9 (2)"),_, -(n=1,2,...). 
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Wir wollen nunmehr annehmen, der Koeffizient c, in der Potenz- 
reihe (1) sei gleich 0, und unser Ergebnis auf diesen Fall iibertragen. 
Es sev c, der erste Koeffizient in der Potenzreihe $(z), welcher von 0 
verschteden ist. Die Gleichung (1) hat dann die Form 


(9) w= B (2) = ¢, 2*(1 + By (2), 
wo ‘,(z) eine mit z verschwindende Potenzreihe bedeutet. 
Aus (9) folgt dann, wenn z auf das Innere eines Kreises beschrankt 
wird, in welchem | $8, (z) | < 1 ist, 
1 


wi = Vo2+ 80)? = Vez(1+Z&@ +--), 


oder nach dem WeierstraBschen Summensatz 
al 


(10) w= w= 2z(c+e/2+--, 


Gi . . . 
WOrnunsé, = V c, von Null verschieden ist. Umgekehrt: Wenn einer 
1 


der k Werte von w’ = w* die Gleichung (10) befriedigt, so besteht 
auch die Gleichung (9). Fiir die betrachteten Werte von z kann also 
die Gleichung (9) durch die Gleichung (10) ersetzt werden. 

Wenden wir nun den oben bewiesenen Satz auf die Gleichung (10) 
an, so ergibt sich: 

Um die Nullpunkte der z- und der w’-Ebene kann man zwei Kreise C 
und K’ so beschreiben, daB jedem Punkt w’ im Inneren von K’ ein 
einziger Punkt zim Inneren von C entspricht, welcher der Gleichung (10) 
genigt. Wenn nun w’ alle Lagen im Inneren von K’ annimmt, so nimmt 


w= w* 


alle Lagen im Inneren des Kreises K an, der in der w-Ebene um den 
Nullpunkt als Mittelpunkt beschrieben ist, und zwar entsprechen jeder 
Lage von w im Inneren von K genau k Lagen 


et 200) 9 2Ht 
k 


i ib 
Oo, wv ek wk we * wh, ..,. we k wk 


d 


/ 


von w’ im Inneren von K’. 

Also folgt: 

Um die Nullpunkte der z- und der w-Ebene kann man zwei Kreise C 
und K so beschreiben, daB dem Punkte w=0 der Punkt z=0 und 
jedem Punkte w + 0 im Inneren von K genau k verschiedene Punkte z 
im Inneren von C entsprechen, fiir welche die Gleichung (9) erfiillt ist. 

Aus unserer Untersuchung geht noch hervor, da man den Radius 
des Kreises C kleiner als eine beliebig klein vorgeschriebene GréBe 
annehmen kann. Gleiches gilt offenbar auch von dem von C ab- 
hangigen Kreise K. 
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Die nach vorigem Satze dem einzelnen w entsprechenden k Werte 
1 


von z sind analytisch darstellbar durch eine nach Potenzen von wk 
fortschreitende Potenzreihe 


1 2 
(11) z=b,w'+b,wk4..., 
und dabei ist nach (7) fir »=1, 2,... 


ee ae 
V B@/)<0 


1 
Gibt man hier der GréBe w* der Reihe nach ihre k durch k-te Ein- 
heitswurzeln als Faktoren voneinander unterschiedenen Werte, so er- 
halt man aus (11) die k dem festen w entsprechenden Werte von z. 
Die bewiesenen Sdatze lassen sich leicht folgendermaBen wetter ver- 
allgemeinern. 


Es sei o(z) regular an der Stelle z =a und g(a) = 3, so daB die 
Entwicklung von g(z) in der Umgebung von z = a die Gestalt 


p(2) =b+e(z — a) + c,(z¢ —a)?+>-- 


besitzt. 
Durch die Gleichung 
(12) w—b=c,(z—a)+c, (¢—a)?+.--- 


wird dann jedem Werte von z, der einer geniigend kleinen Umgebung 
der Stelle a angehort, ein bestimmter Wert w zugeordnet. Schreibt 
man zur Abktirzung W fir w — 6 und Z fiir z — a, so erhalt (12) die 
Form 

Wee, Lig 2, tease, 


und man kann nun die oben bewiesenen Sadtze anwenden. Dadurch 
gelangt man zu folgendem Satze: 


Ist die Funktion y(z) im Punkte a regulir und 


p(a) = 6, 
so entspricht vermoge der Gleichung 
(13) w= (2) 


jedem Punkte z einer gewissen Umgebung des Punktes a der z-Ebene 
ein bestimmter Punkt w in der w-Ebene. Man kann nun um den Punkt a 
in der z-Ebene einen Kreis C, der ganz in jener Umgebung liegt, und um 
den Punkt b in der w-Ebene einen Kreis K so konstruieren, daB vermége 
der Gleichung (13) jedem Punkte w +- b im Inneren von K genau k ver- 
schiedene Punkte z 1m Inneren von C entsprechen. Die Zahl k ist 1, wenn 
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gy’ (a) von Null verschieden ist; allgemein ist k der Index der ersten nicht 
verschwindenden Ableitung in der Rethe q' (a), g(a), ... . Die k Werte 
von z, welche einem innerhalb K liegenden Punkte w entsprechen, lassen 
sich analytisch durch eine Gleichung von der Form 


Nay) 


darstellen, deren rechte Seite eine gewdhnliche Potenzreihe in (w — b)* 
al 


bedeutet mit einem Anfangsglied der Gestalt c(w —b)* , wo c eine von 
Null verschiedene Konstante bezeichnet. 


Die Kreise C und K kénnen insbesondere so gewahlt werden, dag 
thre Radien kleiner sind als eine beliebig vorgeschriebene positive Zahl. 


§ 2. Beispiele. 


Als erstes Beispiel betrachten wir die Funktion 


— 


aot a)” 


n! 


21 = Bi), 


wo a eine beliebige Konstante == 0 bedeutet. Dies ist offenbar eine 
ganze transzendente Funktion von z, welche fir alle z == 0 von Null 
verschieden ist. Setzen wir fiir beliebiges b + 0 


Ears 
Somista itn ==) beans 
f(z) = ber* 
, é ee (an+b)z 
ve) (si) ng 
ie ACTA lie od | n—1p(an+b)z 
DD \/ ©) (ga) b (an + b)"-t¢ : 
also nach den Formeln (5) und (6) des vorigen Paragraphen 
ne Y n—1 
(1) eo% = b>; — = w” . 
n=0 


Aus der leicht zu beweisenden Gleichung 


pigpeas Stee eee 

: ‘Nan + b |n-1 

i 
n! 

n> 00 


== 1a é 


1 


la]e? also tub baz ete =F | 


ist ersichtlich, daB die Reihe (1) fiir | w | < 


konvergiert. Dasselbe ergibt sich auch auf folgendem Wege: Bedeutet C 
einen Kreis vom Radiusy um den Nullpunkt der z-Ebene, so ist-re~ |!" 
das Minimum von | $8 (z) | auf der Peripherie des Kreises C. Nach dem 
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Resultat des vorigen Paragraphen ist dann die Reihe (1) konvergent fur 


1 : 
|w|<ve-l¢l"; in dieser Ungleichung hat aber fiir 7 = Ta die rechte 


, 


; . 1 
Seite den Wert seo konvergiert die Reihe (1) fiir |w|<7—_. 


|ale? jale 


Fir a= 6b =1 geht (1) tiber in 


[oe] 
—1 
ie PT a AE Ds w” 
w dal n!} i 
n=0 
co 
yn-2 
i = » nv, 
n—1)! 
recat ) 
nn-l 
a n 
ee n!} aes 
n=1 


diese Reihe konvergiert fiir | w Ee und liefert die Auflésung der 


Gleichung 
w= ze*, 


Speziell ergibt sich fiir z—>+ 1 die Formel 


co 
Cy 2"- 


= 


n=1 


nien- 
Als zweites Beispiel nehmen wir 
(2) w= (e@—le*# = z+ o,2+4--:: 


w ist eine ganze transzendente Funktion und von Null verschieden 
fir 0 << |z|< 22. Setzen wir f(z) =z, so ist nach Formel (4) und (5) 
des vorigen Paragraphen 


ee Yk, wn 
n=1 
mit 
il ets 
hn = Onin Fite (w= 1,2, ) 
Ot 
wo C* etwa den Kreis | €| =a bedeuten mége. Durch partielle Inte- 


gration folgt 


Gia il if elan—1)o fee (a n— 1) (a mes 2) I elan—2)¢ F 
(e6 — 1)-1 — n(n —1)(n— 2) Qa (ie — ie C 
C+ 


n n(n—1) Qui 
Ct 


dc 


(an—1)-++--(an—n+41) 1 elan—n+1)e 
n!} 271 Asta al 
O+ 
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(fiir » = 1 bedeutet das leere Produkt (an — 1)--- (an —n + 1) die 
Zahl 1), also fiir a + 0 


(3) z=») a) =. 
Fir a = 1 ist offenbar 


foe) 


z= Dk, w" =>) — = co 
n=1 


n=1 
wie sich auch direkt aus (2) ergibt. Durch Untersuchung der Zahlen- 
folge ViRe| ersieht man, daB der Konvergenzradius der Reihe (3) 
fiir a + 0 und a + 1 den Wert coe | besitzt, wobei die Potenzen 
(a — 1)2-1 und a? ihre Hauptwerte Pain 
Drittens sei 


z2—a 6 16) 

(4) ON ee eG 
Dann ist nach Formel (8) des vorigen Paragraphen 

Py 7 w (4/22 —1\n 
(5) sm at SG {DE (EH) 
Aus (4) folgt nun, wenn z als Funktion von w und a betrachtet wird}, 

Oz Oz Oz 1 

Bega es bs os 
und andererseits 
(wz)? — w? = 2wz — 2aw, —wz?=1—2aw-+ wv, 
also 
Oz 


29 
= = (1—2aw + w) *. 


Nach (5) ist aber 


Oz = w” . 
(6) Oa ~ daa! On) (De (c° i 1) lees 
und daher 

1 = w” 


fi i ag 
7) Jl—2aw-+ uw nl 


w= 


Der Koeffizient von w” in der Entwicklung von (1 — 2aw + w?)” 


1 
nach Potenzen von w hat also den Wert 5, {Dz (C? — 1)"}._,- 


1 Das im folgenden benutzte Zeichen 0 hat selbstverstandlich die aus der 
reellen Analysis gelaufige Bedeutung der ,,partiellen Differentiation“. 
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Dieser Koeffizient ist offenbar eine ganze rationale Funktion 7-ten 
Grades von a mit rationalen Zahlenkoeffizienten; diese fiihrt den Namen 
Legendresche Kugelfunktion n-ten Grades. 

Da die linke Seite von (7), wie man z. B. nach dem WeierstraB- 
schen Summensatz leicht erkennt, in jedem Kreise regular ist, der 
keine Wurzel der quadratischen Gleichung 1 — 2aw + w? = 0 enthalt, 
so konvergiert die Reihe (7) im Inneren desjenigen Kreises um den 
Nullpunkt der w-Ebene, auf dessen Peripherie die Wurzel von kleinstem 
absoluten Betrage liegt. DaB der Ubergang von (5) zu (6), also die 
gliedweise Differentiation der Reihe (5) nach a, keinen Fehler enthalt, 
folgt ohne Schwierigkeit aus dem WeierstraBschen Summensatz. 

Als letztes Beispiel wollen wir die in der theoretischen Astronomie 
auftretende sogenannte Keflersche Gleichung behandeln. Darunter ver- 
steht man die Gleichung 
(8) w= 


aA— & 


Sinvzas 
in welcher a und w zwei gegebene Zahlen bedeuten, von denen a + 0, 


+a, +2, ... ist, und z gesucht wird. 
Es ist dann nach Formel (8) aus § 1 


(9) ag +S (D?~ sin” £) 


n=1 


c=a" 


Fir die astronomischen Anwendungen kommen nur reelle Werte 


: . 14 ° . : 
von @ in Frage. Es seiz. B. a = ‘9 und C ein Kreis um z = a vom Radius 


1 253 dann ist die Funktion w auf der Flache dieses Kreises regular, 
und es gilt fir alle Punkte z = ++ ve’? (0 < » < 22) auf der Peri- 
pherie von C die Ungleichung 


|z—a| Qr Qr 


| iret? us entre? | = ef 4 Aa 


Folglich ist die Reihe (9) konvergent fiir 


| w | Zz ee at 
er - e-r 
’ 2 : 
Die Funktion 7 ae hat ein Maximum fiir 
1 ev —e-? y+] ee 
10 — = —__ EI Bre is = eee 
(10) earns et yay? of L195. <5, 


und zwar hat dieses Maximum den Wert yr— i 0,6627...; die 


Reihe (9) konvergiert daher im Falle a => sicherlich fiir 


| w | < 0,6627.... 
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DaB diese Zahl 0,6627.... der genaue Konvergenzradius im Falle 
Us o ist, erkennt man folgendermaBen: 
Aus (8) ergibt sich 


az sin? z 


dw  sinz— (z— a) cosz 


Da nun die Gleichung — = = 1 im Innern des Konvergenzkreises K 
von (9) gilt, so ist daselbst = == 0; jede Lésung von = = 0; d. h. von 
(11) tgz=z—a 

hefert also einen nicht innerhalb K gelegenen Punkt w. Fir a =F 


Woes s +42 geht nun aber (11) tiber in 


. 


ete s: 
(12) oo sp = 
é> —€ 


und dies ist gerade die Gleichung (10) mit ¢ statt 7. Es wird daher 
wegen (11) und (12) 


; A Se oy aed 0.602 Ta 


TW wose 07 sini pole 


dieser Punkt liegt also nicht innerhalb K und folglich nach dem fritheren 
Resultat auf dem Rande von K. 

Diese Methode zur Bestimmung des Konvergenzradius der Um- 
kehrung einer Potenzreihe fihrt iibrigens auch in allgemeineren Fallen 
zum Ziele. 


Hurwitz-Courant, Funktionentheorie, 3, Aufl, 10 


Zweiter Abschnitt. 
Elliptische Funktionen. 


Erstes Kapitel. 


Die doppeltperiodischen meromorphen 
Funktionen. 


Eine eindeutige Funktion f(w) der komplexen Variablen u heiBt 
gemaB Abschn.I, Kap. 6 meromorph, wenn sie im Endlichen keinen 
wesentlich singularen Punkt hat, so daB jeder im Endlichen legende 
Punkt a entweder ein regulérer Punkt oder ein Pol der Funktion ist. 

Diese Funktionen f(u) sind also dadurch charakterisiert, daB fir 
die Umgebung jedes Punktes a, wo a einen endlichen Wert bedeutet, 
eine Entwicklung der Gestalt 

f (u) = (uw — a)™ (Cy + Cy (u — a) + +++) = (uw — a)” Bu — a) 
besteht; dabei ist m eine ganze Zahl, die positiv, Null oder negativ 
sein kann. Den Ausgangspunkt, welchen wir zur Begriindung der 
Theorie der elliptischen Funktionen wahlen, soll nun die Betrachtung 
derjenigen meromorphen Funktionen bilden, welche periodisch sind. Der- 
artigen Funktionen begegnen wir schon unter den elementaren Funktio- 
nen. So besitzt die Exponentialfunktion e“, der Gleichung e“*+2** = e¥ 
zufolge, die Periode 277, die Funktionen sin wu und cos wu die Periode 2 
und tg wu die Periode z. Es ist auch leicht, aus diesen Funktionen solche 
meromorphe Funktionen zu bilden, die eine beliebig vorgeschriebene 
von Null verschiedene Zahl w als Periode zulassen. Z. B. wird 


22t 


f(u) =e 
eine solche Funktion sein, und allgemeiner wird jede rationale Funk- 
20% 
tion vone® " mit konstanten, d. h. von uw unabhangigen Koeffizienten 
die Periode @ besitzen. 

Ehe wir uns nun unserem eigentlichen Gegenstande zuwenden, 
wollen wir einige haufig zu gebrauchende einfache Sadtze zusammen- 
stellen, die an die geometrische Darstellung der komplexen Zahlen 
durch die Punkte einer Ebene anknipfen. 
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§1. Zur geometrischen Darstellung der komplexen Zahlen. 


Unter dem Punkte 
a=a 4a” 


(a’ und a” reell) werden wir wie im I. Abschnitt denjenigen Punkt 
der komplexen Zahlenebene verstehen, welcher die komplexe Zahl a 
reprasentiert, der also die Abszisse a’ und die Ordinate a’ besitzt. Es 
besteht nun zunachst folgender 

Satz 1. Der Punkt a + bt (b + 0) beschreibt die Gerade, welche die 
Punkte a und a+ b miteinander verbindet, wenn t alle reellen Werte durch- 
lauft. Insbesondere erhalten wir die Punkte der Strecke a...a-+ , 
wenn t die reellen Werte von 0 bis 1 annimmt. 

Setzen wir a=a’+ia”’, b=b'+ 716”, so sind die Koordinaten 
des Punktes a + bt 

Ga Dt pea = Ot; 

und hieraus folgt nach bekannten Satzen der analytischen Geometrie 
unmittelbar unser Satz. 

Nehmen wir a = 0, so erhalten wir den 

Satz 2. Der Punkt c = bt (b + 0) nimmt, wenn t die reellen Werte 
durchléujt, alle Lagen auf der Geraden an, welche den Nullpunkt mit 
dem Punkte b verbindet. 

Aus diesem Satze ergibt sich sofort 

Satz3. Die Bedingung dafiir, daB die Punkte b (== 0) und c mit dem 


Nullpunkt in einer Geraden liegen, ist die, daB der Quotient — veell ist, 


Qa, 
i ia) 
a 
fo) 
a a 4 
ra) a) 
Abb. 38. Abb. 39. 
Ziehen wir zu irgendeiner Strecke a... 6 eine gleich gerichtete und 


gleich lange Strecke 0... d durch den Nullpunkt, so ist offenbar d der 
Reprasentant der Differenz 6 — a (Abb. 38). Betrachten wir daher ein 
Parallelogramm, in welchem a und a,, bzw. 6 und 6, gegentiberliegende 
Ecken sind, so wird 

b—a=a,—, 
oder 

ata=b+4, 
sein (Abb. 39). 

10* 
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Satz 4. Wenn a, a1, 6, b, die vier Ecken eines Parallelogramms 
bilden und zwar a, a, bzw. b, b, je gegeniiberliegende Ecken, so 1st 


Der gemeinsame Wert von 4(a + a,) und 3(b + 0,) wird, wie aus 
Satz 1 folgt, durch den Schnittpunkt der Diagonalen des Parallelo- 
gramms dargestellt. 


§ 2. Satze iiber die Perioden einer meromorphen Funktion. 


Wenn w eine Konstante bedeutet, /(w) eine meromorphe Funktion und 
f(u + w) = f(u) 

fiir alle Werte der Variablen wu ist, so heiBt w eine Periode von f(u). 
Hiernach ist @ =0 eine Periode jeder Funktion f(w). Die Periode 
w = 0 kénnen wir als triviale oder uneigentliche Periode bezeichnen und 
im Gegensatz dazu eine Periode w, die nicht Null ist, als eine ezgent- 
liche. Wenn wir von einer periodischen Funktion sprechen, so meinen 
wir damit natiirlich eine solche, die eine eigentliche Periode besitzt. 

Wir wollen nun unter 2 das System aller Perioden einer Funk- 
tion {(w) verstehen und einige Eigenschaften dieses Systems Q be- 
weisen. Das System der Punkte, welche die Perioden geometrisch dar- 
stellen und die wir Periodenpunkte nennen werden, bezeichnen wir als 
Punktsystem Q. 

Satz 1. Das System Q aller Perioden bildet einen Modul. 

Dabei ist unter einem Modul ein System von Zahlen zu verstehen, 
innerhalb dessen die Operationen der Addition und Subtraktion un- 
beschrankt ausfiihrbar sind; d.h. mit m, und w, sollen dem System 
auch w, + @, und w, — w, angehoren. 

Die Behauptung des Satzes | ist also die, daB eine Funktion /(u), 
welche die Perioden @, und @, besitzt, notwendig auch die Perioden 
@, + @, und w, — @, hat. Dies ist aber leicht zu zeigen. Aus 


f(u + @,) = f(u),  f(u + we) = f(u) 
folgt namlich 
f(u+ 4) + @.) =f (u+ a,) = f(u); 
{(u+ @,) =f(u+o,), 
indem wir uw durch wu — wg ersetzen, 
f(u + ©, — @2) = f(u). 


Gehéren irgend einem Modul die Zahlen 


ferner aus 


(1) M1, Wo, -.+, Wy 
an, so wird auch 


(2) CO = MW, + MyM. + °++ + MW, 
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demselben Modul angehéren, wobei m,, m,, ..., m; irgendwelche ganze 
Zahlen bezeichnen. Denn durch Anwendung der Operationen der Addi- 
tion und Subtraktion kénnen wir aus den Zahlen (1) die Zahl w bilden. 
Es gilt demnach der 


Satz 2. Gleichzeitig mit den Perioden (1) besitzt eine Funktion }(u) 
auch die Periode (2). 


Die Periode w heiBt aus den Perioden @,, w,, ..., @, zusammen- 
gesetzt oder abgeleitet. Die dufersten Falle, die bei einem Modul vor- 
liegen kénnen, sind die, da8 der Modul nur aus der einen Zahl Null oder 
aber aus der Gesamtheit aller Zahlen besteht. Der erste Fall tritt fiir 
den Modul aller Perioden von f(u) ein, wenn /(w) nur die triviale 
Periode Null besitzt, also nicht im eigentlichen Sinne des Wortes perio- 
disch ist. Der zwerte Fall tritt offenbar ein, wenn /(w) sich auf eine 
Konstante reduziert, da ja eme Konstante vom Argument w gar nicht 
abhangt und also jede beliebige Zahl als Periode besitzt. Den Modul, 
welcher nur aus der einen Zahl Null besteht, wollen wir als Modul 
Null, denjenigen, welcher aus der Gesamtheit aller Zahlen besteht, als 
Modul oo bezeichnen. Alle Moduln teilen wir nun in zwei Arten ein: 

Ein Modul Q heiBe von der ersten Art, wenn das Punktsystem Q 
keinen Haufungspunkt 1m Endlichen besitzt, von der zweiten Art, wenn 
ein solcher Haufungspunkt vorhanden 1st. 

Beispielsweise ist der Modul Null von der ersten, der Modul oo von 
der zweiten Art. Wir wollen von einem Systeme von Zahlen sagen, 
es enthalte unendlich kleine oder infinitesimale Zahlen, wenn unter den 
Zahlen des Systems solche vorhanden sind, die von Null verschieden 
sind und deren absoluter Betrag unter einer beliebig klein vorgegebenen 
positiven Zahl legt. Es gilt dann der 

Satz 3. Ein Modul Q ist von der zweiten oder von der ersten Art, 
je nachdem er unendlich kleine Zahlen enthdlt oder nicht. 

Enthalt namlich 2 unendlich kleine Zahlen, so kénnen wir offen- 
bar die von Null verschiedenen Zahlen des Moduls 


€, &9> €3, s2e 


so wihlen, daB sie den Limes Null besitzen. Der Modul 2 ist also 
zweiter Art. Wir sehen zugleich, daB dann jede Zahl w des Moduls 
einen Haufungswert des Punktsystems @ liefert. Denn die Zahlen 


OQ) 4) Cin DWsp Gin Cae Ego cos 


mit dem Haufungswert w gehéren dem Modul an. Besitzt umgekehrt 
das Punktsystem 2 einen Haufungspunkt a im Endlichen, so kénnen 
wir aus ihm eine Folge verschiedener Werte 


Oy, Dana sss 
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mit dem Haufungspunkte a herausheben. Dann haben die dem Sy- 
steme 2 angehérenden, von Null verschiedenen Zahlen 

W, — 0, =/6;, Wy — Wy = e,, (We — We 5, 2 
den Limes Null. Daher enthalt 2 unendlich kleine Zahlen. 

Wir werden nun den fiir die Theorie der meromorphen periodischen 
Funktionen grundlegenden Satz beweisen: 

Satz 4. Die Perioden einer meromorphen Funktion f(u), die sich 
nicht auf eine Konstante reduziert, bilden einen Modul Q erster Art. 

Nach Satz 3 geniigt es, zu zeigen, daB f(w) keine unendlich kleinen 
Perioden besitzt. Zu dem Ende betrachten wir einen regularen Punkt a 
der Funktion /(). Fir alle geniigend kleinen Werte von | @ | gilt dann 
eine Entwicklung der Gestalt 

f(a+o)=f(a)+art(c+co+--), 
wo ¢ eine natiirliche Zahl und c einen von Null verschiedenen Wert 
bezeichnet. Wir wahlen nun die positive Zahl ¢ so klein, daB fiir |w|<e 
der Wert der Reihe 
Cae Ona ris 
von Null verschieden bleibt; dies ist wegen c+-0 méglich. Es wird dann 
f(a + @) + f(a) 
sein, solange | @ |< ¢ und von Null verschieden ist. Daher kann die 
Funktion /(u) eine ergentliche Periode w von einem Betrage < ¢ nicht 
besitzen, womit unser Satz bewiesen ist. 
Wir wollen nun die Konstitution der Moduln 
erstey Avt naher studieren und unterscheiden 
O, dabei, indem wir den Modul Null beiseite lassen, 
7 zwei Falle: 

Fall 1. Der Modul Q ist so beschaffen, daB 
die Punkte des Punktsystems Q sdémtlich auf einer 
Geraden liegen. 

Da zu diesen Punkten auch der Nullpunkt gehért, so muB die Ge- 
rade durch den Nullpunkt hindurchgehen. Auf der einen der beiden 
Halbgeraden, in welche unsere Gerade durch den Nullpunkt zerlegt 
wird, betrachten wir denjenigen vom Nullpunkt verschiedenen Punkt , 
des Systems 2, der dem Nullpunkt zundchst liegt (Abb. 40). Ein solcher 
Punkt @, existiert, weil andernfalls der Nullpunkt ein Haufungspunkt 
von {2 wire. 

Ist nun w ein beliebiger Punkt von Q, so haben wir 


Abb. 40. 


w= ayt 


(Satz 2, § 1) oder, da wir die reelle Zahl ¢ in die Form ¢ = m +  setzen 
kénnen, wo m eine ganze Zahl und 0 <7 <1 ist, 


w=a,(m+7), wWw—moa,=—70,. 
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Da nun 7@, ein Punkt von Q ist, der auf der Strecke 0... @, naher 
am Nullpunkt als @, liegt, so mu8 7w, = 0 und also 


wW=MO, 


sein. In dem jetzt betrachteten Falle sind also die Zahlen des Moduls Q 
die Multipla einer Zahl w,. 

Fall 2. Die Punkte des Moduls erster Art Q 
legen nicht simtlich auf einer Geraden. 

In diesem Falle verbinden wir zunadchst den , 
Nullpunkt mit einem andern Punkte w, von Q und ° 
wahlen einen dritten Punkt w,, der nicht auf der 
Geraden 0... w, liegt (Abb. 41). Im Inneren und auf 
dem Rande des Dreiecks 0m,m, kann es nur endlich viele Punkte 
des Systems 2 geben, weil sonst ein im Endlichen liegender Haufungs- 
punkt von 2 vorhanden ware. Wenn nun ws, ein weiterer unserem 
Dreieck angehériger Punkt von @ ist, der 
nicht auf der Geraden 0... @, liegt, so wird 
das Dreieck 0@,@, weniger Punkte von Q 
enthalten als das urspriingliche Dreieck, 
weil der Punkt w, dem letzteren angehérte. Oo, 
Hieraus folgt, daB wir ein Dreieck von posi- Abb. 42. 
tiver Flache herstellen kénnen, das auBer 
seinen Ecken keinen Punkt von @2 enthalt, und wir wollen annehmen, 
daB das Dreieck 0m,m, schon diese Beschaffenheit hat. 


Bilden wir nun das Parallelogramm mit den Ecken 0, @,, @2, 
@, + w, (Abb. 42), so sehen wir leicht ein, 
daB im Inneren und auf dem Rande dieses 
Parallelogramms, abgesehen von den Ecken, 
kein Punkt von 2 liegen kann. Von der durch 1+ Oe 
das Dreieck 0@,m, gebildeten Halfte des % 

Parallelogramms ist es von vornherein klar, 
daB sie keinen weiteren Punkt von Q enthalt. 2, 
Ware aber in der anderen Hilfte ein solcher o a 
Punkt @ vorhanden, so wiirde der Punkt Abb. 43. 
O = 0; -+ 0; — w, 
der ebenfalls zu Q gehért, nach Satz 4, §1 im Dreieck 0,2, legen. 
AuBer den Ecken enthalt also das Parallelogramm in der Tat keinen 
Punkt von Q. 

Sei jetzt w ein beliebiger Punkt von 2. Wir konstruieren das 
Parallelogramm mit den Ecken 0,4, w,0, indem wir durch w Par- 
allelen zu Ow, und 0a, legen (Abb. 43). Nach den Satzen von § 1 haben 
wir dann: 


C2 


Abb. 41. 


a, Y, +O, 


Ww 


w=a+b)=4,0, +h; 
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dabei bedeuten ¢, und #, reelle Zahlen, die wir in die Formen 
1, =m 7, ty — "My FT 135 
OS =a, Oe yea 
setzen wollen, wo m,, m, ganze Zahlen bezeichnen. Nun gehért der Punkt 
W — MW, — MyWg = 11H, + 12We 


einerseits dem System 2, andererseits, weil 7,w, auf der Strecke 
0...@, und 7,m, auf der Strecke 0... w, liegt, dem Parallelogramme 
0, @1, ©, + Wy, @, an. Daraus folgt aber, daB der Punkt 7,@, + 72@. 
mit der Ecke 0 dieses Parallelogramms zusammenfallen und daher 


(3) v= MW, -L My Ws 


sein muB. In dem jetzt betrachteten Falle 2 sind also alle Zahlen des Mo- 
duls Q gemaf Gleichung (3) aus den beiden Zahlen w, und w, abzulerten. 

Wir wollen noch bemerken, daB die beiden Falle auch dadurch 
charakterisiert werden kénnen, da8 im Falle 1 je zwei Zahlen des 
Moduls 2 einen reellen Quotienten besitzen (Satz.3, § 1), wahrend im 
Falle 2 im Modul 2 zwei solche Zahlen (wie z. B. w, und w,) vorhanden 
sind, deren Quotient nicht reell ist. 

Aus den vorhergehenden Untersuchungen folgt nun fiir die mero- 
morphen periodischen Funktionen: 

Satz5. Die Perioden einer solchen Funktion f(u), die sich nicht auf 
eine Konstante reduztert, lassen sich entweder samtlich aus einer Periode w, 
ableiten oder aber aus zwet Perioden w, und ws, deren Quotient nicht 
veell ist. 

Der erste Fall, in welchem die Funktion /(u) einfach periodisch 
heibt, lhegt z.B. bei der Funktion e¥ vor, deren Perioden die samt- 
lichen Multipla von 277 sind. Im zweiten Falle nennen wir /(u) doppelt- 
pertodisch. Ein Periodenpaar @,, w,, aus welchem alle tibrigen Perioden 
von /(u) abgeleitet werden kénnen, bezeichnen wir dann als ein Paar 
primitiver Perioden oder als Fundamentalperioden von f (u). Die Existenz 
von doppeltperiodischen meromorphen Funktionen, die den Haupt- 
gegenstand unserer Untersuchungen bilden sollen, wird sich weiterhin 
ergeben. 


§ 3. Das Periodenparallelogramm. 


Es sei @,, W, ein Paar von Zahlen, deren Quotient nicht reell ist. 
Wenn nun zwischen irgend zwei komplexen Zahlen u und v die Be- 
ziehung 

v=U+mo,+m,o@, oder v—u=—m,o, + mo, 


besteht, wo m, und m, ganze Zahlen bezeichnen, so wollen wir sagen, 


v set Rongruent u modulis w,, @2, und dies symbolisch durch die Schreib- 


weise 
v= (a, @s) 


§ 3. Das Periodenparallelogramm. 153 


andeuten. Wenn @, und @, ein fiir allemal, wie in diesem Paragraphen, 
fest bleiben, schreiben wir auch kiirzer unter Fortlassung der Moduln 
@7, Ws 

U=4U. 


Es gelten nun folgende Tatsachen, deren Beweise so einfach sind, 
daB wir sie tibergehen k6nnen. 


1. Es ist fiir jeden Wert von uw “ore Sap ene 
uU=N, 

2. Aus v =u folgt u =v. : 

3. Aus 4 =v und v = w folgt u=w. oe A Ua ty 

4. Aus u =v und uw, = 2, folgt w+ u, Abb. 44. 


=u -+ 2. 

5. Allgemeiner folgt aus wu =v und uw, =—1,, daB nu+nu, 
=nv-+ N,v, ist, wo nm und n, irgend zwei ganze Zahlen bedeuten. 

Zur Abkirzung werden wir von zwei Punkten u und v auch sagen, 
sie seien kongruent, wenn die Zahlen u und v kongruent sind. 

Wir nehmen nun einen beliebigen Punkt wu, an und bilden das Par- 
allelogramm mit den Ecken u%, u%+@ 1, Up + @, + @2, UM + 2 
(Abb. 44). Dieses soll das aus w, und a, gebildete Periodenparallelo- 
gramm (uo) herfen. Za dem Periodenparallelogramm (u#)) rechnen wir 
jeden Punkt uw, der im Inneren oder auf einer der in “) zusammen- 
stoBenden Seiten, exklusive der Endpunkte + @, bzw. up + Ws, 


dieser Seiten, liegt. Da die Punkte des v 
Parallelogramms, die auf den Seiten wu... % 
Ug + @y DZW. Uy... Up + We liegen, durch 
“yt 
A=U+7,0, bzw. b= mH +7, 0, thes 
(Onset OS 7 el) 

dargestellt werden, so gilt = Ut ly 

Satz1. Die Punkte des Periodenparallelo- Abb. 45. 
gvamms (Up) sind die Punkte 

U = Uy + 7,01 + 12 We (ORS7 eal Oe 7, <1). 


Es sei jetzt v ein beliebiger Punkt der Zahlenebene und uv, vv, 
das Parallelogramm, dessen Ecken v,, v, auf den Seiten ug... Uy + 4 
bzw. up... My + @2 des Parallelogramms (2) liegen (Abb. 45). Es ist 
dann 

Y= U1 + Vg — Up = (My + 411) + (My + fez) — Uo 
oder 
V = Ug + My + MyM. +O, + 722, 


wenn die reellen Zahlen ¢,, ¢, auf die Form 4, = m, + 7 bzw. tz = m2 + 72 
gebracht werden, wo m,, m, ganze Zahlen sind und 0<7< 1,0<7,< 1 
ist. Hieraus folgt 
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Satz 2. Jeder beliebige Punkt v ist einem und offenbar nur einem Punkte 
U = Uy + 1401 + 1eWe 


kongruent, der dem Parallelogramm (uy) angehort. 
Wir betrachten jetzt die Punkte 


Uo» Uy + 4, Ug — Wy, Uy + 20, Uy — 204, eeey 


welche ein System 4quidistanter Punkte auf einer Geraden g,, und die 
Punkte 
Ug, Ug + Wo, Ug — We, Uy + 2Wq, Uy — 2o, ---, 


welche ein ebensolches System auf einer Geraden g, bilden. Legen wir 
durch die ersten Punkte Parallelen 
zur Geraden g,, durch die letzten 
Parallelen zur Geraden g,,so erhalten 
wir durch diese Konstruktion die 
sdmtlichen Parallelogramme 
(ug + M1, + Myr), 

m, = 0, +1, + 2; ..., 

mAa.0, 31 2 eee 
und wir sehen, daB diese die u-Ebene 
einfach und ltckenlos tberdecken 
(Abb. 46). 

Wir wollen nun mit 
[w] 

stets das System aller derjenigen Werte wu + m,m, + m,q@, oder auch 
derjenigen Punkte, welche diese Werte geometrisch darstellen, be- 
zeichnen, die einem bestimmten w kongruent sind. Dann kénnen wir 
sagen: In jedes Parallelogramm unseres Parallelogrammnetzes fallt ein 
und nur ein Punkt des Systemes [wu]. 


2 


§ 4. Definition der elliptischen Funktionen. 
Der Korper K. 


Wir wenden uns nun zur Definition der elliptischen Funktionen: 
Ewne analytische Funktion f(u) heiBt eine elliptische Funktion, wenn 
sie erstens meromorph ist und zweitens zwei Perioden w, und wy besitzt, 


deren Quotient ~~! nicht reell ist. 
1 


Wir wollen zunachst die beiden Werte w, und @, als fest gegeben 
annehmen und alle elliptischen Funktionen, welche diese beiden Werte 
zu Perioden haben, zu einem System K zusammenfassen. Unter dem 
Zeichen /(w) werden wir bis auf weiteres stets eine Funktion des Sy- 
stems K verstehen. Das System K besitzt einige einfache wichtige 
Eigenschaften, die wir hier zusammenstellen. 
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1. Zu dem System gehért jede Konstante, wenn diese als Funktion 
von # angesehen wird. Denn jede Konstante besitzt als Periode jeden 
beliebigen Wert, also auch @, und ay. 

2. Gleichzeitig mit f,(w) und /f,() gehdren auch /,(w) + fy(u), 
i “ — fo(u), f,(u) f, (w) und, wenn f,(w) nicht die Konstante Null ist, 

1 (4 
fy (u) 

Wir driicken dies kiirzer aus, indem wir sagen: Die Funktionen des 
Systems K bilden einen Funktionenkérper. Aus 1. und 2. folgt 

3. Jede rationale Funktion von Funktionen /,(u), f,(u), ..., f,(w) 
mit konstanten Koeffizienten ist ebenfalls eine Funktion / (z). 

4. Gleichzeitig mit f(w) gehért auch die Ableitung /’ (w) zum Korper K. 

Denn ist {(“) meromorph, so gilt gleiches von /’ (wu), und aus 


f(u + @p) = f(u) (n = I, 2) 
folgt durch Differentiation 
f (uw + @,) = f' (u). 


zum System K. 


5. Es sei 
a’ =A (4, @,), 
d.h. a’ =a+w, wo w= m,@, + My, Ist. 


Wenn nun a ein Pol von f(u) ist und oss der zugehorige mero- 
§\u—a eae 


morphe Teil, so tst auch a’ ein Pol und g Ca der thm zugehorige 
meromorphe Teil. 


In der Tat gilt nach Voraussetzung fiir die Umgebung des Punktes a 


die Entwicklung 
1 


uUu— a 


fe) =e (=) + Ba), 


wo (wu — a) eine gewodhnliche Potenzreihe in u — a bedeutet. Liegt 
nun u in der Umgebung des Punktes a, so liegt u’ =u -+ w in der 
Umgebung des Punktes a’ = a + w, zugleich ist u’ — a’ = wu — a und 


j(u’) = fu +2) =f) =8(p—a) + BW 2), 


u’ — a’ 
woraus die Behauptung folgt. 

6. In jedem beliebigen Periodenparallelogramm (uy) hat eine Funk- 
tion f(u) nur endlich viele Pole. 

Waren namlich unendlich viele Pole in (%) vorhanden, so hatten 
diese einen Haufungspunkt, der wesentlich singular fiir /(w) ware; dies 
widerspricht aber der Voraussetzung, daB f(w) meromorph ist. 

Wir wollen uns die Pole von /(u), die im Parallelogramm (uw) liegen, 
aufgeschrieben denken und zwar jeden so oft, als seine Multiplizitat 
betragt. Die Anzahl 7 der so aufgeschriebenen Pole 


Os Cher Rctep ee 
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heiBt der Grad der Funktion /{(u). Die Systeme 
[ay], [a5], eat [a,] 


umfassen dann die Gesamtheit aller Pole von f(w) und zwar jeden Pol 
so oft, als seine Multiplizitat angibt. Greifen wir aus jedem System 
eine Zahl heraus, so erhalten wir v Zahlen 


/ i 
Ay, Ag,-+-+, Up, 


von denen wir sagen wollen, daB sie ein vollstindiges System von Polen 
von }(u) bilden. 

Die Begriffe ,,Grad“ und ,,vollstandiges System von Polen“ hangen 
gemaB dieser Definition noch von der Wahl der Perioden @, und @, 
ab. Dasselbe gilt von den im folgenden Paragraphen einzufithrenden 
Begriffen. 


§ 5. Allgemeine Satze iiber die Funktionen /(w). 


Wir werden nun eine Reihe von allgemeinen Satzen beweisen, welche 
die Grundlage fiir die Theorie der elliptischen Funktionen bilden. 

Satz1. Eine Funktion f(u) vom Grade r = 0 ist eine Konstante, oder, 
anders ausgedriickt, eine elliptische Funktion ohne Pole ist eine Konstante. 

Wenn /(u) keinen Pol besitzt, so hat | f(w) | ein endliches Maxi- 
mum g, falls u alle Lagen im Periodenparallelogramm annimmt. Da 
f(u) fiir beliebiges u keine anderen Werte annimmt als die, welche den 
Punkten uw des Periodenparallelogramms entsprechen, so gilt also fiir 
jedes endliche Argument wu die Ungleichung 


UgtW,4W2 
lf |S. 
woraus nach dem Liouvilleschen Satze1 
ech folgt, daB die ganze Funktion /(w) sich auf 


eine Konstante reduziert. 

Ehe wir zur Ableitung weiterer Satze 
schreiten, die alle aus dem Cauchyschen 
Integralsatze folgen werden, schicken wir folgendes voraus. Wir diirfen 
und wollen voraussetzen, daB das Parallelogramm (zz) in positivem 
Sinne umlaufen wird, wenn wir seine Seiten in der Folve. Jal. 241 
durchlaufen (Abb. 47). Denn falls dies nicht zutrifft, so kénnen wir es 
durch Vertauschung von wm, mit w, erreichen, also durch eine einfache 
Abanderung der Bezeichnung. 

Es sei (uw) eine auf dem Rande von (wv) regulare Funktion; dann 
setzt sich das positiv um (wu) erstreckte Integral von g(u) zusammen 
aus den durch die Seiten 2, 1’, 2’, 1 erstreckten Integralen. Nun durch- 
lauft u -+ w, die Seite 1’, wenn w die Seite 1 durchlauft, und + Ws 


Abb. 47. 


1 Vgl. Abschn. I, Kap. 3, § 8. 
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die Seite 2’, wenn u die Seite 2 durchlauft. Daher ist das erwahnte 
Integral in ieicht verstandlicher Bezeichnungsweise durch die Formel 


(1) Je (udu =f {pu ton) — 9 (w}du — J (put on) — 9 (uw) haw 
darstelbar, wobei das Integral durch die Seite 1 in der Richtung von 
Uy Nach wy + W,, durch die Seite 2 in der Richtung von wy nach uy + w, 
zu nehmen ist. 

Wir identifizieren zunachst (uw) mit einer Funktion /(u), wobei 
wir durch passende Wahl von u, dafiir sorgen, daB kein Pol von f(z) 
auf den Rand des Parallelogramms (9) fallt. Die Integrale der rechten 
Seite der Formel (1) verschwinden jetzt, da f(#) die Perioden w, und 
@, hat. Das Integral der linken Seite ist, abgesehen vom Faktor 2 27, 
die Summe der Residuen der verschiedenen Pole von } (wz), die im Inneren 
des Parallelogramms (uv) liegen. Man erkennt so die Richtigkeit von 

Satz 2. Die Summe der Residuen fiir die trgend einem Perioden- 
parallelogramm angehirenden verschiedenen Pole einer Funktion f(u) 
ast Null. 

Hieraus folgt sofort 

Satz 3. Eine Funktion f(u) vom Grade ry = 1 kann nicht existieren. 

Denn besaBe f(w) nur einen Pol erster Ordnung a im Parallelo- 


; C 
gramm (u%), so wurde der zugehérige meromorphe ‘Teil -— 


wo das Residuum C + 0 ist. Nach Satz 2 mtiBte aber, im Widerspruch 
dazu, © = 0 sein. 

Der nachste Satz erfordert eine Vorbemerkung. Bezeichnet Uy, eine 
Loésung der Gleichung 
(2) f(u) =c, 


wobei /(u) eine nicht konstante in der Umgebung der Stelle u, regulare 
Funktion ist, so besteht fiir diese Umgebung eine Potenzreihenentwick- 
lung von der Gestalt 


(3) Da) ices Cre A (at) i (A + 0), 


in welcher & eine natiirliche Zahl ist. Die Stelle w, wird dann k mal 
als Lésung der Gleichung (2) gezahlt, oder, anders ausgedriickt, #, wird 
als Lésung von (2) mit der Vielfachheit k gerechnet. — Diese Definition 
stimmt offenbar im Spezialfall c = 0 mit der fritheren Definition der 
Vielfachheit einer Nullstelle (Abschn. I, Kap. 5, § 9) tiberein. 

Im Sinne dieser Bezeichnungsweise gilt der 

Satz 4. Es sei f(u) eine Funktion von einem Grade y = 2 und c 
ein gegebener endlicher Wert. Dann gibt es in jedem Parallelogramm (up) 
genau v Stellen, an welchen {(u) den Wert c annimmt. 

Eine Funktion /(w) wird also nach diesem Satze in einem Perioden- 
parallelogramm genau so oft gleich eimem vorgeschriebenen endlichen 


lauten, 
a 
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Werte c, als sie den Wert oo annimmt. Der Satz 4 ist eigentlich ein 
spezieller Fall des Residuensatzes 2 und entsteht aus diesem, wenn 
wir ihn auf die Funktion 

I (#) 

anwenden. Man wahle nun den Punkt u, so, daB die meromorphe Funk- 
tion {(w) — c auf dem Rande des Periodenparallelogramms (u)) weder 
verschwindet noch Pole hat. Dies l4Bt sich, nétigenfalls durch eine 
kleine Verschiebung, ae pr Nach Formel (1) verschwindet 


5 aU. Andrerseits stellt er aber die 


dann der Ausdruck = 
Lt ra 


(Uo) 
Differenz zwischen der Anzahl der Nullstellen und der Anzahl 7 der 


Unendlichkeitsstellen von f{(u) —c vor, die im Parallelogramme (up) 
liegen#: 

Der Satz 4 besagt also, daB die Gleichung (2), in der /(w) nunmehr 
unsre elliptische Funktion bedeutet, genau 7 Loésungen 


(4) ty, Ug, 20> Uy 


im einzelnen Periodenparallelogramm zula8t, wenn wir in die Reihe (4) 
jede einzelne Lésung so oft aufnehmen, als ihre Vielfachheit betragt. 

Im allgemeinen werden die Stellen (4) untereinander verschieden, 
also jede Lésung u; von der Vielfachheit 1 sein. Fragen wir namlich 
nach denjenigen Werten c, fiir welche in der Gleichung (3) der Ex- 
ponent & > 1 ausfallt, so ist hierfiir notwendig und hinreichend, daB 
auBer {(u,) = c auch noch 

f' (uy) = 0 

gilt. Wir erhalten also die gesuchten Werte c, indem wir die vonein- 
ander verschiedenen Nullstellen der elliptischen Funktion /’(#) im 
Parallelogramme (#9) aufsuchen. Sind dieselben die Stellen 


Vas Vay hoop. Yap 


wobei ihre Anzahl héchstens so groB ist wie der Grad der Funktion /’ (w), 
so sind die fraglichen Werte von c die Werte 


F(vy) = C1, f(r) = cy, ..., f(%) =e. 

Die Anzahl der Werte von c, fiir welche in der zugehérigen Reihe (4) 
ein und derselbe Wert mehr als einmal auftritt, ist also héchstens gleich 
dem Grade der Funktion /' (x). 

In dem speziellen Falle c= 0 besagt der Satz 4, daB eine Funk- 
tion /(“) vom Grade ry in jedem Parallelogramm (u,) genau 7 Null- 


stellen besitzt, vorausgesetzt, daB jede Nullstelle mit ihrer Vielfach- 
heit yeezaht wird. 


1 Vgl. Abschn. I, Kap. 5, § 9. 
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Wir wollen nun wieder unter /(u) eine beliebige Funktion vom 
Grade r = 2 verstehen. Es gilt dann der wichtige 


Satz 5. Bezeichnen b,, by, ..., b, die Nullstellen, a,, dg, ..., a, 
die Pole von f(u) im einem Periodenparallelogramm (uy), so besteht die 
Kongruenz 
(5) by + Oy +--+ + 0, =a, + ay +--- +8, (04, @s). 


Beim Beweise dtirfen wir wieder annehmen, daB keine der Nullstellen 
und keiner der Pole auf dem Rand des Parallelogramms (i) liegt. 
Wenn wir 


setzen, so ist g(u) eine Funktion, die im Parallelogramm (w,) nur die 
Punkte 6; und a; zu Polen besitzt. Nach dem Residuensatz ist daher 


(6) afew du = rie (w + SY rile 


(Uo) Me 
wo die Summen tiber die voneinander verschiedenen Punkte 8, bzw. 
a, zu erstrecken sind. 
Ist nun 6 irgendeiner der Punkte 0, und & seine Multiplizitat als 
Nullstelle von f(u), so ist fiir die Umgebung des Punktes b: 
k (uw —d)P-te +... 

p(w) = {b+ (w— A EB 9), 
also kb das zugehGérige Residuum. Ebenso findet sich ftir das Residuum 
von g(u) an einer der Stellen a,, etwa a, der Wert — k’a, wenn k’ 
die Vielfachheit von a als Pol von /(u) bedeutet. Demnach ist die rechte 
Seite der Gleichung (6) 


ee PO a = te Baa, es ay). 


Andererseits ist nach Formel (1) wegen 


| f(eton) f( 
p (+ Op) — 9 (W) = (u + 4) GE Be — we 
ff (w) ff (w) 
Sai eas — == 
={(u+o,) — u} Tuy On Fw (# = 1,2) 


das Integral (6) gleich 


Up +s Up + 4 


(u) 
(8) eo oS Fe du — 377 © | a : 


wobei die Integrale petals zu nehmen did Die hier auftretenden 
Integrale sind nun Vielfache von 277. Denn z. B. ist 


Uo t Wo Up + Wo 


i “| ad log f (u) 
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der stetige Zuwachs, den log/(w) erfahrt, wenn wu geradlinig von mp bis 
Uy +, wandert. Dabei beschreibt aber, weil f(u + ms) = f(u) ist, 
der Punkt /(w) einen geschlossenen Weg, auf welchem log/(u) also um 
ein Multiplum von 227 wachst oder abnimmt. 


Der Ausdruck (8) hat daher die Gestalt 
(9) MW + MzOp, 


wo m, und m, ganze Zahlen bedeuten. Der Vergleich von (6), (7) und 
(9) gibt die Kongruenz (5). 

Wir wollen den Satz 5 noch in eine andere Form bringen, indem 
wir ihn zugleich etwas verallgemeinern. 

Zunachst setzen wir folgendes fest: 

Sind a1, 4, ..., a, die Pole der Funktion } (u), die in einem Parallelo- 
gramm (Uo) liegen, oder auch ein vollstandiges System von Polen der 
Funktion f(u), so nennen wir jede Zahl s, welche die Kongruenz 


S == 4, +a,+-->+4, (@4, @s) 


befriedigt, Polsumme der Funktion f(u). 


Die Polsumme einer Funktion f(u) ist demnach nur bis auf eine 
additive Periode bestimmt. 

Es seien ferner “1, 42, ..., u, die in einem Periodenparallelogramm 
(wo) gelegenen Nullstellen von f(u) — c, wobei c einen gegebenen end- 
lichen Wert bedeutet. Die Wertsysteme 


[else bso assy [el 


umfassen dann alle Werte von uw, welche der Gleichung 
(10) f(u) = 


genugen. Entnehmen wir diesen Wertsystemen je einen Wert, so er- 
halten wir r Werte 


(11) Us Ses tors Wt! 


die wir ein vollstindiges System von Lésungen der Gleichung (10) 
nennen wollen. 


Wenden wir den Satz 5 auf die Funktion /(u) —c an, so erhalten 
wir leicht den 
Satz 6. Ist f(w) eine Funktion vom Grade rv und bilden die Zahlen (11) 


ein vollstindiges System von Lésungen der Gleichung (10), so gilt die 
Kongruenz 


Rs Taal | Ca 
Uy Wy a SS (OS Oa), 


wo s die Polsumme von f(u) bezeichnet. 
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§ 6. Die Funktion ¢(u). 


Wir wollen das Periodenparallelogramm (uv) so wahlen, daB der 
Nullpunkt in sein Inneres fallt. Unter den nicht konstanten Funktionen 
f(u) werden wir diejenigen von méglichst niedrigem Grade, also vom 
Grade v = 2, als die einfachsten zu betrachten haben. Wir wollen nun 
versuchen, eine derartige Funktion zu bilden, die im Parallelogramm (up) 
nur den einen Doppelpol u = 0 mit dem zugehirigen meromorphen Teil 


ik : 2 
= Le besitzt. Nach dem Residuensatze 2 des vorigen Paragraphen 


muB8 c = 0 sein, so daB die Entwicklung der herzustellenden Funktion 
fiir die Umgebung der Stelle « = 0 die Form 


i (u) = +B (w) 


besitzen muB. Hieraus folgt leicht, da8 die Funktion /(«), wenn sie 
uberhaupt existiert, bis auf eine additive Konstante bestimmt ist. Denn 
ist /,(w) eine Funktion von derselben Beschaffenheit wie {(w), so hat 
die Differenz f,(u) — /(u) den Nullpunkt nicht mehr zum Pol und daher 
im Parallelogramm (u,) tiberhaupt keinen Pol. Nach Satz 1 des vorigen 
Paragraphen ist daher in der Tat notwendig 


fy (u) = f(w) + C. 


Die Konstante C kann, und zwar nur auf eine Weise, so gewahlt 
werden, daB in aer Potenzreihe, welche /,(u) in der Umgebung der 
Stelle w = 0 darstellt, das konstante Glied fehlt. 

Wenn es also tiberhaupt eine Funktion ((u) nach Art der gesuchten 
gibt, so ist sie vollkommen bestimmt durch folgende Eigenschaften: 
Sie ist eine elliptische Funktion zweiten Grades und besitzt in der Um- 
gebung der Stelle w = 0 eine Entwicklung der Gestalt 


0) =a tu Bw), 


wo $$(w) eine Potenzreihe bezeichnet. 
Die Gesamtheit der Pole von ¥9(u) wird durch das System [0] aller 
Periodenpunkte 


: il 
gebildet, und dem Pole w wird nach § 4 der meromorphe Teil — 


(u— ‘w) 2] 


entsprechen, da der zu w kongruenten Stelle 0 der meromorphe Teil = 


zukommt. 

Wir werden durch diese Bemerkung darauf geftihrt, zu versuchen, 
die Funktion ¢ (wu) mit Hilfe des Mittag-Lefflerschen Satzes herzustellen. 
Zuvor haben wir aber noch den folgenden Satz zu beweisen: 

Hurwitz-Courant, Funktionentheorie, 3. Aufl, 11 
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Die Summe 
Le i 
Se 


| w |* 


konvergiert. 
Dabei ist die Summe tiber alle Perioden (1) zu erstrecken mit Aus- 


nahme der Periode Null, was durch das an das Summenzeichen gesetzte 
Komma angedeutet werden soll. 
Wir betrachten diejenigen Punkte w, fiir welche 


(2) n=<|wl|<n+1 


ist, wo m eine nattirliche Zahl bedeutet, und setzen 
1a 
(3) Sa= 2) Tale 


dabei soll die Summe iiber die betrachteten Punkte erstreckt werden. 
Nun schatzen wir die Anzahl dieser Punkte folgendermaBen ab. Es sei 
2¢e eine positive Zahl, die kleiner ist als der Abstand des Nullpunktes 
von jedem anderen Periodenpunkte w. Dann ist auch 


2e<|w, — w,I, 


d.h. kleiner als der Abstand zweier verschiedener Periodenpunkte w, 
und w,. Wenn wir also um jeden Periodenpunkt als Mittelpunkt einen 
Kreis mit dem Radius «¢ beschreiben, so liegen diese Kreise ganz auBer- 
einander. Die Punkte w, welche der Bedingung (2) geniigen und deren 
Anzahl A, heiBen mége, gehdren dem Kreisring an, der durch die 
Kreise mit dem Mittelpunkt Null und den Radien ” und » + 1 begrenzt 
wird. Ist zunachst A, > 0, d. h. gibt es mindestens einen Punkt w mit 
der Eigenschaft (2), so folgt fiir jeden solchen Punkt:2e < |w|<n-+1, 


n+l] n — inneee é 
E<—g—, #— E> —yg— =O, so dai m— « noch positiv ist. Die um 


die A, Punkte w mit dem Radius « beschriebenen Kreise liegen daher 
ganz in dem Kreisring mit dem Mittelpunkt Null und den Radien  — ¢ 
und ~ + 1+ e¢ und bedecken also eine Flache, die kleiner ist als die 
Flache dieses Kreisringes. Daher ist 


A,e'na < (n+1+ &)2a — (n — £)*x 
oder 
1+ 26 
e2 


14+2¢6e 
62 


A, < Qn+i1)< -3n=kn, 


wo k zur Abkiirzung fiir die feste Zahl ee steht. Diese Abschatzung 
An Rh 
gilt trivialerweise auch im Falle A, = 0. 
Nun folgt fiir die Summe (3) 
1 kh 


"3 we? 


I 
SEA piggies 
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Sai os Gp Ee = ae a 
ist daher konvergent; folglich auch die Summe S, weil alle Glieder 
von S, abgesehen von den endlich vielen, fiir die etwa |w|<1 sein 
sollte, in den Summen S,, auftreten. 

Zufolge des eben bewiesenen Satzes stellt nun nach dem Mittag- 
Lefflerschen Theorem (vgl. Abschn.I, Kap.6, §3 und §5) die un- 
endliche Reihe 

1 l 1 1 il u e 
4) (M=54+D (Ga5+5t+e-eta 


w w w? u (u — w) w 


und die Summe 


eine meromorphe Funktion mit den meromorphen Teilen 
Wir sehen jetzt leicht ein, daB 


© pw=-¢w=2+ 5" (Gtar-e) 


m2 


1 
VOr. 
u—w 


allen Bedingungen, die wir fiir die gesuchte Funktion gestellt haben, 
genugt. 

Zunachst hat ¢(u) die Punkte w zu Polen mit den richtigen mero- 
morphen Teilen. Weitere singulare Punkte sind nicht vorhanden. 


Ferner hat (9 (u) — a den Limes Null fiir 10, weil die Summe in (5) 
fiir w = 0 verschwindet. Es bleibt zu zeigen, daB (9(u) die Perioden w, 
und w, besitzt. Zu dem Ende bilden wir 


! il 
9 (#) =- 4-2) ae = - 2 DS eae 


us (u— w (u— w)8 


wo die Summe ohne Komma iiber die Gesamtheit aller Perioden 
O—= M,0, + M20,(M,, mM, = 0, +1, + 2, ...) zu erstrecken ist., DaB 
die gliedweise ausgeftihrte Differentiation der rechten Seite von (5) 
die Ableitung von (wu) ergibt , folgt aus dem WeierstraBschen Sum- 
mensatz. Nun ist 


t 1 1 
y? Co ee larson reer) te 20>) (u— w)s’ 


weil 
W— Oo, = (m, — 1)a, + mo, 
ebenfalls alle Perioden durchlauft. Es ist also 
(a' (u + @,) = @' (u); 
und hieraus folgt durch Integration 
(6) ga (uw +o) = 9 (#) +e, 
wo c, eine Konstante bedeutet. Nun ist y(w) eine gerade Funktion. 


Denn nach (5) ist 


1 at 1 ee! wal! 1 Lh thal 
i 1) — we | 2 & + w)? a is Sy ees w)? 7) 9 (4), 


164 II, 1. Die doppeltperiodischen meromorphen Funktionen. 


da — w dieselben Werte wie + w durchlauft. Setzen wir zur Bestim- 


mung von c, in (6) «= — = so folgt 


@ oO 
o(F)—e(—-F) ta=e(2) +4 
und also c, = 0. Wir haben daher 
9 (@ + @,) = — (%); 
und ebenso folgt 
(9 (4 + @2) = — (u). 

Die Funktion (wu), die tatsachlich alle geforderten Eigenschaften 
besitzt, wollen wir die Weierstrafsche y-Funktion nennen, weil sie von 
WEIERSTRASZ der Theorie der elliptischen Funktionen zugrundegelegt 
wurde. 

Aus dem vorhergehenden Paragraphen folgt sogleich eine Reihe von 
Satzen tiber die Funktion y(u), die wir hier zusammenstellen. | 

Satz 1. Als Polsumme von (9 (u) kann s=0 genommen werden. 

Denn die Pole a, und a,, die (uv) in unserem Periodenparallelo- 
gramm (u,) besitzt, sind beide Null. 

Satz2. Die Lésungen der Gleichung (9 (u) =c, wo c einen gegebenen 
Wert bedeutet, bilden zwet Systeme [u’] und [u’’], und es ist u’ + uu’ = 0 
(4, 2). 

Dies folgt aus Satz 6 von § 5. Wenn wir eines der beiden Systeme, 
etwa [u’], kennen, so wird, da u’’ = — u’ (@,, @,) ist, das andere das 
System [— w’] sein. 

Satz 3. Die Gleichung 
(7) (9 (#) = ga (2) 
besteht dann und nur dann, wenn 
(8) U=U(@,,@) oder u= —V (a4, Ws) 
ast. 

Denken wir uns namlich in (7) das Argument v als fest gegeben, u 
als ein zu bestimmendes Argument, so gehért # nach Satz 2 einem von 
zwei Systemen untereinander kongruenter Werte an. Das eine dieser 
beiden Systeme ist offenbar das System [v], und folglich ist [— v] das 
andere; d.h. # muB einer der Kongruenzen (8) geniigen. 

Wir wollen jetzt untersuchen, fiir welche Werte von v die beiden 
Lésungssysteme [v] und [— v] der Gleichung (7) zusammenfallen. Hier- 
zu ist notwendig und hinreichend, daB 


v=—v? oder 20=0(@,, o,) 
ist. Es muB also 2v = mw, + maw, oder 


aan M1 W1 + Mz Wo 
d 


die Halfte einer Periode, sein. Da nun 
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My = 2m + &, mM,=2m,' + & 
gesetzt werden kann, wo m,’, m,’ ganze Zahlen, ¢, und eg je einen der 
beiden Werte 0 und 1 bezeichnen, so kommt 


ee ore, 1 &1 Wy + €2 We . 
v= My" WO, + M, Osetia 5s 


d.h. die gesuchten Werte von v sind einer der Zahlen 


(9) 0 @, 1+ We, Ws 


a” 2 ee) 
kongruent. Wahrend fiir v = 0 der zugehérige Wert der -Funktion oo 


ist, entsprechen den drei anderen Zahlen (9) drei endliche Funktions- 
werte, die wir mit 


(23) _ (@14 + @ i 
pG)—% es )=4 e(Z)=4 
bezeichnen wollen. Bedeutet c einen endlichen Wert, so sind also die 
Lésungen der Gleichung 


a (4) —c=0 
von der Multiplizitat zwei, wenn c mit einer der Zahlen e,, €:, ¢3 zu- 
sammenfallt. Hieraus folgt, daB die Gleichung 
g' (#) = 0 

fiir uU = — Be Es = ? S 
Punkt uw, gentigend dicht beim Nullpunkt an- 
nehmen, in unser Parallelogramm (u,)) und 
bilden mit dem Nullpunkt die Ecken eines 
Parallelogramms (Abb. 48). 

Aus Satz 3 ergibt sich noch, da8 die 
Werte 1, €, €, untereinander verschieden 
sind. Das laBt sich auch so erschlieBen: 
Ware z. B. e, = é3, so wtirde die Funktion zweiten Grades 


Q (u) — & = (u) — es 


im Periodenparallelogramm wer Nullstellen, namlich die Stellen 


erfillt ist. Diese Punkte fallen, wenn wir den 


Abb. 48. 


eae 
2 


und 3. jede doppelt gezahlt, besitzen; und das ware ein Widerspruch. 


§ 7. Die Differentialgleichung von ¢ (wu). 


Die Funktion y’ (uv) hat in der Umgebung der Stelle u = 0 die Ent- 


wicklung 
2 
(o” (w) = = baba B (u), 
hat also die Stelle « = 0 zum dreifachen Pol, wahrend sie im Perioden- 


parallelogramm (wu ) sonst tiberall regular ist. Es ist daher (y’ (uw) eine 
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Funktion vom Grade 7 = 3 und muB folglich im Periodenparallelo- 
gramm auch genau dreimal verschwinden. Nach dem vorigen Para- 
graphen sind die drei Nullstellen von (’(u) die Punkte 


Wy 1 + We Ws 


wy O D) 5) Oe 


an denen (y’ (w) demnach einfach Null wird. In diesen Punkten werden 
bzw. 


AUN oid 0) Re Ca) ees 
je doppelt verschwinden. 
Vergleichen wir nun die Pole und Nullstellen von yg’ (u), namlich: 


1, W,+ QO, Ws 


Pole: 0, 0, 0, Nullstellen: 5, 5 og 
mit denen von 


f (u) = (9 (4) — ex) (§9 (#) — e2) (G9 (u) — es), 


namlich: 
@, +o QO, + @ a) (a) 
Polewe0, 0,0, 0, 0,0mNalistelien-, yea 5 G6 a= een 


so sehen wir, daB der Quotient 


bo 
bo 


Op 


im Periodenparallelogramm (u,) nivgends unendlich wird, da der Zahler 
dieselben Pole und Nullstellen in derselben Vielfachheit wie der Nenner 
besitzt. Folglich ist der Quotient eine Funktion vom Grade 7 = 0 und 
also eine Konstante. In der Umgebung der Stelle w = 0 haben wir die 
Entwicklungen 

(2D) 1 | 

gp? =A24.. fMatte.-. 

Tragen wir diese in den Quotienten Qein und lassen dann uw in Null 
ubergehen, so erhalten wir den Wert Q = 4, und da Q, wie wir wissen, 
eine Konstante ist, so folgt 


d.h. Ga 46a); 
Satz1. Die Funktion ((u) befriedigt die Differentialgleichung 
(1) 9"? (u) = 4 (99 (w) — ey) (9 (u) — en) (G9 (u) — €s). 


Wir wollen diese wichtige Differentialgleichung noch in einer anderen 
Form ableiten. 

Zunachst betrachten wir die Entwicklung der Funktion (9 (w) an der 
Stelle u = 0 etwas naher. Fiir 


g(x) = + S"( il ! 1 ! s)=- S(S | us ! ) 


u— w w w2 ws 


erhalten wir die Entwicklung 


1 
¢ (u) se Gag OE ag UP nn No aes 


§ 7. Die Differentialgleichung von (9 (u). 167 


wenn wir zur Abktrzung 


ay jd 
G,=)/ ==>) : (nay eae 


wr et (my Wy + Mg Wy)" 


setzen. Die Summe G,, andert sich nicht, wenn wir — w statt w schreiben. 
Fur ein ungerades ist folglich 


walt i UY ait 
und also G, = 0. Daher kénnen wir die Entwicklung von £(u) in der 
Form ansetzen: 


s 1 us uP yan 
(2) AS ee a hare Bohs: Cia ay sans? 


wobei die Koeffizienten c, die Werte 


(3) cn = (2% — 1) SY) ie Spe ee 


haben. 
Demnach lautet die Entwicklung von —(u) um den Nullpunkt: 


(4) pH) =— 0 (W) =a egw tcgut te --fe, uted ps. ., 
wober die Koeffiztenten c, gemaf (3) von den Perioden w,, ws abhingen. 
Nun folgt aus (4) 
: 2 
ya’ (uw) = eg eg ha eg Ue oT y 
und, wenn wir die Entwicklungen immer bis zu den von uw unabhangigen 
Gliedern fortsetzen, 


9’? (w) = — 24 164°, 
1 3 
(uv =—=+—3+ SCs sar 
2 
ga’? (u) — 4.3 (4) = - 28¢,-+--- 


und schlieBlich 
(5) ga"? (u) — 4.93 (uw) + 20¢, @ (vu) = — 28¢,-+----. 

Die links stehende elliptische Funktion kann im Periodenparallelo- 
gramm (u) héchstens den Pol wu = 0 haben. Tatsdchlich hat sie aber 
gem4B (5) den Punkt w = 0 nicht zum Pol. Nach § 5, Satz | ist unsere 
Funktion daher eine Konstante, deren Wert sich aus (5) zu — 28 c, 
ergibt. Es ist also fiir alle Werte von u 


(a? (uw) — 4.03 (u) + 20¢, — (u) = — 28 cy. 
Fihren wir noch im AnschluB an WEIERSTRASZ die Bezeichnungen ein: 
“al. eal 
(6) A= ie yes gf = 280, = 140 D! 


so haben wir demnach den 
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Satz 2. Die Funktion ~(u) geniigt der Differentialgleschung 


(7) g'? =4 0% — 2.0 — gs. 
Dabei ist der Kiirze halber ¢ fiir (9 (uw) und yg’ fiir ¢9’ (uw) geschrieben. 
Die Konstanten g, und g, heiBen die Invarianten der Funktion ¢ (uw). 
Die rechten Seiten in den Gleichungen (1) und (7) sind fiir alle Werte 
von u beide derselben GréBe (naémlich yy’? (w)) gleich. Daraus folgt, 
daB identisch in x die Gleichung 


4x3 — 9,4 — 9, =4(% — e,) (4 — €) (&% — @) 
-besteht. Es sind also €1, €y, €, die Wurzeln der Gleichung dritten Grades 
443 — gx —g,=0. 
Als Diskriminante werden wir den Wert 
A = 16 (e, — &,)? (e, — &3) (€2 — és)? 


bezeichnen, der nach Friiherem von Null verschieden ist. Bekannten 
algebraischen Satzen zufolge gelten die Beziehungen: 


(3) ey + ly + eg = 0, & lp + 62 lg + C30 = —Fho, 01 €2 3 = 78a, 
A = 16 (¢, — 9)” (€, — es)? (en — es) = go? — 27g”. 
Aus der Differentialgleichung (7) erhalten wir auf folgende Weise 


.eine Rekursionsformel fiir die Entwicklungskoeffizienten c, der Funk- 
tion «@(u). Durch Differentiation von (7) finden wir 


20’ 9" = (12 0? — g,) 0" 
oder 


(" = 60 — 3 & = 6—? — 10C,. 


Setzen wir hierin die Entwicklung (4) fiir @ ein, so kommt 


we $B 1cy + 4-8-cgu® +--+. + (Qn —2) On —3)o, wine 
ae 10 602 = 10 l 1 | y Qnael: 
aie at ee C, - 6 ey ey Be 
n=2 


= —= 106, ofr 22; wns ST So ouitrtsy- 7: 


f=2 s=2 
woraus durch Vergleichung der Koeffizienten von u2"-4 sich leicht 
{(2% — 2) (2n — 3) — 12}e, = 6 Se, c, (ny -=745 556.3.) 
T+s=n 
TZ? 
se 


ergibt. Nach einfacher Rechnung erhalt man hieraus 
(n “a6 3) (2+ \)c,= 3 (Cyc n=2 + €3¢ n—3 si ; ok 2¢9) (n=4, 5, 6, 5 Ne 
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Vermége dieser Rekursionsformel kénnen wir sukzessiv 
Ce Oe Op — yn ogy | Og = Gs (20,0, 0,7) =F (2c? 4 c,2), 
durch c, und cz oder auch wegen (6) durch g, und g, ausdriicken. Wir 
erkennen so die Richtigkeit von 

Satz 3. Die Entwicklungskoeffizienten c, von () (u) sind ganze rationale 
Funktionen der Invarianten gy und g, mit rationalen positiven Zahlen- 
koeffizienten. 

Hierin liegt wegen (3) die bemerkenswerte Tatsache, daB sich die 


Summen oe. : 1 
Gon = DS! wen ok (My @y + Mz, Ws)?” Ce sy ae 
M1, My 
ganz und rational mit rationalen positiven Koeffizienten durch G, und G, 
ausdriicken lassen. 


§ 8. Das Additionstheorem von ¢ (2). 

Man sagt von einer Funktion (wu), sie besitze ein algebraisches 
Additionstheorem, wenn zwischen @(u,-+ 2), p(u4), p(y) eine alge- 
braische Gleichung mit festen, d. h. von u, und uw, unabhangigen Koeffi- 
zienten besteht oder, was dasselbe besagt, wenn (uw, + ue) algebraisch 
durch g(u,) und (u,) ausdriickbar ist. DaB die Exponentialfunktion 
und die elementaren trigonometrischen Funktionen solche Additions- 
theoreme besitzen, ist eine der Haupteigenschaften dieser Funktionen. 
Wir wollen jetzt zeigen, daB dieselbe Eigenschaft auch der Funktion 
((u) zukommt. 

Za dem Ende betrachten wir die Funktion 

f(u) = ¢—' (vw) —ag(u) —d, 
wo wir die Konstanten a und b so wahlen, daB f(u) an zwei beliebig 
fixierten Stellen wu, und uw, verschwindet. Setzen wir zur Abkiurzung 


() (4) = Pr, (' (uy) =f), 9 (Uy) = pp, 0" (Ue) = po’, 
so sind also a und 6 aus den Gleichungen 
(1) apy tb=py, ap,+b= p,’ 
zu bestimmen. Nun ist /(w) eine Funktion vom Grade vy = 3, die im 


Periodenparallelogramm (w#,) den dreifachen Pol u = 0 und folglich die 
Polsumme s = 0 besitzt. Nach §5, Satz 6 bilden daher die Werte 


Uy, Wy, — (Uy + Ug) 
ein vollstandiges System von Nullstellen der Funktion /(w). Wenn also 
(2 (Uy + Uy) = Ps, (0' (Uy + Ue) = Ps’ 


gesetzt wird, so gilt unter Beriicksichtigung des Umstandes, dab ¢’ (w) 
eine ungerade Funktion ist, die Gleichung 


ap, +b = — bs, 
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welche zum Ausdruck bringt, daB f(w) fiir w= — (w+ Ue) ver- 
schwindet. 
Setzen wir nun in die Differentialgleichung der y-Funktion 
49° — 829 — 83 = 9 
fiir das Argument w sukzessive 4, U2, Uy + Uy ein, so erkennen wir, daB 
die Gleichung 


12 


(2) 4 OP Bade Pg — Nae 10) — OC 
die Wurzeln 
(3) X= py, *=ho, X= hs 


besitzt. Wir wollen uns u, und w, etwa im Periodenparallelogramm (9) 
so fixiert denken, daB p, = (9(u), Pp = (9 (Ue), D3 = (7 (My + Ug) Von- 
einander verschieden sind. Dadurch schlieBen wir, wenn wir u, beliebig 
angenommen haben, nur endlich viele Punkte uw, im Periodenparallelo- 
gramm aus. Denn die Funktion 


((9 (42) — § (t44)) (§9 (Hy + Me) — 9 (%41)) (9 (ta + Me) — — (%2)) 
ist in uw, elliptisch mit den Perioden m,, w, und verschwindet daher nur 
an endlich vielen Stellen des Periodenparallelogramms. Wir sind jetzt 
sicher, daB die Werte (3) die saémtlichen Wurzeln der Gleichung (2) dar- 
stellen. Demnach gelten die Gleichungen 


2 


A t++%=, 
(4) ene ose 


b2 
PiPoPs = + =. 
Aus (1) ergeben sich nun weiter fiir a und } die Werte 
eee flee Wibase Paps. 
Pra ess Pris 
und die erste der Gleichungen (4) liefert den 
Satz1. Fiir die Funktion ()(u) gilt die Gleichung 


G) (Uy + Uy) = — — (uy) — (9 (ug) 4 = eS ma i ae 


a 


9 (043) — 9 (uy) 
WENN Uy, Uz zwet beliebige Argumente bedeuten. 

Die Beschrankung, die wir beim Beweise den Argumenten w,, u, auf- 
erlegten, haben wir im Ausspruch des Satzes wieder fallen lassen, was 
offenbar erlaubt ist. 

Da §)' (uy) und §' (uy) vermége der Differentialgleichung der (o-Funktion 
algebratsch durch () (uy) bzw. (9 (u,) ausdriickbar sind, so gibt Satz 1 das 
Additionstheorem von ((u). 

Wenn wir aus den Gleichungen (4) die Zahlen a und 6 eliminieren, 
so erhalten wir 
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Satz 2. Zwischen 


(9 (W%4) = py, ; 9 (U2) = Po, (7 (ty + Uy) = pg 
besteht die algebraische Gleichung 


(P; + Pe +Ps) (42; bo Ps — &3) = (A, Po + pi bs + Pops + 4)" 


welche das Additionstheorem der yo-F’unktion an anderery Form darstellt. 


§ 9. Darstellung der elliptischen Funktionen 
durch die g-Funktion. 


Es sei f(u) eine meromorphe Funktion mit den Perioden @,, ws, also 
eine Funktion aus dem Koérper K. Dann kénnen wir nach § 5 die Kon- 
stante c auf unendlich viele Weisen so wahlen, daB die Gleichung 
/(u) =c keine mehrfach zu zahlende Lésung besitzt. 

Wir wollen nun beziiglich der Funktion f(u) drei Falle betrachten: 

Erster Fall: {(u) ist eine gerade Funktion, also /(— u) = f(u). 

Ist dann [w,] eines der 7 Lésungssysteme der Gleichung f(w) = c, 
so ist [— u,] ein davon verschiedenes. Denn ware u, = — u (@4, 9), 
so wurde auch fir jede beliebige Zahl / die Beziehung uv, + 4 = — u,+ h 
gelten und daher auch 


ee et ae mt) (a Pi te (th), 


und hieraus wiirde /’(u,) = 0 folgen. Es ware dann wu, eine mehrfach 
zu zahlende Lésung, was der Annahme widerspricht. Insbesondere ist 
also stets uv, ++ 0. — Aus dieser Bemerkung geht hervor, daB die Lésungs- 
systeme der Gleichung /(w) =c in Paaren folgendermaBen angesetzt 
werden kénnen: 


[4], [— %], [He], [— Me], «++, [el], [— Mel, 
woraus beildufig folgt, daB der Grad 7 einer geraden Funktion /(w) eine 
gerade Zahl 2 ist. Fiir einen anderen Wert von c, den wir d nennen 
wollen, habe {(w) = d die Lésungssysteme 

[v4], b= V4], [Yel, [= Vol, soegsis [v;], i v;] O 
Die Funktion 


F (uv) = 


hat dann dieselben Pole und Nullstellen wie die Funktion 


Q (uv) = {99 (u) — P(uy)} {9 (¥) — 9 (H2)} +++ {9 (%) — 9 (Me)} 
{(9 (u) — 9 (va)} {9 (#) — 9 (Ya) } +++ {9 (WH) — 9 (x) }? 
der Quotient aus den beiden Funktionen ist daher eine Konstante C 
(§ 5, Satz 1). 


ee, II, 1. Die doppeltperiodischen meromorphen Funktionen. 
Die Auflésung der Gleichung 
TOs le 
CEZia. 
nach f{(w) ergibt den 
Satz1. Eine gerade elliptische Funktion mit den Perioden 4, Wy. 1st 
als rationale Funktion der mit diesen Perioden gebildeten Funktion ( (u) 
darstellbar. 
Zweiter Fall: f(u) ist eine ungerade Funktion, also {(— u) = — f(u). 


: F f : : 
Da ¢’ (uw) ebenfalls ungerade ist, so wird a gerade sein. Die An- 


wendung von Satz 1 auf diese Funktion liefert den 


Satz 2. Eine ungerade elliptische Funktion mut den Perroden w,, Wy 
ist als Produkt von 0’ (u) mit einer rvationalen Funktion von (9 (u) dar- 
stellbar. 

Dritter Fall: Es sei {(w) eine beliebige meromorphe Funktion mit 
den Perioden @,, w,. Durch den Ansatz 


(uw) =4{f() + 1(—#} +44) —f(— 9} 


wird /(w) in die Summe zweier meromorpher Funktionen zerlegt, welche 
die Perioden w,, w, besitzen und von denen die erste eine gerade, die 
zweite eine ungerade Funktion ist. Die Anwendung der vorhergehenden 
Satze ergibt daher den 


Satz 3. Eine jede elliptische Funktion f(u) mit den Perioden w,, 
léBt sich als rationale Funktion von (9 (u) und (9' (uw) darstellen, und zwar 
in der Form 
(1) I (u) = R(— (w) + 9" (@) By (e (4), 
wo R(x) und R,(x) rationale Funktionen von x bedeuten. 

Umgekehrt ist jede rationale Funktion R,(((u), y’(u)) von 9 (u) 
und 9’ (w) eine elliptische Funktion mit den Perioden @,, wy». Die hier- 
aus beilaufig folgende Tatsache, daB sich jede solche rationale Funktion 
auf die Form (1) bringen laBbt, kann auch leicht direkt aus der Differen- 
tialgleichung von (7(w) nachgewiesen werden, da diese gestattet, die 
héheren Potenzen von ¢y’ (w) durch (9 (w) und die erste Potenz von 7’ (u) 
auszudriicken. 

Die Ableitungen von (7(w) geben die einfachsten Beispiele fiir die 
hier bewiesenen Satze. Da jede Ableitung gerader Ordnung g®”) (u) 
eine gerade Funktion ist, so muB sie nach Satz 1 eine rationale Funktion 
von ,2(w) sein; dagegen ist jede Ableitung ungerader Ordnung nach 
Satz 2 das Produkt aus 4’ (w) und einer rationalen Funktion von 9 (u). 
Setzen wir dementsprechend, indem wir der bequemeren Schreibweise 
wegen das Argument uw unterdriicken, 


(2) per = R,(9), also gO) = R,' (9) 9", 
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so wird — 
@" = TG ((2) 4 
in Ubereinstimmung mit der Gleichung 
p" = 69 — 38, 
die wir schon frither durch Differentiation aus der Differentialgleichung 
von ((u) fanden. 
Die Differentiation der zweiten Gleichung (2) liefert 


pen?) — Ry! (9) gp" + Ry" (0) 9"? = Rags @) 
und daher Be is an 


Ris (9) = B,’ ((9) (859° — 48s) + Rn” (9) (40° — 2 — — 8s)- 
Aus dieser Rekursionsformel kénnen wir sukzessiv, ausgehend von 
R,, die rationalen Funktionen R,, R;, ... bestimmen. So erkennt man 
leicht, daB 
ge?” (u) = R,(g) = (24+ 1)! gett... 
eine ganze rationale Funktion (nm + 1)-ten Grades von ¥9(u) wird. 
Der Umstand, da8 die hier auftretenden rationalen Funktionen 
ganze Funktionen werden, beruht auf dem folgenden allgemeinen Satze: 


Satz 4. Eine Funktion f(u), die im Periodenparallelogramm nur den 
einen Pol u = 0 besitzt, ist in der Form 


i (w) = R (ya (w)) + 9" (w) Ry (9 (w)) 


darstellbar, wo R und R, ganze rationale Funktionen bezeichnen. 

Denn wiirde R(y) fiir einen endlichen Wert von ( unendlich, so 
wiirde auch /(u) + f(— u) = 2 R(g(u)) fiir einen Wert von wu unendlich 
werden, der nicht kongruent Null ist. Folglich ist R eine ganze rationale 
Funktion. Also wird auch qv’ (uv) R,(y(u)) fir keinen zu Null inkon- 
gruenten Wert von w unendlich. Wiirde nun R, fiir einen end- 
lichen Wert von (7 unendlich, so miiBte zugleich (’ (w) = 0 sein; wegen 


TENG Ties AY : 9 
( ) = *; 9 wiirde also dort (=z) als Funktion von w mindestens 
1 Ry ky 


1 : : 
von erster, demnach —;— mindestens von zweiter, 7’ (uw) nur von erster 
1 


Ordnung verschwinden, also 9‘ (uw) R,((9(u)) doch unendlich werden. 
Daher ist auch R, eine ganze rationale Funktion. 

Als zweites Beispiel fiir Satz 1 betrachten wir die Funktion #7 (nu), 
wo ” eine natiirliche Zahl bezeichnet. Diese Funktion ist in der Tat 
gerade und besitzt die Perioden , und @,. Also gilt das Multiplikations- 
theorem von (7 (u): 

Satz 5. Die Funktion —(nu) ist als rationale Funktion von (9 (u) dar- 
stellbar. 
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Die den einzelnen Werten von  entsprechenden Darstellungen sind 
mit Hilfe des Additionstheorems leicht erhaltlich. Z. B. ergibt sich aus 


go’ (u) — 9° (uy) 


: 1 2 
(3) () (wu + uy) a oF 7 () rie 7 (1) aig 4 ( {9 (uw) = 9 (uy) y, 


wenn wir “, in # hineinriicken lassen, die Gleichung 


1 /@” (u) \2 
9 = —? U ral y 
F (a (2 u) $9 (0) ery 
oder j 1 2 1 ines 
, (6 — 5a) ott ett Peo + apes 
g(2u)= —29+ 4 1 =e pe, 49° — g2 9 — 8 


wo rechter Hand @ fur @(u) steht. 

Ersetzt man sodann in (3) u, durch 2 4, so ergibt sich durch leichte 
Rechnung (9(3 #) usf. 

Der Hauptsatz dieses Paragraphen, der Satz 3, ist von hohem prinzi- 
piellen Interesse. Er gibt uns eine klare Anschauung von der Gesamtheit 
der Funktionen f(u), die wir zu dem System K zusammengefaft hatten. 
Diese Funktionen fallen villig zusammen mut denjenigen, die sich rational 
aus ((u) und 9’ (u) aufbauen lassen. 


§ 10. Weitere Eigenschaften der Funktionen [7 (2). 


Betrachten wir irgend zwei elliptische Funktionen /(u), #,(u) mit 
den Perioden w,, @;, so ist nach Satz 3 des vorigen Paragraphen 


IM=R(9,9'), AM =R(.9), 
wo Rund Rk, rationale Funktionen bedeuten. Verbinden wir hiermit die 
Gleichung 
go? =40% — 2.0 — gs, 
so wird die Elimination von y und 9’ eine algebraische Gleichung 


G(f(u), f(u)) = 0 


liefern, deren Koeffizienten von wu unabhangig sind. Also besteht der 

Satz 1. Zwischen je zwei elliptischen Funktionen f(u), f,(u) mit den- 
selben Perioden ,, Wy besteht eine algebraische Gleichung mit konstanten 
Koeffizienten. 

Wenden wir diesen Satz an auf den Fall f,(u) = /’ (uw), so kommt 

Satz 2. Jede elliptische Funktion f(u) befriedigt eine algebraische 
Differentialgleichung 

G(f(w), fw) = 9, 

deren linke Seite eine ganze rationale Funktion mit konstanten Koeffi- 
zventen 18st. 

Wir beweisen leicht durch ahnliche Betrachtungen den 

Satz 3. Jede elliptische Funktion f(u) besitzt ein algebraisches Ad- 
ditionstheorem. 
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Es ist namlich 


(1) f (% + u%) = R (9 (u, + %), (7 (wu, + Uy)); 


setzen wir nun zur Abkirzung 


(9 (u) =p, (a' (uy) = py’, (9 (Uz) = po, (9" (Uy) = po’, 


so ist nach dem Additionstheorem der (?-Funktion 


(2) (9 (Uy ++ Uy) = Ry (Dy, Py's Das Bo’), 
wo Rk, wieder eine rationale Funktion bedeutet, deren Koeffizienten 


von “4, und uw, unabhangig sind. 
Durch Differentiation der Gleichung (2) nach uw, kommt sodann 


P ORs , OR, ENN | 4 y! 
(3) Re Ma) ce erga A) Fae Ps -Poi, Pai), 


wobei von der Gleichung (v’’(u,) = 6 p,2 — 3g. Gebrauch gemacht 
ist. Tragen wir die Ausdriicke von (2) und (8) in (1) ein, so erhalten 
wir etwa 


(4) f (tt + Ua) = R3 (Py, Dy’, Po, bo’). 
Diese Gleichung kombinieren wir endlich mit den folgenden: 
f (4) = R (dy, Py’), (M2) = RB (Po, Po’), 

py* = 47,5 — 8,01 — 83, Po” = 422° — bo be — 85. 


Aus den fiinf Gleichungen (4) und (5) ergibt sich dann durch Elimi- 
nation der vier GréBen #;, p;', po, fo’ eine Gleichung der Gestalt 


G (f (uy + My) 5 f (u), f (%)) = 0, 


womit unser Satz 3 bewiesen ist. 

Zu diesem Satze wollen wir noch folgendes bemerken. In seinen 
Vorlesungen tiber elliptische Funktionen pflegte WEIERSTRASZ von der 
Frage nach denjenigen analytischen Funktionen auszugehen, die ein 
algebraisches Additionstheorem besitzen, und zu beweisen, daB die- 


jenigen unter diesen Funktionen, die eindeutig und transzendent sind, 
2Qatu 


entweder vationale Funktionen einer Exponentialfunktion e® oder 
elliptische Funktionen sind. Auf den Beweis dieses Satzes kénnen wir 
aber hier nicht eingehen. 


(5) 


§ 11. Die Funktion ¢ (2). 


Wir wollen jetzt die Funktion ¢(u), als deren negativ genommene 
Ableitung (wv) gewonnen wurde, einer naheren Untersuchung unter- 


ziehen. 
Es war (§6, (4) und §7, (2)) 


i , 1 1 U 1 us ue 
Q) tm =2+ (—ct+ete)ag-e 7 eT 
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Aus der Entwicklung von ¢(w) am Nullpunkte ist ersichtlich, daB 
Cl) — Ou), 


also ¢(u) eine ungerade Funktion ist. 
Wie verhalt sich nun ¢(u) bei Vermehrung von w um eine der 
Perioden? Da 


~ A (E(w + @) —£()) = eu + a) — ew) =0 


ist, so ist (uw + w,) — ¢(w) eine Konstante, und aus analogem Grunde 
£(u + ws) — C(u) ebenfalls. Wir setzen 


(2) E(u + @,) =C(u) +, Clu + We) = C(u) + 7H, 


wobei 7, und 7, zwei Konstanten bedeuten, die wir leicht durch @, 
und w, ausdriicken kénnen. Tragen wir namlich in die Gleichungen (2) 


fiir w resp. — 3 und — st ein und beriicksichtigen, daB € (wu) ungerade 


ist, so finden wir 
(3) m=2c(S), m= 20(S%), 


und die rechten Seiten dieser Gleichungen enthalten gemaB (1) nur 
noch @, und @y,. 

Durch wiederholte Anwendung der Gleichungen (2) ergibt sich 
offenbar 


(4) C (uw + My + Mz.) = C(u) + myn, + MN, 
wenn m,, Mm, iIrgend zwei ganze Zahlen bezeichnen; d. h.: 


Bei Vermehrung des Argumentes u um eine Periode w = m1, + MzWs 
vermehrt sich die Funktion C(u) um eine Konstante n = myn, + Meno, 
die gerade so aus ny, No abgeleitet ist wie die Periode w aus @4, Wo. 


Zwischen den Grifen ny, Nz und wy, We besteht eine wichtige Relation, 
die man auf folgende Weise erhalt. In einem Periodenparallelogramm 
(uo) besitzt ¢(w) nur einen Pol mit dem Residuum 1. Demnach ist 


fo (w) du 


(Uo) 
Up + Oo Upto, 
= fel (% + a1) — € (u)}du — J {C(w+a@,) —6 (u)\du = 2x1 
Uo Uo 
(wo die rechts stehenden Integrale durch geradlinige Wege zu erstrecken 
sind) oder, gemaB den Gleichungen (2) 


N12 — No@, = 201. 


Diese Beziehung pflegt man in der Literatur die Legendresche Re- 
lation zu nennen. 


§ 12. Darstellung der elliptischen Funktionen durch €(u). iieez 


§ 12. Darstellung der-elliptischen Funktionen durch $(w). 


Die meromorphe Funktion ¢(w— a) hat an der Stelle w = a und 
den zu ihr kongruenten Stellen, d.h. also an jeder Stelle des Systems [a], 
einen einfachen Pol. Bei w = a gilt nach Formel (1) des vorigen Para- 
graphen die Entwicklung 


(1) ¢(u—a)= + B (uw — a). 


Es sei nun /() eine elliptische Funktion mit den Perioden @,, wy. 
In irgendeinem Periodenparallelogramm (uv) habe /(w) nur einfache 
Pole a@,, a, ..., @, mit den zugehérigen Residuen A,, A,,..., A,. Da 
die Summe dieser Residuen verschwindet, so ist 


p(w) = Ayo (u — a) + Agl(w — ay) + --- + A,C(w — a,) 


eine Funktion, welche die Perioden @,, w, besitzt. Denn vermehren wir 
u z.B. um @,, so kommt nach Gleichung (2) in §11 


pu + o,) = pl) + m4, + met °° + mA, = Plu). 
AuBerdem hat zufolge (1) die meromorphe Funktion @(u) dieselben 
Pole mit denselben Residuen im Periodenparallelogramm (wu) wie / (uz), 
und die Differenz /(#) — g(u) ist, da sie keinen Pol besitzt, eine Kon- 
stante. In der somit geltenden Gleichung 


f(u) =A + Ayo(w — ay) + Agl (uw — a) +--+ + A,C(u —a,), 
in welcher A eine Konstante bezeichnet, dtirfen wir a; auch durch irgend- 
eine zu a; kongruente Zahl ersetzen. Denn nach Gleichung (4) in § 11 
kommt dies nur darauf hinaus, daB A eventuell durch eine andere Kon- 
stante ersetzt wird. Es gilt demnach der 

Satz 1. Besitzt f(u) nur einfache Pole und bilden die Zahlen 


uU—a& 


RISE ay Beales 


ein vollstindiges System dieser Pole mit den zugehorigen meromorphen 


Teilen 
A; A, A, 
U— G2 U— ao" " u— a,” 


so 1st 
f(u) =A+A4,C(u—a,) + 4,0 (u — do) + --: - A, (wu — a,), 


wo A eine geeignet zu wahlende Konstante bedeutet. 
Diese Gleichung stellt, da 


(2) ¢u—a=—— + Dd) ( = 


uU— a U— a— WwW w 


ist, offenbar die Partialbruchzerlegung von f(u) vor. 
Betrachten wir z. B. die Funktion 
ste jo" (u) _ a Hay i, 
AS @ (u) — g(v) du log (9 () i? (2)) : 


Hurwitz-Courant, Funktionentheorie. 3. Aufl. 12 
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wobei wir unter v ein beliebig fixiertes Argument verstehen, welches 
zunichst inkongruent zu — v vorausgesetzt wird, also keiner vollen 
oder halben Periode kongruent ist, so bilden die Punkte 

v, —v, 0 


ein vollstandiges System von Polen von f (wu) mit den beztiglichen mero- 
morphen Teilen 


J Ly at 
u4—v” uty’ im ~ 
Denn an den Stellen u =v, —v wird Y(u) — Y(v) von der ersten 


Ordnung Null und an der Stelle w = 0 von der zweiten Ordnung un- 
endlich. Nach Satz 1 ist daher 
Pi) Oe 
(3) Ri ae a oe eee 
Ersetzen wir hier w durch — u, so kommt, da ~(u) gerade ist, aber 
ya’ (w) und ¢(w) ungerade Funktionen sind, 
(4 

(oP Ao to — 9) + OC). 
Durch Addition von (3) und (4) erkennt man, daB A = 0 ist. 

Vertauschen wir in (3) die Variable u mit v und addieren die da- 
durch entstehende Gleichung zu (3), so kommt 


sae Ho (ut) —L (u) — € (v). 


Diese Gleichung wollen wir als Additionstheorem der Funktion €(u) 
bezeichnen. 

Durch Differentiation dieser Gleichung nach u« oder v ergibt sich 
das Additionstheorem der y-Funktion in den neuen Formen 


ih “(u) — o’ (v 
p+ 9 =P biel =o) 
§? 


po) 22 =e), 


uy @ (2) 

Nunmehr betrachten wir den Fall, wo f(u) Pole von beliebiger 
Vielfachheit besitzt. Es sei a irgendein Pol von /(w); dann kénnen wir 
den zugehérigen meromorphen Teil von /(w) in der folgenden Form 
ansetzen: 

A A’ ON Ale’ (k — 1)! A@-b 
OMiwer tener mance Ne 
Nach (2) besitzt nun die Funktion 
Al (u—a) + A'C’ (u—a) + AC” (u—a) +--- 4+ AlE-D CR-1) (u—a) 


denselben meromorphen Teil an der Stelle a wie /(u). Hieraus schlieBen 
wir in einer zu dem Beweis von Satz 1 ganz analogen Weise den 


“(u — a)* 


§ 13. Die Funktion o(u). 7) 


Satz 2. Eine beliebige elliptische Funktion f(u) laBt sich darstellen 
in der Form 
(6) f(w)=C+S {AC (u—a)+A'l’ (u—a) + A"C" (u—a)4+--- 

a 
4. AMD C02) (w4 — g)}, 

wober die Summe zu erstrecken ist tiber die verschiedenen in einem Perioden- 
parallelogramm befindlichen Pole a der Funktion, die dem einzelnen Pole 
entsprechenden Konstanten A, A’, ... dem in die Form (5) gesetzten 


meromorphen Teile von }(u) zu entnehmen sind und C eine Konstante 
bedeutet. 


Die Ableitungen von ¢ kénnen natiirlich durch die Y-Funktion und 
ihre Ableitungen ausgedrtickt werden, wodurch (6) die Gestalt 


f(u) = C+ S{AC (u— a) — A'Q (u— a) — A" Q' (u— a) —--- 
a aa NAN ghiroed) (u = a) } 
erhalt. 
§ 18. Die Funktion o(w). 


Integrieren wir die Funktion 
1 J Il il u 
ew —7 => gg ta ta 
auf einem den Nullpunkt mit irgendeinem Punkte uw verbindenden 


Wege, so entsteht 


@ {6 —2)av = S” frog (a —*) 44434), 
0 


wobei der Logarithmus den ganz bestimmten Wert 


darstellt. Der gewahlte Integrationsweg muf dabei nur der einen Be- 
dingung geniigen, daB er die von Null verschiedenen Periodenpunkte w 
vermeidet. 

Nach den allgemeinen Satzen der Funktionentheorie? stellt nun 
das unendliche Produkt 


p CaN (2)° 
a (u) =uff {( —=\e" 2 \w 
eine ganze Funktion von wu vor, welche die Periodenpunkte zu einfachen 
Nullstellen besitzt. Die Gleichung (1) lat sich folgendermaBen schreiben: 


4 KG (0) — 5) dv = log 
0 


1 Vgl. Abschn. I, Kap. 6, § 9. 
pe 
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und die logarithmische Differentiation von o(u) fiihrt auf die Funktion 


E(u) zurtick: 
d log a (u) o’ (u) 
0 SO ere 


Hiermit ist ¢(u) und auch 


d* log a() a’? (uw) —a(u) o” (u) 


(4) ga (u) = — O° (u) = du? a” (u) 


durch die ganze transzendente Funktion o(u) ausgedrickt. 

Die Gleichungen (3) und (4) stellen die meromorphen Funktionen ¢ (wu) 
und ~(u) als Quotienten ganzer Funktionen dar. 

Wir wollen nun die Funktion o(u) naher untersuchen. Was zunachst 
ibre Entwicklung an der Stelle w = 0 angeht, von der wir von vorn- 
herein wissen, daB sie fiir jeden endlichen Wert von uw konvergieren 
muB, so erhalten wir vermége 

1 us ue 


¢ (u) = Cy BS Cs 5 


uU 


aus Gleichung (2) 
— eo 4— Siete ws a2 
(5) o(u)=ue ~— Sul AB +S BS Bt, 


wobei ‘8 die Potenzreihe 
Sif ta nS ral yee ee Oe ey Ae 
P= a5 39% a eoeteee ys a 


bedeutet. Berticksichtigen wir, daB nach §7, Satz 3 die Gr6éBen Cy, cs, ..., 
C,,... ganze rationale Funktionen von g, und g, mit rationalen Zahlen- 
koeffizienten sind, so erhalten wir aus (5) den 


Satz 1. Die Entwicklung von o(u) an der Stelle u = 0 hat die Gestalt 
(6) o(u) =u+kwt+ kau? +.--, 
wober die Koeffizienten ganze rationale Funktionen von gy und gz mit 


vationalen Zahlenkoeffizienten sind. 
Die Rechnung gibt fiir die ersten beiden Koeffizienten die Werte 


[ee ero k, = Coe §3 


30. 5 840° 


Die Entwicklung (6) zeigt, da8 o(w) eine ungerade Funktion ist: 
Satz 2. Es ist o(— u) = — a(u). 
Wie verhalt sich nun o(w) bei Vermehrung von uw um eine Periode 
W = M11 + MWe ? 
Wir wissen, daB 
C(u+ w)=C(u)+n oder 


ist, wenn wir zur Abkiirzung 


o(u+w) _ o’ (x) 


ao(u+w) a(x) 


= MN, + Myh2 


§ 13. Die Funktion o(w). 181 


setzen. Durch Integration ergibt sich demnach 
logo (4% + w) = logo (u) + nu+c 
o (uU + w) = eM +eg (uy), 


Diese Gleichung wollen wir in der Form 


oder 


ves) 
o(u + w) = Ce o (u) 
schreiben, wobei C eine noch zu bestimmende Konstante bedeutet. 


Um C zu berechnen, lassen wir wu in den Wert —> ubergehen und 


erhalten, falls o(F ) 2 () iste, 


Poe oo ae 


| w w\* 
we wiles) 
Ist = keine Periode, d. h. sind m, und m, nicht beide gerade Zahlen, 


so ist demnach C = — 1. Wenn dagegen — eine Periode ist, also m, 
und m, beide gerade sind, so ist die letztere Formel nicht anwendbar, 


weil dann o($) verschwindet. Dann wird also, da o’(u) eine gerade 


Funktion und o’ G - + 0 ist, 


Demnach gilt 
Satz 3. Sind m, und m, ganze Zahlen und wird 


W = MW, + Myo, 1 = M,N, + Mao 


Ww 
q [u ote 3) 


gesetzt, so besteht die Gleichung 


(7) o(u + w) = ee o (u), 
wobet ¢ = +1 oder ¢ = — 1 ist, je nachdem $w eine Periode ist oder 
nicht. 


Da m, + mz + m,m, nur dann gerade ist, wenn m, und m, es sind, 


so kann e durch 
— f= Tiga cee Mo 


ausgedrtckt werden. 
Aus Satz 3 folgt speziell, daB 


"1 (u+ $2) 7 
(S) alu == w,) ==—e o(u), o(%-+@) =—e 
ist; und aus diesen Gleichungen kann man durch wiederholte An- 
wendung wieder die allgemeine Gleichung (7) erhalten. 
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Betrachten wir noch den Quotienten 


o (u —Dd) 
YP (wv) aa o (%—a)’ 


wo a und 0 irgend zwei Konstanten bedeuten, so erhalten wir fiir sein 
Verhalten bei Vermehrung von u um die Periode w aus (7) offenbar die 
Gleichung 


(9) p (w+ w) = er) p (u). 


Der Quotient p(w) wird also dabei mit der Konstanten e”~ multi- 
pliziert. 


§ 14. Darstellung der elliptischen Funktionen durch die 
Funktion o(w). 

Ist / (uw) eine elliptische Funktion 7-ten Grades und bilden 0y, bg, ..., 6, 
ein vollstandiges System von Nullstellen, a1, ay, ..., a, ein vollstandiges 
System von Polen dieser Funktion, so ist nach § 5, Satz 5 

b, +b,4+--- +0,=4, fa, + +++ +4, + mo, + Mero. 


Nun kann a, durch a, + m,@, + m2@, ersetzt werden, d.h. a, ay, 
+) Gy—4, Ap + MO, + My, bilden gerade so gut wie aj, a, ..., a, 
ein vollstandiges System von Polen von /(w). 
Wir konnen also die Nullstellen und Pole so wahlen, daB 


(1) by + bp + +> + 0, = a) + a, + -*> + 4, 
ist. Ist dies geschehen, so wird die meromorphe Funktion 


ue (w) a S ie = oy) a i we ba) pepea0: (u re b,) 


o (wu — a,) Oo (U — ag) --- 0 (U — a,) 


die Perioden w, und w, besitzen. Denn nach Gleichung (9) des vorigen 
Paragraphen wird 


F (u + w) = eri b) +n (tbs) +--+ +0(r—br) F (u) = F (w), 
zufolge der Gleichung (1). Nun hat aber f/(w) genau dieselben Nullstellen 
und Pole wie Ff (u). Der Quotient beider Funktionen besitzt also keinen 
Pol und ist folglich eine Konstante. Daher gilt der 

Satz 1. Jede elliptische Funktion f(u) lat sich darstellen in der 
Form 

jwme=c o (u — by) o (uw — by) --- 0 (w— B,) 


O (ul — a) o(U— ay) ---o (w—a,)’ 
wober C eine Konstante, b, by, .. ., by ein vollstindiges System von Null- 


stellen, ay, A, ..., a, ein vollstdndiges System von Polen der Funktion 
{(u) bezerchnen, die so gewahlt sind, dag 


6, + by+ +++ +6,= a+ a,+ >>: i Op 


St. 
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Betrachten wir beispielsweise die Funktion 
f(u) = 9 (uw) — (2), 


wo v ein beliebig fixiertes von allen Periodenpunkten verschiedenes 
Argument bedeutet, so kénnen wir 


4=v, b.=—v, @=0, a,=0 
wahlen und erhalten 
(9 (#@) — @ (v) 


Um die Konstante C zu bestimmen, multiplizieren wir beide Seiten 
dieser Gleichung mit uw? und lassen dann uw in Null iibergehen. Auf diese 
Weise kommt 


— po (u—v)o(u + 2) 
1G A : 


1 = Co(— v)c(v). 

Also besteht der 

Satz 2. Fur irgend zwei Argumente u und v gilt die Gleichung 
() 9) = 9) oa 

Aus dieser Gleichung folgt leicht der 

Satz 3. Fir die mit den Perioden w, und wy gebildete Funktion (0 (u) 
sind w, und w, ein Paar primitiver Perioden, d.h. —(u) besitzt keine 
anderen als die Perioden w = m1, + Myo. 

Ist namlich w irgendeine Periode von ((u), so ist 
__ o (2u+w)o (w) 

o? (u + w) 0? (u) 


g(u+ vw) — —(u) = =) 


und zwar fiir alle Werte von wu. Folglich mu8 o(w) = 0, also w eine 
der Nullstellen von o(u), oder 

W = MW, + MyWe 
sein, was zu beweisen war. 

Nehmen wir auf beiden Seiten der Gleichung (2) den Logarithmus 
und differenzieren sodann nach u, so kommen wir auf die frither in § 12 
bewiesene Gleichung 

Som HSH ED TSH) — 20 (0), 
aus welcher wir das Additionstheorem der Funktion ¢(u) erhielten. 

Eine andere interessante Folgerung aus der Gleichung (2) betrifft 
die Funktion ¢’ (u). 

Lassen wir namlich in der Gleichung 

(a (u) — a (v) es o(u+v) 9 (u—v) 
=v or(u)ot(v) uv 


das Argument v in ~ tibergehen, so kommt 
o (24) 


(3) (ONC a4 (u) * 
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Wenn wir hier #(u) nach §13, (4) durch o(wv) ausdricken, so er- 
halten wir nach leichter Rechnung das folgende bemerkenswerte 
Funktionaltheorem fiir die o-Funktion: 


o (2u) = a (wu) {203 (uw) — 30 (u) 0’ (u) 0” (uw) + 0? (u) 0’ (u)}. 
Als weiteres Beispiel fiir den Satz 1 betrachten wir die Funktion 
}(v) = ¢@’ (wv). Hier kénnen wir als Nullstellen und Pole die folgenden 


wahlen: 


o ©, +o We, 
b= >: by bs 3 


und erhalten dann 


I 

| 
SN 

4 

I 
= 
& 

iS] 

I 
° 
& 
wv] 

I 
° 


ole Be (ot Eo (0—2) 


o° (w) 


gy (uv) =C 
Fiir die Konstante C ergibt sich, indem man mit w® multipliziert und 
sodann u = 0 setzt, der Wert 


C= 2 


BPS) 


§ 15. Die Funktionen ¢ (w), $(w), o(w) 
als Funktionen von w, 1, ws. 


Die Funktionen (7(u), ¢(u), o(u) sind erst bestimmt, nachdem die 
Perioden w, und w, gemaB der Bedingung, daB = einen nicht reellen 
1 


Wert besitzen soll, gewahlt worden sind. Diese Funktionen sind also 
Funktionen von dvet Argumenten u, w,, @, und mégen als solche mit 


(9 (ul@,, 2), C(u/@,, @), o(ul@,, w,) 


bezeichnet werden. 
Die Definitionsgleichung von (9 (u/@,, @:), namlich 


" pm Sate) 


zeigt, daB diese Funktion homogen in ihren drei Argumenten ist. Denn 
fur einen beliebigen von Null verschiedenen Faktor 4 gilt offenbar die 
Gleichung 


1 
(2) (Aula w,, Aw) = 2” (u/a@,, @,). 
Analog finden wir aus den Definitionsgleichungen der ¢- und der 
o-Funktion 
| C (Aula w,, Aw) = 3 (u/a@,, ®s), 


(3) 
| a (Aula @,, Aw) =A (ul@,, @.) . 
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Es gilt also der 


Satz 1. Die Funktionen O, C, o sind homogene Funktionen der drei 
Argumente u, 1, Wy von den beztighichen Graden — 2, —1, +1. 

Infolgedessen lassen sich diese Funktionen leicht auf solche von 
nur zwei Argumenten zuriickfithren. Wahlen wir namlich in den 


Gleichungen (2) und (3) fiir 2 den Wert =, so ergibt sich 
ab 


(9 (ujo,, @) = a @) a 22) 


OF 
eel ee We u We 
is (u/o,, Wg) ae, oe ele = oO (u/o,, >) — OO, oO eal 
und hiermit sind die Funktionen auf solche der beiden Argumente 
a zuruckgefihrt. 
OTs Or: 


Wir wollen hier noch die Frage behandeln, wann identisch in der 
Variablen u 
(4) (9 (w/@4, ©) = (9 (w/ a4’, 2’) 
ist, oder, was dasselbe ist, die Frage: Wann ist die mit den Perioden 
@ 1, W, gebildete Funktion (9 (u) identisch mit derjenigen, die mit den 
Perioden @,’, w,’ gebildet ist ? 

Besteht die Gleichung (4), so sind sowohl @,, w2 wie auch @,’, w,’ 
nach § 14, Satz 3 primitive Perioden der Funktion (7 (u), und es fallen 
daher die aus w, und , abgeleiteten Perioden 
(5) W = M1, + MyWe 
vollig zusammen mit den aus @,’, w,’ abgeleiteten 
(6) DO =, Oy, + Mz Oy - 

Diese notwendige Bedingung fiir das Bestehen der Gleichung (4) 
ist auch hinreichend. Denn sind die Werte w in ihrer Gesamtheit iden- 
tisch mit den Werten w’, so sind nach Gleichung (1) auch die mit den 
Perioden 1, ®, bzw. w,’, @,' gebildeten ¥7-Funktionen identisch gleich. 

Wir fiihren nun folgende Definition ein: 

Zwei Gribenpaare (Wy, Wy) und (wy, Wo) heiBen dquivalent, wenn 
die aus dem einen Paare abgeleiteten Zahlen w in ihrer Gesamthert villig 
zusammenfallen mit den aus dem anderen Paare abgeleiteten Zahlen w’. 

Es besteht dann der 

Satz 2. Damit aus den Perioden w,, Ws dieselbe ~-Funktion ent- 
springt wie aus den Perioden w,', Wo’, 1st notwendig und hinreichend, 
daB die GréBenpaare (w,, W,) und (a@1/, Ws) aquivalent sind. 

Wir wollen jetzt die Bedingung, daB die Gesamtheit der Werte (5) 


mit der der Werte (6) identisch sein soll, naher betrachten, wobei wit 
nur die Voraussetzung machen wollen, da8 der Quotient ©? keine rationale 


Wy 
Zahl sei. 
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Sollen die w mit den w’ zusammenfallen, so mtissen jedenfalls 
Gleichungen folgender Gestalt bestehen: 


(7) Oy’ = 40, + Be, Wy = YO, + Os, 
(8) O, = a0 @,' + PW’, O2=7'@ + 0'o,', 
wobei «, B, ..., 6’ ganze Zahlen bedeuten. Tragen wir die Werte von 


@,', @,’ aus (7) in (8) ein, so ergibt sich 

Oy = (aa + By) a, + (2B + Bd) as, 

Ws = (ya + O'y)@, + (y’B + 0'0) ap, 
und da a keine rationale Zahl sein soll, so mtissen diese Gleichungen 
in @,, @, identisch bestehen, d.h. es muB8 / 
vatpy=1, wB+Pp6=0, yvatdy=0, yB+e0d6=1 
sein. Nach dem Multiplikationssatz der Determinanten folgt hieraus 

(ad — By) (a'd' — pry’) = 1 


CO ie Le 
Umgekehrt: Bestehen die Gleichungen (7), wo a, 6, y, 6 ganze 
Zahlen der Determinante + 1 bedeuten, so erhalten wir durch Auf- 
lédsung dieser Gleichungen 


und daher 


@, = + (6@,'— Bos’), = +(—yo,'+ ae’), 
und es ist klar, daB jede Zahl w = m,q@, + m,.@, auch (und zwar auf 
genau eine Weise) in die Form m,'@,' + m,'q@,' gesetzt werden kann 
und umgekehrt, daB also (@,, w,) und (@ ’, w.') Aquivalente Paare sind. 


Satz 3. Ist der Quotient a nicht rational, so ist die notwendige und 
1 


hinreichende Bedingung fiir die Aquivalenz der GréBenpaare (@,, Ws) 
und (@,', Ws’) das Bestehen zweter Gleichungen der Gestalt 


®O, =40,1+P0., @. =yo,+00,, 
wober a, fb, y, 0 ganze Zahlen der Determinante 


“2d—fpy=+1 


bedeuten. 

Der Satz 2 bleibt offenbar giiltig, wenn wir in seinem Ausspruch 
an die Stelle der (7-Funktion die ¢-Funktion oder die o-Funktion treten 
lassen. Denn da (@(u) = — ¢’(u) und €(u) =o ist, so wird die 
Gleichung (4) gelten, wenn aus dem Paare (@, @,) dieselbe Funktion 
C(u) oder o(u) entspringt wie aus dem Paare (w,’, w,'); und wenn 
andrerseits die GroBenpaare (a1, @,) und (@,’, ws’) aquivalent sind, so 
folgt die Identitat der Funktionen ¢(w) bzw. der Funktionen o(w) aus 
den Definitionsgleichungen. : 
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Da die Entwicklungen der Funktionen (7 (wu), €(w), o(w) an der Stelle 
u = 0 Koeffizienten besitzen, welche ganze rationale Funktionen von g, 
und gg sind, so kann man die drei Funktionen auch als Funktionen 
von 4, gs, g; betrachten. Dabei ist allerdings die Variabilitat der Argu- 
mente gz, g; auf solche Werte beschrankt, fiir welche die Gleichungen 
/ a fi ih 
(9) &=60>/) 5, g=140>) | (w= mo, + m,o,) 
durch ein Wertepaar (w,, m2) mit nicht reellem Quotienten = be- 
al 


friedigt werden kénnen. Da durch die Werte von g, und g, die Ent- 
wicklung von (J(u) an der Stelle w = 0 véllig bestimmt ist und also 
auch die Funktion @(w) selbst, so werden bei festen Werten gy, g3 zwei 
verschiedene Lésungen (@,, w) und (@,’, @,’) der Gleichungen (9) 
nach Satz 2 notwendig aquivalent sein. Die Theorie der Gleichungen (9) 
werden wir spater in Kap. 4 eingehend behandeln. 


Tabellarische Ubersicht zum 1. Kapitel. 


o (u) Sain = got le) |. 


Mem =F tS oat et f= SGs  wamor+ mon 
Pm + (aca a r ia (ota) 
ou =utkhwW+khou? +---+k,uentli...; 
(2 (w) = b 6, u® Gnu 4 ++. 6, Utne to... 


Die Koeffizienten c, sind ganze rationale Funktionen von gy, g3 mit posi- 
tiven rationalen Koeffizienten, die Koeffizienten k, ganze rationale Funktionen 
von gy, g, mit rationalen Koeffizienten: 


al el: oe elas ne ae 
Co = 36 82> “s = 9g 88) +++ 2 = 340 82> *s S40 G83 72 


@ esl Pik 
By = 002 an 23 = 140 > aes 


0 om a=0(DE%), a=o(2) 
| 
j 
\ 


Ny Oy — No @, = 201. 
2 (u) = 4 (u) — ga (Wt) — bs = 4(9 @) — 44) (9) — 20) (9 H) — 69); 
ga" (uw) = 6 9? (u) — 3 Be. 
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a(u + w) = 0(u); 

ms esa (w= my @, + Mg Oo, 1 = 1 My + Ma Nas 
(5) ee e = +1 oder —1, je nachdem 
M1, Mg beide gerade sind oder nicht.) 


o(utw)= oe 3) (wv). 


(a (u) — 9 (v) = 
(uy 
9 (¥) — (v)’ 
1 g’(u)— 9'(r) | 
2 p(u)—g) ’ 
2F (2 ‘(u) — ey 
4 \ o(u)— 9(2) 


Darstellung der meromorphen Funktionen f(w) mit den Perioden @,, 2 
durch o(u), C (uv), 9 (uv): 


Cu tv) +o(u—v)—20(u) = 
(6) 


E(u +v) —C(u) — C(v) 


p(u + v) = — g(4)— ee) + 


o(u—b,)o0(u—bz) ---o(u—D,) Se ee 5. % 
o(u—a,)o(u— ae 6 (u—4,) (6, + b.+-+--+6,=4,+ 4),+---+4,): 


: e =CH SAL (u— a) $A'C (wa) + ++ + APD LED (w— a)} ; 


f(u) = R(P (w), o’(u)) = Ry (~ () + 9’ (u) Ro(— (u)) . 


Zweites Kapitel. 


Die Theta-Funktionen. 


Wir werden jetzt die im ersten Kapitel betrachteten Funktionen 
durch auBerordentlich stark konvergierende Reihen, die sogenannten 
Thetarethen, darstellen. Diese Darstellung beruht auf einem allgemeinen 
Satze, den wir in §1 vorausschicken. 


§ 1. Darstellung ganzer Funktionen mit einer gegebenen 
Periode. 


Es sei (uw) eine ganze Funktion von u mit der von Null verschie- 
denen Periode w. Indem wir 


(1) er =C 

setzen, wollen wir untersuchen, wie sich gy(w) als Funktion von € ver- 
halt. Dabei mége w durch die Punkte einer ersten Ebene, der u-Ebene, 
¢ durch die Punkte einer zweiten Ebene, der ¢-Ebene, reprasentiert 
werden. Fixieren wir in der letzteren einen vom Nullpunkt verschie- 


denen, im Endlichen liegenden Punkt € =a, so entsprechen diesem 
in der u-Ebene die Punkte 


uUu= 


(log a + m-277) = 


rer 
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wo loga den Hauptwert des Logarithmus bezeichnet und m alle ganzen 
Zahlen durchlauft. Da (uw) die Periode w besitzt, so entspricht dem 
fixierten Werte € = a der eine Wert 


(0) 


loga) 


222 


p (u) = 9 


d. h. es ist m(u), angesehen als Funktion von ¢, eine eindeutige Funktion 
in demjenigen Gebiet, welches aus der ganzen ¢-Ebene mit AusschluB 
der Punkte € = 0 und ¢€ = ow besteht. 

Wir zeigen nun leicht, da8 diese Funktion in dem genannten Gebiete 
regular ist. Es seien namlich a und b entsprechende Punkte der ¢- und 
der u-Ebene, so daB 


2206 


(2) OS Cane): 


ist. Liegt dann uw in der Umgebung von 8, so liegt ¢ in der Umgebung 
von a, und aus (1) und (2) folgt 


2 2% (u—Dd) 
me oe ee ae sake 


a a 


und also 


ee ee est a Pe 4): 


a 


Aus der Entwicklung von g(u) in der Umgebung von u = bp: 
O(U)i = Cy 4 ¢,(¢ — b) +2 ¢, (4 — 0)2 45 = +>, 
ergibt sich nun nach dem WeierstraBschen Summensatz 
p(u) =o + B(S — a) + co(P(C — a))? + --- = Fill — a), 


so daB in der Tat p(w) fiir die Umgebung von ¢ =a durch eine gewohn- 
liche Potenzreihe darstellbar ist. 

Beschreiben wir jetzt in der ¢-Ebene um den Nullpunkt als Mittel- 
punkt einen Kreis mit beliebig klein gewahltem Radius und einen 
zweiten Kreis mit beliebig groBem Radius, so besteht nach dem Laurent- 
schen Satze fiir die Punkte in dem von beiden Kreisen begrenzten 
Kreisring die folgende Darstellung von (wu): 


+r 00 ag Ge Qatu 
(3) gp (u) =>) 4,0" = DJ Ane 
n=—© n=— oo 


Es gilt also der 

Satz: Jede ganze Funktion y(u) von u mit der Periode w lagi 
sich gemaB (3) durch eine Potenzrethe darstellen, die nach Potenzen von 
22tuU 
e ° mit positiven und negativen ganzzahligen Exponenten fortschreatet 
und fiir jeden Wert von u konvergiert. 
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§ 2. Bezeichnungen. 


Wir betrachten, wie im ersten Kapitel, Funktionen der Variablen u 
und der GréBen w,, w,; dabei wollen wir aber einige neue Bezeichnungen 
gebrauchen, an denen wir ein fir allemal festhalten werden. Wir 
setzen namlich 

Op = 2.0, On = 21s 


so daB also w und w’ die halben Perioden $m, bzw. $w, bedeuten; 


Za, ferner sei 
Og ay 
ed) ea 
@ a 2 Nore 
o 
/ 
Mm =27, N= 277, 
Uu 
ee eS Beye 
0 ve 
Abb. 49. ae 


a OTe eee Or, 


Die Gleichung 7,2 — yn, @,; = 2m1 aus Kap.1, $11 stellt sich in 
den neuen Bezeichnungen folgendermafen dar: 
(1) yo’ —r'o= tant. 


Die GréBen wm, und w, sollen der Bedingung geniigen, daB der 
positive Umlaufungssinn des Periodenparallelogramms (0) durch die 
Eckenfolge 0, @,, 1 + @2, @, gegeben ist. Dies hat zur Folge, da8 der 
Punkt w, auf derselben Seite der Geraden 0... mw, liegt wie der Punkt 
1@,. Es ist daher (Abb. 49) 


@,=a+b=70,+ Sia@y, 


wo vy und s reell sind und s > 0 ist. Daher kommt 


Le Ob he : 
ema A 63 eo S10 
und 
[i | = letmertia| — ene ]. 


Wir bemerken noch, da8 wir fiir jeden beliebigen Wert des Ex- 
ponenten @ unter h® bzw. z@ stets e**"? bzw. e**%2 verstehen werden. 


§ 8. Die Funktion 9, (v). 


Das Verhalten der Funktion o(u) bei Vermehrung von u um @, 


oder wz (Kap. 1, §13, (8)) driickt sich in den neuen Bezeichnungen 
folgendermaBen aus: 


o(u+ 2w) = —e*Utag (uy), o(u+t2o’) = — en! ute") g (uw). 
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Wir wollen nun die Konstanten a und 0 so bestimmen, daB die Funktion 
die Periode 2 besitzt. Da 


PU F 20) _ __ 2@awtn)(uto)td.20 PUt2o') _ — e22a0' +7’) (ute) +b-2 0 


Pp (¥) 7 p(w) 
wird, so erreichen wir dies, wenn wir 


n ut 


az —— 
2m’ 20 


wahlen. Zugleich wird dann, wie eine leichte Rechnung ergibt, unter 
Berticksichtigung von § 2, (1) 


p(u+ 2’) SEV eae ee 2 
——_——— = —¢ @ OS 2G a= ye. 
p (¥) 
Demnach finden wir 
Satz 1. Fur die Funktion 
ein oe Ms 
(1) Pb) ee BO FO (4) re 2 ro (14) 


gelten die Gleichungen 
(2) P(u+2o)= pu), put 2o')=—2z% ou). 


Da nun (u) eine ganze Funktion von u ist, so haben wir nach § 1 


op) el ane ts tau 
y (u) = S An cee = S'A,2" (aed: 
n=—oco n=— Cc 


Tragen wir dies in die zweite Gleichung (2) ein, so wird 


+ co +00 + co 
a E 
SA, 80h = 9 ut 20!) = — SA, — VA, 
n=—oco n=—o n=—oO 


woraus durch Koeffizientenvergleichung fiir alle ganzen Zahlen n die 
Gleichung 
Any =A, = — pintd)—(0—-3)" 4 
oder 
(—1)rttp— +8)" 4 a fie ont aA 


oi n 


folgt. Die linke Seite dieser Gleichung geht dadurch aus der rechten 


hervor, da8 man durch » + 1 ersetzt. Hieraus schlieBt man, daB 
2 


(— Irn ea A, 
fiir jeden Index  denselben Wert besitzt. Nennen wir diesen Wert Cz, 


so wird sigs ne 
p (u) = Ci SI (—1)n he“ 220, 


n=—co 


wobei C eine Konstante bezeichnet. 
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Wir fiihren nun folgende Bezeichnung ein: 


= aaa 
(3) 8,0) =i D)(— mas 87 ate, 
n=— © 
und haben dann nach (1) 
nu nue 


o (u) =e2” z+p(u) =e? CO, (0). 
Zur Bestimmung der Konstanten C dividieren wir mit uv = 2 wv 
und lassen dann w, also auch v, gegen 0 konvergieren. Dadurch kommt, 


. (0 fave 
weil (22) = 0, (0) ist, ae 
i=c3 
und also 4 
i 9 Uu 
(4) a (us) = 69 5 ds (Y) (v=54). 


Die Reihe, welche 9, (v) definiert, ksnnen wir noch etwas anders schrei- 
ben. Dabei wollen wir ein fiir allemal folgendes verabreden: 

Der Summationsbuchstabe n soll stets alle ganzen Zahlen (0, +1, 
+2, ...) durchlaufen, der Summationsbuchstabe g alle geraden natiir- 
lichen Zahlen (2, 4, 6, ...) und der Summationsbuchstabe v alle ungeraden 
natiivlichen Zahlen (1, 3,5, ...). Dasselbe soll ftir die Buchstaben n, g, v 
gelten, wenn dieselben als laufende Indizes bei einem unendlichen Produkte 
auftreten. 

Nach dieser Festsetzung wird wegen (3) 

wae rear gS 
0,02) =7)S/(-1) ? hte +S (-1) * h* 1, 
da die Zahlen »y und — vy zusammen alle Zahlen 2” — 1 ausmachen. 
Nun ist y+1 —v+h —v+1 


2 2 


(—1)* =(-1)(—-) * =—-(-)) * 


20 aa ee greg ae = 7 Si yee U) 


und 


und daher 


yv—1 


AO) == i= ibis hé sin (v 0 v) 


(5) 
il 9 25 \ 
= 2{i4 sinwv —hésin820 +h 4 sindav — +--+}. 
Die Funktion #,(v) nennen wir die erste Thetafunktion, die sie de- 
finierende Reihe (3) oder (5) die erste Thetareihe. Die Funktion ist eine 
ganze und ungerade Funktion von v. Sie hangt auBer von v noch von 


dem Periodenverhiltnis t ab; dies werden wir notigenfalls dadurch zum 
Ausdruck bringen, daB wir 0, (v/t) statt 3, (v) schreiben. 
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§ 4. Die Funktionen 6,(w), 0,(u), 6, (wu). 


Neben der Funktion @, (v) haben wir noch drei weitere Thetafunktionen 
einzufihren, die wir am besten an die von WEIERSTRASZ mit o, (u), 
0,(#), O3(#%) bezeichneten Funktionen ankniipfen. Setzen wir in der 
Gleichung 
(u + u’)o(u— u’) 

a? (u) 0° (u’) 


“ o 
() (4) — —(u') = — 
fiir «’ eine halbe Periode 
o=mo+m a’, 
so daB m und m’ ganze Zahlen bedeuten, die nicht beide gerade sind, 


so ergibt sich 
1)  o(u¥ + @)o (@— 4) 
ON DIOS areae 


Nun ist aber 
O(U+2o) = — e844) G(u) (H=mn+m'n’), 


und hieraus folgt, wenn « durch uw — @ ersetzt wird, 


o(u+ @) = — e?7"%o(u — @) = e?7%6 (® — u), 


so daB man 


eS oe el %g (@ —u)\? 
.) pH) — 90) = eee | 
erhalt. Hier nehmen wir nun sukzessiv 
ji) =, Ge = OS WaHlih eelks Ms) a i, 


setzen also der Reihe nach 


‘Mit den Abktrzungen 


o(m—4) 
o (@) 


me (pty) uo (@+o’—4) 
Neg: o (@+0) 


(2) 6, (u) =e 


? 


liefert dann (1) die Gleichungen 
o, (u)|? G2 (u)\? 03 (4)? 

8) gi —q = paw—e_=Heh, pw—e=eat, 
welche in Evidenz setzen, daB jede der drei Funktionen ¥ (vu) — e; nur 
zweifache Nullstellen und zwetfache Pole besitzt. 

Die durch die Gleichungen (2) definierten Funktionen o,(u), o,(), 
o3(w) sind ganze Funktionen von u, und zwar gerade Funktionen, wie 
aus der Gleichung 


e-i%g(u+ @) =e7"o(o — u) 
ersichtlich ist. AuBerdem ist nach (2) 
6, (0) = 9» (0) = 9, (0) = 1. 
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Unter Beriicksichtigung der letzten Gleichungen und der Differential- 
gleichung von (wv) folgt durch Multiplikation der Gleichungen (3) 
ae (4) (1) oa (w) 


, O71 
y? (u) = —2 o? (u) 


§ 5. Die Funktionen 9, (v), 93 (v), % (v)- 
Aus der Gleichung (4) in §3, namlich 


o (4) = Cet? v, (=<), 
in welcher C eine Konstante, d. h. eine von u unabhangige Zahl bedeutet, 
erhalten wir leicht analoge Darstellungen fiir die Funktionen o,(u), 
02 (u), 03 (#). 

Setzen wir, wie im vorigen Paragraphen, 


o=—=mo+m'a’, n=mn+m'n’, 
so ergibt sich zunachst 
oO — u Co aut ae @ 
pie os z i are 8 (——*\ 
o (@) 0 (@) GS 


oder nach leichter Rechnung 


2 
yo (@ — U) es ee Go-By)— o— u 
(1) enu—-___“— Ce2%¢ oe 3 
o (a) 20 
nu ; 


wo von der Gleichung 

7o—-aon=(my+m'7')o—(mo+m o')y= — m' = 
Gebrauch gemacht ist und € eine Konstante bedeutet. Die Gleichung (1) 
spaltet sich in die drei Gleichungen 


9 v Seo ook 1 Tt 
(2) On (4) = Cle2™ 2 Al(g+ 5-2), 
nue 
03 (u) = Cye2% 27 @, (+ — v) 
Benutzen wir hier die Gleichung (3) von §3, so kommt 
2n—1\2 
52) = — Ay =e) eee eee 
n 


2n—-1 v2 


2 
_ yal Z z2n-1 — 2 S'h4 cos (yx). 
n 


v 
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< ee Ere 
Setzen wir hierin v ey fur v, also thet fiir z, so ergibt sich weiter 


Ge peed 
ON (5 sian Gas v) = ah I EE Sat HW SSE Mit eG Sa 


n 


=h-tz yn” en 
n 
und, wenn hier v + 3 statt v, also iz statt z geschrieben wird, 
oO, (5 2 2) St 29S 18K 37h 
n 


Wir definieren nun drei weitere Thetafunktionen durch die Glei- 


chungen 
C=)? 
OU nU (UT es WP is gett 


n 


= Onecosne 4. Dptces 320 + Biaces 5avutess, 
Bs (0) = 0, (v/t) = Sh™ 2°” 
=1+ Doosan + 2h*cos4av + 2h®cos6au -+---, 
By (0) = Gy (v/z) = YF (— 1)"h” 2*” 
=l1— ioe: + 2h4cos4av — 2h® cos 620+ —---¢ 


Dann verwandeln sich die Gleichungen (2) zunachst in 
as Slee wa aE 
(4) = Ce"? B(v), Oy (u) = Cy e°? B3(v), G3 (uw) =Cze° B,(v), 


wobei Ge (ee neue Konstanten bezeichnen. Bestimmen wir diese und 
C,, indem wir u und daher auch v gegen 0 konvergieren lassen, so kommt 
schlieBlich 


n uP 


se 9, (v) 
G,(u) =e? 3", o,(u) =e?” 2. 


1" 9, (v) 
94 (0. 3, (0) 


GO, (u) =e?” 3, (0)’ 


§ 6. Zusammenstellung. 


Wir stellen hier noch einmal die Definitionsgleichungen der vier 
0-Funktionen und ihren Zusammenhang mit den o-Funktionen und 
der ¥9-Funktion tibersichtlich zusammen. Bezitiglich der Bezeichnungen 
bemerken wir folgendes: Die nach der Variablen v genommenen Ab- 
leitungen der 9-Funktionen sollen durch Striche angedeutet werden, 
so daB z. B. %'’(v) den zweiten nach v genommenen Differentialquo- 
tienten der Funktion %,(v) bedeutet. Werden diese Funktionen und 
ihre Ableitungen ohne Hinzufiigen des Argumentes v geschrieben, so 
meinen wir denjenigen Wert, welcher dem Argumente v = 0 entspricht, 

ile}e 
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den sogenannten Nullwert der betreffenden Funktion. Endlich soll die 
Funktion %,(v) auch mit #,(v) bezeichnet werden, weil es dadurch még- 
lich wird, mehrere Formeln in eine einzige zusammenzufassen }. 

Wir haben nun folgende Gleichungen: 
“n-t)? 


6,() =i S(— Yen 


9 25 
= he sin wv—2h*sin3xv + 2h4 sindav— +---, 


g2n-l 


c=) 
MD : 
(1) Op tecee ae OE coeaaee =e 2h © cos Bae seen 
8, (v) = Sh™ 22” 
4 ike 2hcos2avu+2h*cos4avu+ 2h® cos6xv + --:-, 
By (0) = SI (— YA™ 22" 


n 
= 1—2hcos2av + 2h*cos4av — 2h® cos6zu + —-::-, 
a, ee yp 
(2) ‘o(u) = ge 2° 9, (U), oO, (u) = cae 2° Deis (v) (k=1, 2,3), 
Ty eS ORME) Ce One Oren e) a 
(3) PO 8 — a = 95 Pera 9; (®) (tise); 
wobel v = 55 ist. 


Durch die Gleichungen (3) sind die Wurzeln 7 (a (#) —e, als ein- 
deutrge Funktionen von uw erklart. Was die auftretenden Nullwerte an- 
geht, so sind diese nach (1) durch die stark konvergierenden Reihen 
darstellbar: 


’ 


Oy = Qn (ht — Bhi + Fhe — ThE + —...) 


i. =e he Opec « 237 ees 
0, = 1+ 2h + 2h4 + Oh* 4... 
GE 2 0p a) to 


(4) 


) 


§ 7. Zusammenfassende Darstellung der 0-Funktionen. 
Die 3-Funktionen als Funktionen von v und t. 


Die vier 9-Funktionen sind spezielle Falle der von HERMITE ein- 
gefiihrten Funktion 
que bt ‘a Wangs ie Lan 
(1) O,,,,(v) = So fineln tg) +42 (n+ 4) TUN 
n=—©co 


* In der Literatur werden die Funktionen #,(v), O,(v), B3(v), B(v) auch mit 
F11(2), Prov), Foo(2), Pox(v) bezeichnet. 
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in welcher wir v, uu, v als unbeschrankt veranderliche komplexe Variable 
betrachten1, dagegen t =r + 7s auf die obere Halbebene einschranken 
wollen, d.h. auf dasjenige Gebiet der t-Ebene, welches durch s > 0 
charakterisiert ist. Wir werden weiterhin zeigen, daB O,, ,(v) eine ganze 
Funktion von jeder der Variablen v, uw, v und eine regulare Funktion 
von t in der oberen t-Halbebene ist. Zunachst schreiben wir die Reihe (1) 
in der Gestalt 


H 


anes pa: 
(ye ash O) sat! eitny f,\ 2 gent. 
N=— oo 


Vergleichen wir hiermit die Definitionsgleichungen der #-Funk- 

tionen (1) des vorigen Paragraphen, so erkennen wir, daB 
Z s 

(2) | B, (v) = —7011(2), By (Vv) = Oi,0(v), 
| A(x) = — @o,0(2), Do (¥) = Op,1 (2) 
ist. Dabei ist zu beachten, daB in den Definitionsgleichungen von #, (v) 
und #,(v) der Summationsbuchstabe » durch » + 1 ersetzt wird, was 
erlaubt ist, weil 7 alle ganzen Zahlen von — oo bis + oo durchlauft. 

Wir wollen nun die Konvergenz der Reihe (1) direkt untersuchen, 
wobei wir sie als Summe der beiden Reihen 

n+4) ¢ime(n +S) tinny 


co Bio 
fur (V) = De ) 
n=1 


, lu 
CO 242rv Set das 


Su,» (0) = de 


n=0 


: Ne 
)+iar(-n +8) —tany 


auffassen. Die Variablen v, uw, »v schranken wir auf beliebige beschrankte 
Gebiete ein, die Variable t auf ein beschranktes und einschlieBlich des 
Randes im Inneren der oberen t-Halbebene liegendes Gebiet G’. 

Fiir alle in Betracht gezogenen Werte von v, mu, v, t konvergiert dann 
jede der Rethen f,,,(v) und g,,,(v) absolut und glerchmafig. 

Da die Reihe fiir g,,,(v) aus der fiir fax, _,(—v) durch Hinzu- 


5 le : u“ 
Ee a 2 2 wVS + Tt |= s, 
fiigung des einen Gliedes e pee ( hervorgeht, so geniigt es, 


diesen Satz fiir die Reihe /,,,(v) zu beweisen. 
Nach Abtrennung eines von  unabhangigen Faktors lautet das 
allgemeine Glied von /,,, (v) 
etmrn® +inAn ; 
wo zur Abkirzung 
A= Tt per 
gesetzt ist. Wenn nun 
7 eet, A—A, + 74, 


ist, so wird die untere Grenze der Werte, die t, im Gebiete G’ hat, ein 
gewisser positiver Wert 1,’ und die untere Grenze der Werte, die 4, fiir 


1 y bedeutet also in diesem Paragraphen keinen Summationsbuchstaben. 
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alle in Betracht gezogenen Werte von 1, mu, ¥, T annimmt, ein gewisser 
Wert A,’ sein. Es ist dann 


| eiwen? tian | — g—atan*— adn < g— ann — a Asn 
Nun ist weiter, wenn 7 groB genug ist, etwa fiir = N, 
nt, +nA,n>n, 
weil tT,’ > 0 ist. Folglich ist fiir alle in Betracht kommenden Werte 


(ee) Co on - 
v, w, ¥, t die Reihe ) eeine Majorante von 5) e*7*™+*74", woraus 
=N n—N 


n 

die Behauptung folgt. 

Die Reihe @,,,(v) stellt daher eine regulare Funktion jeder Vari- 
ablen v,u, ¥,t dar, solange t positiven imaginaren Teil hat, und die 
Ableitungen nach diesen Variablen kénnen nach dem Weierstraf- 
schen Summensatz durch gliedweise Differentiation der Reihe gebildet 
werden. 

Hiernach bestatigt man sofort, daB O,,,(v) der partiellen Diffe- 
rentialgleichung 


020 00 
Fie at ae 
gentgt. Zufolge (2) gentigt also auch jede der vier #-Funktionen dieser 
Differentialgleichung. 
Die Reihe (1) andert sich nicht, wenn wir v durch y» + 2 ersetzen. 
Sie nimmt den Faktor e~**” auf, wenn « um 2 vermehrt wird und dann 
durch » — 1 ersetzt wird. 


Die Funktion O,,, 
(3) Ou, 1 +2 (V) a O,,» (2), 0, +2,¥(V) = CE On,» (v). 

Eine weitere Funktionalgleichung erhalten wir durch folgende Be- 
trachtung: 


Bedeuten yw’ und »’, ebenso wie ~ und », zwei beliebige komplexe 
Zahlen, so ist der Exponent von e im allgemeinen Gliede der Reihe 


Out wy» +o" (2), 


(v) gentigt daher den Funktionalgleichungen: 


namlich 
2inu(n + Ke) tint(n +854) 4 ian tr), 


darstellbar in der Form 


Qin (y+ TE") (n+ 2) bine (n +4) 4 inne ting! v 
+ inte — int. 


Daher befriedigt die Funktion @,,,(v) die Gleichung 


; bene 5 ee 
tm v+in—t—ta— yl Ps 
(4) Ovayjrar(0) =e oF O10) 
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oder in anderer Schreibwetise 


(5) A,, (2 pv tue sn *) = Tao pO 

Durch die aa (4) kann die Funktion @,,,,(v) auf jede andere 
solche Funktion mit beliebig vorgeschriebenen Werten von yw und », 
z. B. auf die Funktion 9) ,(v), also auf #,(v), zuriickgefiihrt werden. 


§ 8. Verwandlungsformeln und Nullstellen der vier 
0-Funktionen. 


Nehmen wir in der Gleichung (5) des vorigen Paragraphen fiir 
u, v, uw’, v ganze Zahlen der Reihe 0, 1, 2 und beriicksichtigen wir dabei 
die Gleichungen (3) und (2) desselben Paragraphen, so erhalten wir 
ein System von Gleichungen, welches wir in nachfolgender Tabelle 
tibersichtlich zusammenstellen. 
Zur Abkirzung setzen wir: 
1 OMe 
ee — Bee ; k=fhoig? — ear + 2i00) | 


, 


Verwandlungstabelle der 0-Funktionen. 


v+1 v+t vtltt 


oO, De im So m Pe — By —kd, ko, 
DB, — t, ms — im, — ty, kos —k*, 
On Do Mm Bo im, Dr kOe k Os 
Br Ds im}, ms Do —k%, — ky 


Diese Tabelle ist so zu verstehen: Wollen wir ?, (v +5 aa a 


bestimmen, so haben wir diejenige Horizontalreihe der Tabelle zu 
nehmen, vor welcher #?, steht, also die erste, zweite, dritte oder vierte, 
je nachdem « = 1, 2,3 oder 0 ist. In aes Horizontalreihe steht der 


zu bestimmende Wert in der mit v po +e * iiberschriebenen Vertikal- 


reihe. Z. B. ist also 
Gace 
il = 
i(v+g +5) =m =6 ae ls. 
(A i) me 00 a a AC 
usf. ? 
Wir fiigen dieser Tabelle noch eine zweite hinzu, welche die Null- 
stellen und die ihnen entsprechenden Werte von z#=e?'*® fiir die Theta- 
funktionen enthalt. 
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Nach (2) in §6 hat #,(v) dieselben Nullstellen wie o(u) = o(2 2); 
d.h. %,(v) verschwindet fir 2@v=n-2@-+ n'-2@' oder fir 
V=n-+n'T, 


wo n und n’ alle ganzen Zahlen von — oo bis + oo zu durchlaufen 
haben. 
Die Nullstellen der iibrigen Thetafunktionen lesen wir aus der vor- 
stehenden Tabelle ab. Z. B. haben wir 
B, (0 + $) = — B, (ev), 


und daher erhalten wir die Nullstellen von #,(v), wenn wir diejenigen 
von #,(v) um 4 vermehren. So entsteht die folgende 


Tabelle der Nullstellen der 0-Funktionen. 


v gi ettm 
OF} nt n't nen 
y 1 2n 
DB, ih te Wihqp te —h 
2 
, 1 g 2n' +1 
De (SS (pg Ae eS he 
= 2 2 
/ t 2n' +1 
Do n + n't a h 


Diese Tabellen werden wir weiterhin zu benutzen haben. 


§ 9. Darstellung von e,, @:, €, und A 
durch die Nullwerte der 9. 


In der Formel (3) aus §6 setzen wir u=@, also v = 3 = s ; 
und sodann u=@-+o’, also v= 55 = = + $ ; dann folgt fiir 
jag od Wea 

1 1 U5 
an ee ae (2) fesse eral Pres & BE a 
1 1 oo 20 Prat 3 alg 5) 2 CIS dame} 20 Prat 6 1 eC ? 
al 2 at Syne 2 


wobei zu beachten ist, daB %,(v) dasselbe wie %,(v) bedeutet. 

Die erste dieser Gleichungen wenden wir an fiir k = 2,3, die 
zweite fiir k = 3. Die auftretenden Werte der 9-Funktionen kénnen 
wir dann vermége der Verwandlungstabelle des vorigen Paragraphen 
auf die Nullwerte zuriickfiihren; z. B. ist 8s(v + 4) = %(v) und daher 
(923) = 09 (0) = Bo. | 
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Auf diese Weise finden wir 


1 
ley 
V4—&= LA eee 1 dy Bo 
dehy ee 2c, Os 1 ~~ 2@ by Oy’ 
(3) 
1 
aia haw 
ee EEG (x) 1 Oe @ 
(1) 1 re rece aces babe 
(3) 
1 T 
Ap 1 oy (a +3) Sey 
2 en OM 1 7\- 2005-8; 
a(s+3) 


Durch diese Gleichungen ist je ein bestimmter unter den beiden 
Werten der Quadratwurzeln We, —eé, als eimdeutige Funktion des 
Periodenverhaltnisses t in der oberen t-Halbebene dargestellt, wenn 
wir die Gleichungen (4) von § 6 heranziehen. 

Um e, direkt zu berechnen, setzen wir die Gleichung (3), §6 in 
die Form 


Ve (2mv) —e, = : pass 
: k 20 ae Oy” aa i 


~~ Re 


1 Uy ca aes v2 aa 

( one 3 Oy / 2 os } . 

Da die Entwicklung von (2 wv) an der Stelle v =0 kein kon- 
stantes Glied enthalt, so ist — e, das konstante Glied in der Entwick- 
lung des Quadrats der rechten Seite vorstehender Gleichung nach 
Potenzen von v. Dies ergibt: 

ae re pee ees 

(2) %= (5 ee Pane. 

Da die Summe ¢, + é, + é, verschwindet, so folgt 

Oy =. Oe Oe Dy 


(3) O,/ Fa Oy i Os om 0 
Nun erhalten wir aus den Differentialgleichungen 
O2OU )an. ge OO (2) OF (v) - OF (v) 
Siam ag? ee er 
denen die vier 9-Funktionen geniigen, fiir v = 0 die Gleichungen 
y . 08 “5 00, 
(4) O, =Ainz—,. = din, 


so daB die Gleichung (3) in der folgenden Weise geschrieben werden 


ne 1 90/ _ 1 2%, , 1 2B) | 1 Oo 
Pie ad, oc | 8, Oe Oy Or’ 


hed 
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Durch Integration folgt hieraus 
Dy’ = CV, 93 Io, 


wo C eine von t unabhangige GréBe bedeutet. Diese bestimmen wir, 
indem wir die Entwicklungen (4) des § 6 eintragen: 


ant +4...) =C@MH+...)Q$--)—+:-), 
und die Anfangsglieder auf beiden Seiten vergleichen. Es ergibt sich 
C =a und damit die wichtige Relation: 
(5) Ga SS Ig Ue Do: 


Vermége derselben stellen sich nun die Gleichungen (1) folgender- 
maBen dar: 
(6) 14 —=4=5.%, Ja—4 =5-9:. q—g=—>-0;, 
wahrend man auf Grund der Gleichungen (4) fiir die Werte (2) der 
é, erhalt 


(1) = S (5 dlog ,’ aes) =$(5 d log 3,’ ones) 
1 ot io et Ene Se as dt. 
5 = (4 d log #y’ ais ?o) 

St a ie eee dt ; 


Die Multiplikation der Gleichungen (6) ergibt fiir die Diskrimi- 
nante A (vgl. S. 168) die Darstellung: 


(8) V4 = 2 (so) OO 8.2 = 7 0”. 


§ 10. Darstellung der 3-Funktionen durch 
unendliche Produkte. 


Die Funktion 0, (v) ist als Funktion der Variablen z? = e?**” regular 
fiir alle endlichen von Null verschiedenen Werte von z?. : 
Thre Nullstellen bilden nach §8 die beiden Punktfolgen 


(1) i — pl pe eh 
(2) ay | ey Oy 


, 
ee) 


von welchen die erste den Haufungspunkt z2 = oo, die zweite den 
Haufungspunkt z? = 0 besitzt. Die Punkte z2 = co, z2 = 0 sind also 
wesentlich singulére Stellen der Funktion. 

Nach einem Satz der allgemeinen Funktionentheorie! stellt nun 


0-3 0-3) 0-9 


1 Vgl. Abschn. I, Kap. 6, § 9. 
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eine ganze Funktion von « mit den Nullstellen a,, ay, a3, ... vor, wenn 
die Reihe 


1 1 il 

ay 1 ag ae as ‘ 

absolut konvergiert. Nun ist | |< 1 und daher 

fy = (1 + ha) (1 + A824) (1 + W524)... 


eine ganze Funktion von z?, welche genau die Punkte (1) zu Nullstellen 
hat. Ebenso wird 


fo = (1 + 2-2) (1 + A272) (1 + hF2-2) ... 


9 


eine ganze Funktion von z~? sein, die als Funktion von 2-2 ebenfalls 
genau die Punkte — h-1, — h-3, — h-5, ... zu Nullstellen besitzt. Als 
Funktion von z? betrachtet, ist demnach /, in der ganzen Ebene mit Aus- 
schluB der Punkte 0 und oo regular und hat dort genau die Punkte (2) 
zu Nullstellen. 
Die Funktion 
fO) =hh= 70+ Ra (1+ Retey 


n=1 


== [f+ hz?) (1+ hz) 


ist daher, als Funktion von v betrachtet, eine ganze Funktion mit den- 
selben Nullstellen wie #,(v). Wie verhalt sich f(v) bei Vermehrung 
von v um 1 oder um Tt? Da z? = e?**” bei Vermehrung von v um t den 
Faktor h? erhalt, so ist offenbar 


f@+)=70) 
f(o+ 0) = IP (Le) (1+ eee) 


und 


4 lee v og 
HLH +h A) tie) airs), 


Genau so verhalt sich aber nach der Verwandlungstabelle in § 8 


; ; : ea: 
die Funktion #,(v), und folglich ist aon 
keinen Pol und die Perioden 1 und t besitzt und daher eine Konstante 


ist. Somit kommt 


Gs(0)-—= CH th 2) (1+ hs), 


wo C eine Konstante, d.h. einen von v unabhangigen Wert bedeutet. 
Nach der Verwandlungstabelle in § 8 folgt hieraus weiter: 


eine Funktion von v, welche 


AW= A+H)= CY—W 2) (1-24), 
b,()=a(vtsZ)= C e+ we 2) (1+ ite), 


6, (1) = —8,(0+4) = ich 2 IT( — Ww) (1— we), 
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oder in anderer Anordnung und nach leichten Umformungen: 


= = 


v; (v) = Che & ae mf ha 2) (1 4 ho 2-2), 


g 


3, (v) = Ch* (2 + 2) J] (1 + ho 2) (1 + ho), 


(3) y | 
Oo, (0) = CHit+er 2) 1+h x), 
dy (v) = Cffl—h 2) 1h x), 
wobei gemaB friitherer Verabredung g die geraden Zahlen 2,4, 6,... 
und y die ungeraden Zahlen 1, 3, 5, ... durchlaufen muB. 
Z— 21 


Da z = é*® ist, so kénnen die Faktoren resp. z+ 27-1 durch 


L 
2 sinzv resp. 2 cosav ersetzt werden. 
Um die Konstante C zu bestimmen, setzen wir in den Formeln (3) 
v = 0, wobei wir die erste dieser Formeln noch vorher durch v divi- 
dieren. Dadurch kommt zuniachst: 
it 
O,°=20C h* [f (1 — h*)?, 


g 


p=  2CH IT (1 + hey 

b= CHU+HY, 

UES C/[/Q—h?. 

Wir tragen diese Ausdriicke in die Relation § 9, (5) 
Ta eta 


ein und erhalten 
Le he Ce Tee [fee merle 
g g » 

Es ist aber weiter 
If (1 = ho)? = TT (1. — heey? JT (1 — Wy, 
g g » 


weil die geraden Zahlen g mit der Gesamtheit der Zahlen 2 g und 2 » 
tibereinstimmen. Somit folgt 


GE TT Wats We)? sat TSN cae?) Geese) (Late 2)? (le 
g g 


g 
und schlieBlich 
C= a Tr hs), 
g 
wobei berticksichtigt ist, daB gem&B (4) in §6 der Nullwert 0, fir 
h = 0 in + 1 und also auch C nach (4) fir h=0 in +] ubergehen 
muB. 


§ ll. Einige zahlentheoretische Anwendungen der erhaltenen Resultate. 205 


Fur 9,’ ergibt sich nun aus (4) die Darstellung 


BS ila he)? 


g 


) 


(5) C= 20 

und demnach fiir A nach (8) des vorigen Paragraphen 
ge \12 5 

(6) Ang (=) ne TT (1 — hoes 


Diese Formel setzt die Tatsache in Evidenz, da8 A fiir jede zulassige 
Wahl der Perioden 2, 2.’ von Null verschieden ist. 


§ 11. Einige zahlentheoretische Anwendungen 
der erhaltenen Resultate. 


Da der Nullwert der Funktion #, durch die Reihe 


+ co 
Bb, = Shr 
n=— 0 
dargestellt wird, so ist 
(1) Bet = Sirtimtintene — 376 (m) he, 


m=0 


wo @(m) angibt, wie viele Lésungen die Gleichung 
mM = Nn," + ng2 + 47 + n,? 


ins ganzen Zahlen 1,,%,, 25, %, besitzt, 
Nun ist andererseits nach §9, (6) und (7) 


2m\2 4% (dlog Io dlog By AD @ ( 5°) 
pM | | els a = — 
Ds = (=) CES. ice dt ) m dt log Dy 
oder, da 
: ad a ah a : 
ie ee a ahaa ae 
ist, 
ad oD ad oe 
he ee bates (ree \ee aS pa 
(2) Oot = — 4h (log =! 4h (log ae 


Setzen wir hierin die Produktdarstellungen (4) des vorigen Para- 
graphen fiir #, und % ein, so wird 


TT (1 + 9)? , TT (1 — A*9)2 ’ TT (1 — h?9)2 
ee eee Dy L ie eee 
Do TT (ash? Di he)? TEA ht) TR(L= #2. 

Vv g v T 
wo alle natiirlichen Zahlen durchlauft, und (2) geht tiber in 

a (hs) 
0,4 = 1+ 8h poe ira i) 
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Die Weiterfiihrung der Rechnung liefert 
Os thang Dy ee BD), io 
r g 
H1 483 Sri — 8S Soghar, 
ie Til pe ie 


wo 7’ ebenso wie 7 alle natiirlichen Zahlen durchlauft, und schlieBlich 


(3) O¢ = 1+ 83) DB (m) h™ — 8 5S) G' (m) h™. 
m=1 m=1 

Hier gibt @(m) die Summe aller Zahlen 7, die bei allen médglichen 
Darstellungen von m in der Form m = rr’ auftreten, und ®’(m) die 
Summe aller Zahlen 2 g, die bei allen méglichen Darstellungen von m 
in der Form m= 2 gr’ auftreten. Es bedeutet demnach @®(m) die 
Summe aller positiven Teiler von m und ®'(m) die Summe aller durch 
4 teilbaren positiven Teiler von m. 

Die Vergleichung der beiden Entwicklungen (1) und (3) ergibt nun 
cp O (m) = 8{D(m) — D' {ms} (m=1, 2,3,...), 

Eine natiirliche Zahl m ist so oft als Summe von vier Quadraten ganzer 
Zahlen darstellbar, als das 8fache der Summe derjenigen positiven Teiler 
von m betrégt, die nicht durch 4 teilbar sind. 

Z. B. ist fir m = 3 die Summe der nicht durch 4 teilbaren positiven 
Teiler 1 + 3 = 4, und in der Tat hat 3 die folgenden 32 Darstellungen: 


Be OF (se 1) Soe Cae TO oe (ed) te aie pet Oper) aren i 
is ete (ee Lear Ones (ae erate ae ee 


und keine weiteren. 
Der Satz 1aBt sich noch in anderer Form aussprechen. Es sei 


m= 2%m,, 


wo m, ungerade ist, und es seien 6, 63, ..., 6, die positiven Teiler von m,, 
also zugleich die ungeraden positiven Teiler von m. Ist dann « = 0, 
also m ungerade, so sind 6,, 65, .. ., 6, zugleich alle nicht durch 4 teil- 
baren positiven Teiler von m. Wenn dagegen « > 0, also m gerade ist, 
so treten zu ihnen noch die Teiler 2 6,, 2 6,, ..., 2.6, von m als nicht 
durch 4 teilbare positive Teiler hinzu. Also folgt: 

Eine natiivliche Zahl m ist so oft als Summe von vier Quadraten ganzer 
Zahlen darstellbar, als das 8 fache oder 24 fache der Summe ihrer ungeraden 
positiven Terler betragt, je nachdem m ungerade oder gerade ist. 

Dieser tiefliegende zahlentheoretische Satz ist zuerst von JACOBI 
aus der Theorie der elliptischen Funktionen abgeleitet worden. Der 
berthmte Satz von LAGRANGE, da8 jede positive ganze Zahl sich als 
Summe von vier Quadratzahlen darstellen la8t, ist natiirlich in diesem 
Jacobischen Satze enthalten. . 
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Eine andere interessante Folgerung ziehen wir aus der Gleichung 

ee) eelinle Ih 2) (lb hie) Shee 
g » n 

die fiir veranderliche Werte von / und z gilt, in diesen Variablen also 
eine reine Identitat darstellt. Sie kann iibrigens als solche auch un- 
abhangig von der Theorie der elliptischen Funktionen nachgewiesen 
werden. 

In (4) sei 


wobei x eine Variable bedeutet. Dann wird das Produkt, wenn wir noch 
g=27, »v=2r—1 setzen, 

sip x87) (1 = xar—3+2) ces x3t—3—-2) Se, ira — x87) (1—x3r-1) (1—x?r-2), 
r=1 r=1 

und die Summe geht iiber in 


eo on 


ig ae 


n=—co 


bol 


”. 


Da nun die Zahlen 37, 37—1, 37 — 2 zusammen wieder alle 
nattrlichen Zahlen 7 ausmachen, so folgt 


is 4. 60 Bn? +n 
OP ae Vim oe ee a ee a err 
i n=-—oo 


Diese bemerkenswerte Gleichung riihrt von EULER her, der sie zuerst 
auf empirischem Wege fand und dem es erst nach langjahrigen Bemthun- 
gen gelungen ist, sie zu beweisen. 

Die Vergleichung der beiden Darstellungen von #,' in den Formeln 
(4), §6 und (5), § 10 lehrt, wenn wir h? mit x bezeichnen, daB ferner die 
Entwicklung 


wn 
ill (1 — x")? = 3 (—1)1 (Q7-1)4 ? =1—3%45x2—Tx8+--- 
r=1 r=1 
gilt. 
Eine weitere zahlentheoretische Anwendung werden wir in §13 
kennenlernen. 


§ 12. Partialbruchzerlegungen von ¢(w) und ¢9 (w) als 
Funktionen von 2”. Darstellungen von 4, g, 93. 
Aus der Gleichung (2) in §6 


20 20 _ 4 
0 (u) = Gre? dy (2) Coy 


ergibt sich durch logarithmische Differentiation die folgende Darstellung 
von €(u): 


nue 


La 


C (u) = + 5 Fe log (0), 
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in welche wir die Produktentwicklung (3), §10 von #,(v) eintragen 
wollen. Auf diese Weise kommt nach leichten Umformungen: 


tu 
VIG 2 Ata” Oat ho 2-2 Ay 2 ( as 70) 
(1) o(#) = ee a oli — hz ee) ae , 


Dies liefert offenbar die Partialbruchzerlegung der Funktion 


wenn sie als Funktion von 
tu 
angesehen wird. 
Da 1 it i7U 
we om Bh eed at Aah d 
y sande COLT 


g—e7-1 eity_ pin 


ist, so laBt sich (1) auch in der Form 


tau 
: nu cL It hs z-? ho 2 ( =. ze | 
(2) SAC eS one ge cotmy +) (ys 1 — ho 22 Seas 
g 


@ 


schreiben. Die hier auftretenden Summen 
ho 22 hg g-2 
Si re und Ss. Ph ps he 2-2 
g g 


konvergieren absolut und gleichmaBig in jedem beschrankten Bereich 
der z?-Ebene, fiir den der Nullpunkt weder innerer Punkt noch Rand- 
punkt ist und in welchem auBerdem kein Glied der betreffenden Summe 
einen verschwindenden Nenner hat. Denn ist z. B. fiir die Summe S, 
der Bereich B ein solcher Bereich und M das Maximum von | z?| in 
diesem Bereich, so gilt 
M\h\o 

=1_—M]ale 


| ho 2 


1— A922 <M 


sobald g geniigend groB ist und M’ eine positive Zahl bedeutet, die 
um beliebig wenig gréBer als M fixiert worden ist. Demnach ist im 
Bereich B fiir hinreichend groBes G die Reihe 
M'|h|@ + M’'|h|@+t + 
eine Majorante von 
7 ho 22 
1— ho 22? 
g=G 
und hieraus folgt die absolute und gleichmaBige Konvergenz von S, im 
Bereiche B. Die analoge Betrachtung gilt fiir S,. 
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Wird nun z? auf den Kreisring 
Cle eee ele he) 


eingeschrankt, so ist fiir jede gerade natiirliche Zahl g sowohl hz? 
als auch h?z? absolut kleiner als 1, und die Glieder der Summe in (2) 
kénnen nach Potenzen von z entwickelt und dann die Terme, welche 
dieselbe Potenz von z? enthalten, zusammengezogen werden. 


So erhalten wir 


AIDING ys ea eapg a aU 


2r 
= 2nv + 5 Cota ek ees (2-27 — z2r) 
oder 


(4) ¢ (2wv) =2nv+5- scotare +28 57 en (277). 


Den Punkten des Kreisringes (3) entsprechen in der v-Ebene die 
der Bedingung 
lentes a | Gare <z eae 


genuigenden Punkte. Setzt man 
T=T, 11T,, .V = 0, +100, 


so wird diese Bedingung 

Paty < —g' <P Te 
oder, was dasselbe ist, 

NU ID noes he DUE 


d.h. die Entwicklung (4) ist giiltig fiir den Parallelstreifen der v-Ebene, 
welcher von den Parallelen zur reellen Zahlenachse durch die Punkte 
tT =T, + it, und t = 7, — 77, begrenzt wird. 

Wir wollen nun die beiden Seiten der Gleichung (4) an der Stelle 
v = 0 entwickeln und die beiden Entwicklungen vergleichen. 

Die Entwicklung von ¢(2 wv) lautet nach der tabellarischen Uber- 
sicht zum 1. Kap., (2) 

¢ (200) = 5 — & (200)? — £ (200)* — 

Bei der Entwicklung der rechten Seite von (4) haben wir zu bertick- 

sichtigen, daB 


1 IU (cory) Eee (aso) 
0 3 45 45-21 
Hurwitz-Courant, Funktionentheorie. 3. Aufl. 14 


cot (7 v) 
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ist. Die Vergleichung der Koeffizienten von v, v? und v? liefert nun die 
folgenden Darstellungen von 7, g, und gg: 


6) a= (5) Get Sie): 
83 (=) (si ey 3 Dini) 


Die Vergleichung der héheren Potenzen von v ergibt ahnliche Dar- 
stellungen fiir die Summen 


“el 4 1 
C, = (2n—1) >? in i eal) are a eee 
Durch Differentiation der Gleichungen (1) und (4) ergeben sich 
analoge Entwicklungen von (uv) und y(2wv) mit denselben Giltig- 
keitsbereichen. 


§ 18. Entwicklung von J (w)—ex. 


Die Entwicklung (1) von ¢(u) im vorigen Paragraphen gestattet, 
die Funktionen 7 (9(u) — e, in ahnliche Reihen zu entwickeln. Wir 
wollen hier insbesondere (vgl. (3) in § 6) die Funktion 


———___ 11 #8 
P (%) = Ve (u) or = es By Bate) ea) 


2@ 


betrachten, um in Erganzung von § 11 von der entstehenden Entwick- 
lung eine interessante zahlentheoretische Anwendung zu machen. 
Die Funktion g(u) geniigt den Gleichungen 


p(u+t2o)=— ol), plu+2o') = plu), 


wie die Verwandlungstabelle der #-Funktionen in §8 zeigt. Denn der 
Vermehrung von “ um 2@ bzw. 2’ entspricht die Vermehrung von v 
um 1 bzw. t. Die Funktion (uv) hat daher die Perioden 4 w und 2 w’, 
und da sie im Periodenparallelogramm 


(0, 40, 4a +20’, 20’) 


nur die beiden Pole u = 0, uw = 2m mit den Residuen 1 und — 1 be- 
sitzt, so ist nach Kap. 1, § 12 


(1) p (u) = 1 (u) — es 
= C (u/4w, 20’) — (wu + 2/40, 20’) + C, 
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wo C eine Konstante bedeutet. Da o(u) — * nach §9 an der Stelle 


u = verschwindet, so ist ferner 
C= C(20/40,20’), 


d.h. gleich dem Werte von 7, der den Perioden 4, 2 w’ entspricht 
(vgl. Kap. 1, § 11, (3)). Diesen Wert wollen wir zur Abkiirzung mit 7 
bezeichnen. 


Die Entwicklung (1) des vorigen Paragraphen liefert, indem wir w 
u oo! 


242— 2in— 
durch 2, also z2 =e 2. durch z und 4? =e eo durch h/ ersetzen 


" ; [oo] 
9 =i" im z+] 1 IG ( UE Lowey 
OIRO EONS os me rearescay Ups ievexet oe Thre)? 


und hieraus folgt 
€ (u + 2/40, 20’) 


as tm —z+1 40 . ( ht z-1 ht z 
4m z+1 2@ - 1 + At zt nee 
r= 


weil z in — z tibergeht, wenn uw durch uw + 2 q ersetzt wird. Die vor- 
stehenden Entwicklungen ergeben nach Eintragung in (1) und leichter 
Umformung 


und dies ist die gewtinschte Sane: 


tm 


Setzen wir hierin u =o, also z= e 75 —e —j so finden wir 


Jaa = 08 == 15 ies Tea t are) 


oder 
ht — h3r 
Og=1+4 Seal +4 Se os 


Die linke Seite ist 

(2) ser ( She) aS, 
n Ny) No 

die rechte Seite 


(3) ine ‘Sine rere Plea oe 
pe zor — 3)r nee Wi je oe 
44D Ter 13S 


wo 7’ wie 7 alle sigan Zahlen 1, 2, 3, ..« durchlaufen muB. 
14* 
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Vergleichen wir in den beiden vorstehenden Gleichungen (2) und (3) 
die Koeffizienten von h™ auf den rechten Seiten, so erhalten wir den 
Satz: 

Die Anzahl der Darstellungen einer natiirlichen Zahl m als Summe 
von zwei Quadraten ganzer Zahlen ist gleich dem vierfachen UberschuB 
der Anzahl der positiven Teiler von m, welche die Form 4k + 1 haben, 
viber die Anzahl der positiven Teiler von m, welche die Form 4k + 3 
haben. 

Der Fermatsche Satz, daB jede Primzahl von der Form 4k + 1 
sich auf genau eine Weise! als Summe zweier Quadrate natiirlicher 
Zahlen darstellen laBt, ist ein spezieller Fall des vorstehenden Satzes. 


Drittes Kapitel. 


Die elliptischen Funktionen Jacobis. 


Fur manche Anwendungen der elliptischen Funktionen ist es zweck- 
maBig, statt der Weierstra8schen Funktion ((u) die von JACOBI mit 


(1) sinam(#), cosam(u#), Mam (wz) 


(Sinus amplitudinis, Cosinus amplitudinis, Delta amplitudinis) bezeich- 
neten Funktionen zu gebrauchen. Da die Kenntnis dieser Funktionen 
tiberdies fiir das Verstandnis der alteren Literatur tiber elliptische 
Funktionen erforderlich ist, so wollen wir sie in diesem Kapitel naher 
betrachten. Was die Bezeichnung betrifft, so hat GUDERMANN statt 
der Jacobischen Bezeichnungen (1) die kiirzeren 


snu, cnu, dnu 


eingefiihrt. Wir werden die drei Funktionen (1) noch kiirzer der Reihe 
nach mit 


bezeichnen. 


§ 1. Definition der Funktionen s(w), ¢ (a), A(w). 


Es bezeichne t = 7 + 7s einen beliebig fixierten Wert, fiir welchen 
Se Octst 

Fur w wahlen wir eine sogleich naher anzugebende, von t abhangende 
Zahl und fiir w’ sodann den Wert 


(1) Gi = ONE, 


1 Dabei wird von der Reihenfolge der Basen der beiden Quadrate abgesehen 
2 A(u) hat nichts mit.der Diskriminante A zu tun. 
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Wir definieren nun die Jacobischen elliptischen Funktionen durch 
folgende Gleichungen: 


1 SACI ee Oo B (0) 
| SSAC) a aC 
9 Ee Oi KU)e oF Bo Bo (v) u 
2) OP mae CO OS te) 
_ Gg(%) | By Hs (Vv) 
INO Fa 8, Bl)" 


Nach Kap. 2, §6 ist dann 


ee il ————— ¢(u ae ) 
(3) 1 (u) —e, = s (w) , Vy (24) ey = S 3 : 1 ON a : 


Eliminieren wir hieraus ¢(w), so erkennen wir, daB c(w) und A(u) in 
einfacher Weise algebraisch durch s(w) ausdriickbar sind, indem 


(4) c?(u) + (¢, — és) S* (uw) = 1, A? (uw) + (€. — €3) S?(u) = 1 


ist. Nun haben wir ferner nach Kap. 2, §9, (6) die Gleichungen 


(5) CTs cee (S) 0! ae a (<.) O34, Ge A ad (s) Ost, 


wobei sich die Nullwerte der J-Funktionen #5, #2, 03, etwa vermége der 
Formeln (4) in §6 des Kap. 2, als Funktionen von t darstellen. 

Wir wahlen w so, daB der Faktor e, — e; in der ersten Gleichung (4) 
gleich 1 wird; wir nehmen namlich 


(6) o =F 9" = (1+ 2h + 2h + 2h +--)2 — (h= et); 


dann wird nach (5) 


(7) ey — ea = Fe é, —.é, = 1, 2 — es = Fh 
Die Gleichungen (4) lauten jetzt 

(8) c2(u) + s?(uv) = 1, A?(u) + x?s?(u) = 1, 
wenn zur Abkiirzung 

(9) m= Fs 


gesetzt wird. 

Da nach Fixierung von t gem&B (6) und (1) die GréBen w und w’ 
bestimmte Werte haben, so hangen die Funktionen s(u), c(w), A (u) 
auBer von w nur von t ab. Dies werden wir nétigenfalls dadurch zum 
Ausdruck bringen, da8 wir die Funktionen bzw. mit s(u/t), c(u/t), 
A (u/t) bezeichnen. 

Beziiglich der Bezeichnungen ist ferner noch folgendes zu bemerken: 
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Die durch (9) als Funktion von 7 eingefiihrte GréBe x heiBt der 
Modul der Funktionen s(u), c(u), A(u), die GréBe 
eon 
(10) “= a2 
das Komplement des Moduls. Nach (7) besteht zwischen x und x’ die 


Relation 
2 <b 4/2 = 1. 


JacoBI bezeichnet die Werte von w und w’ bzw. mit K und 7K’, so 
daB also 


AL Ree, P Le 
(11) K=o=-= 90; C1 —=@) =OT= 50; t 
ist. Wir werden indessen an den Bezeichnungen w und w’ festhalten}, 
miissen aber immer eingedenk sein, daB in diesem Kapitel w und w’ 
Funktionen von T sind. 


Endlich wollen wir hier unter Vx, yx’, Ve stets die Werte 


oO ae CU Wea: 
fe-3, wap, Yeah 


verstehen, die eindeutig von t abhangen. 

Die in (3) auftretende Funktion (uw) besitzt die von t abhangenden 
Fundamentalperioden 2@ und 2m’, und die Werte é,, é,, e; sind eben- 
falls Funktionen von T, die aus (7) in Verbindung mit e, + e, + e, = 0 
leicht berechnet werden kénnen. 

Die Definitionsgleichungen (2) von s(u), c(u), A(w) lassen sich ver- 
moge der Gleichungen 


0 oO oO 1 0 Be o = 
20 = 270." = — — O == 5 AO ce xt’ 
on PONE © es hy | x Ds y 


auch in die folgende Gestalt setzen: 


Fal?) _ 1/% 92() Ss eee 
(12) 8) = ay (0)? CAIs reo ANCES AE? a eale 


Ubrigens ergibt sich aus den Gleichungen (2) in Riicksicht auf die 
bekannten Eigenschaften der o- und o,-Funktionen: 

Die Funktion s(w) ist ungerade, und ihre Entwicklung nach auf- 
steigenden Potenzen von wu beginnt mit dem Gliede «. Die Funktionen 
c(w) und A(w) sind gerade, und es ist c(0) = A(0) = 1. 


1 Nur in § 4 bis § 6 des siebenten Kapitels werden wir die Bezeichnungen K 
und 7K’ aufnehmen, um sie dort von frei verinderlichen halben Perioden @ und w’ 
zu unterscheiden. 
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§ 2. Die Funktionen s(w),c(w), 4(w) als elliptische 
Funktionen. 


Vermoge der Gleichungen (12) des vorigen Paragraphen iibertragen 
sich die Tabellen in §8 des 2. Kapitels von den 9-Funktionen ohne 
weiteres auf die Funktionen s(u), c(u), A(u). Wir erhalten so: 


Tabelle I. Verwandlungsformeln der Funktionen s(w), ¢(w), 4 (w). 


u+o U+o |4+o+qo’] u+2@ | ut2o’ |ut+ 204 20’ 
Bere | 248 | oo a | aoe 
elon aay oo Saal ew | - etm c (uw) 
A oie i a) i Awl = Awial = Alu) 


Die drei letzten Vertikalreihen zeigen, daB s(u) die Perioden 4a, 
2a’, c(u) die Perioden 4m, 2m +20’, A(u) die Perioden 2, 4a’ 
besitzt. 

Tabelle II. Nullstellen, Pole und Perioden der Funktionen 

s(u), c(u), A(u). 


Nullstellen | Pole | Perioden 
s (u) 2no+ 2n’w’| 2nw + (2n’ + 1)o’ 4, 20’ 
c(u) | (2n+1l)a+ 2n’w’| 2nw+ (2n’+ 1)o’ 4m, 20+ 20’ 
A(u) |\(2n+1)@+(2n’+1)0’| 2nw + (2n’ + 1)o’ 20, 4a’ 


In den nachfolgenden Abb. 50, 51, 52 ist fiir jede der Funktionen 


A (u) 
Abb. 52. 


s(u) 
Abb. 50. 


das zu den angegebenen Perioden gehérende Parallelogramm (0) ge- 
zeichnet und die hineinfallenden Nullstellen und Pole der betreffenden 
Funktion, die ersteren durch kleine Kreise, die letzteren durch Kreuze, 
kenntlich gemacht. 

Hieraus geht hervor: 

Die Funktionen s(u), c(u), A(u) sind elliptische Funktionen mit den 
Perioden 4m, 2’ bzw. 40, 20 +20’ bzw. 20, 4m’. In bezug 
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auf diese Perioden haben sie den Grad2 und die beztiglichen Polsummen 


2.035 0;:0, 
Da die Funktionen den Grad 2 besitzen, so folgt nach Kap. 1, § 14, 
daB die angegebenen Perioden jeweils Fundamentalperioden sind. 


§ 8. Die Differentialgleichungen von s(w), c(w), 4 (Ww). 

Es ist 

@' (u) = —2 19 (w) — & Ve (u) — es 1 (u) —e3 = — eae 
nach § 1, (3), wenn die Vorzeichen der Wurzeln wie Kap. 2, § 6 fest- 


gelegt werden. Andererseits folgt aus (9(u) — es = si die Gleichung 


(2 (u) = — F tee 


(u) 
Aus diesen beiden Ausdriicken fiir @’(u) ergibt sich 
(1) s'(u) = e(u)A(u). 
Durch Differentiation der Gleichungen 
(2) c2(u) = 1— s2(u), A?(u) = 1 — x?s5?(u) 
und Benutzung von (1) folgen die zweite und dritte Gleichung des 
Systems: 
(3)  s’(u) =c(u)A(u), c’(u) = —s(u)A(u), A’ (wu) = — x?s(u)c(u). 
Aus (3) gewinnen wir durch Quadrieren und Beriicksichtigung von 

(2) die Differentialgleichungen von s(u), c(u), A(u): 

{s’ (w)}® = (1 — s? (w))(1 — 2? s? (w)), 
(4) {c’ (us) }? = (1 — c? (u)) (ve? + x? 0? (us)), 

{A’ (u)\2 = — (1 — A? (w)) (x!2 — A? (u)) . 


§ 4. Die Additionstheoreme von s(w), c(w), A(w). 


Es sei v ein beliebiger fester Wert, fiir den die sechs Inkongruenzen 


v=E+@ (2@,20’), 
(1) v== + (w — wv’) (20, 20’), 
v= +o’ (2@, 20’) 


erfillt sind. Die Funktionen 
P1 (4) = s(u)s(w +), G(u) = c(u)c(w + v), gg(w) = A(u)A(u + v) 


besitzen nach Tabelle I in § 2 die Perioden 2 w und 2 w’ und in dem mit 
diesen Perioden gebildeten Parallelogramm (0) die Pole 


“=o, “=—v+o' (20, 20’); 
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al 


sind also in bezug auf die Perioden 2, 2’ elliptische Funktionen 
zweiten Grades mit denselben beiden Polen. Daher werden 
P2(u) + A y,(u) und (wu) + B,(u) Konstante sein, wenn die Kon- 
stanten A und B so gewahlt werden, daB die Funktionen gy, (uw) +A @, (u) 
und @3(u) + By,(w) den Punkt w’ nicht mehr zum Pol haben. Es be- 
stehen also zwei Gleichungen der Form 


c(u)c(u+v)+As(u)s(u+v)=A,, 
A(u)A(u +) + Bs(u)s(u+v) = B,, 


wo A, A,, B, B, Konstanten, d. h. von u unabhiangige Werte, bedeuten. 
Indem wir u = 0 setzen, ergibt sich 


(2) 


CAO) sy rk (0) 


Sodann erhalten wir durch Differentiation der Gleichungen (2) nach u 
und darauf folgende Substitution «= 0 unter Beriicksichtigung der 
Gleichungen (3) im vorigen Paragraphen: 


¢(v) +As(v) =0, also A=A(d), 
Aya > Bs) — 0; also “B= x? clo: 
Die Gleichungen (2) lauten daher definitiv: 
c(u) c(u + v) + A(v)s(u)s(u+r) =c(0), 
A(u) A(u+v) +x%c(v)s(u)s(u+v) =A(v). 


Nachtraglich kénnen wir diese Gleichungen — aus Stetigkeitsgriinden — 
nattrlich auch fiir die oben durch die Inkongruenzen (1) ausgeschlossenen 
Werte von v behaupten. 


(3) 


Setzen wir — u statt wu und v + u statt v, so kommt 


c(u)c(v) — A(u+ v)s(u)s(v) =c(u+v), 

A (u)A(v) — x? c(u + v)s(u)s(v) = A(w + 2). 
Aus den letzten Gleichungen kénnen wir c(u + v) und A(u + v) 
berechnen und durch Eintragung des berechneten Wertes von c(u + 2) 


in die erste Gleichung (3) auch s(w + v). Die Ausfiihrung der Rech- 
nung liefert die Additionstheoreme von s(u), c(w), A(u) in der Gestalt 


s(u) c(v) A (v) +s (v) ¢ (uw) A (wu) 
| RE AA 1 — x? s? (uw) s? (v) ; 
c (u) c (v) — s (uw) A (u) s (v) A (2) 
(4) Cc (u + v) — 1 — x2 s2 (uw) 52 (v) ? 


A(u+v)= re 
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§ 5. Die trigonometrischen Funktionen als Grenzfalle 
der Funktionen s(w), c(u), 4 (uw). 


Die Gleichungen §1, (2) zeigen, wenn sie ausfiihrlich geschrieben 
werden, die Abhangigkeit der Funktionen s(u), c(u), A(u) von wu und t: 


Stuja = 2 Dee eee 2 (et singy — + +) 
Oe = eS oor 
Dy Bo (v) Oph aehs oe de en eras 
1 
By Be (v) ih Sap Je oe 2 (hA* cosmv +--+) ae 
o(ufe) = $2 ee) = 2a Bes hae, 
| Ba Bo (v) Pee eee 1—2hcos2av + 
shoe RY) Cl 2A ere) Sa cos ae aire 
eat Ser mars Can sig ST wana Yay ra 


wobeli Uae mit #,=1+2h+2h4+2h9+ --- zu setzen ist. 
3 
Wenn wir nun t = 7 + 7s dadurch ins Unendliche tibergehen lassen, 
da8 wir ry festhalten, wahrend s bis + co wichst, so wird 
h = et*t = ett? e-a8 
in Null tibergehen. Dabei geht 2m inz tiber, dad, = 14+ 2h +4 2h*-+--- 
nach 1 konvergiert, und 2 w’ riickt ins Unendliche, da 2 w’ = 2 wT ist. 


Die vorstehenden Darstellungen von s(u), c(u), A(u) lassen nun er- 
kennen, dap ber diesem Grenziibergang 


s(u/t) in sinu, c(u/t) in cosu, A(u/t) im 1 
tibergeht. 
Da 


in Null tibergeht, so gehen die Additionstheoreme (4) des vorigen Para- 
graphen in die elementaren Formeln 


sin(u + v) =sinucosv + cosusinv, cos(u + v) = cosucosv — sinu sinv 


uber, wie zu erwarten stand. Aus den Differentialgleichungen des § 3 
werden zugleich die bekannten fiir sinw und cosw geltenden Differential- 
gleichungen. 


Viertes Kapitel. 
Die elliptischen Modulfunktionen. 


Die in der Theorie der elliptischen Funktionen auftretenden GréBen, 
wie die Invarianten g5, gs, J, der Modul x der Jacobischen elliptischen 
Funktionen, die Nullwerte der #-Funktionen usw., die nur von den 
Perioden oder vom Perijodenverhiltnis abhangen, haben zu der aus- 
gedehnten Theorie der elliptischen Modulfunktionen AnlaB gegeben. 
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Wir wollen hier die ersten Elemente dieser Theorie entwickeln, und 
zwar namentlich zu dem Zwecke, eine sich unmittelbar darbietende, 
wichtige Frage zu erledigen. Diese Frage ist die folgende: Ist es méglich, 
die Perioden w 4, w, so zu wihlen, daB die mit ihnen gemaB den Formeln 
(6) aus Kap. 1, §7, S. 167 gebildeten Invarianten go, g3 mit vorgeschrie- 
benen Werten zusammenfallen ? 

Diese Frage kommt offenbar auf die Frage nach der Lésbarkeit der 
Gleichungen 


‘ F il om , 1 
a OF. (111 ©, + Me We)*” el 2 (ieee) 


hinaus, in welchen g,, g, gegebene, w,, w, zu bestimmende Werte be- 


zeichnen, welche auBerdem der Bedingung geniigen sollen, daB = 


2 


nicht reell ist. 


§ 1. Aquivalenz der GréBenpaare und der GréBen. 


In § 15 des ersten Kapitels haben wir festgesetzt, daB zwei GréBen- 
paare (@,', @,') und (@,, w,) dquivalent heiBen sollen, wenn die Gesamt- 
heit der aus dem einen Paare gebildeten Zahlen m,w, + m.@,. mit der 
Gesamtheit der aus dem anderen Paare gebildeten Zahlenm,'a,' + m9’ Wo’ 
zusammenfallt. Dort wurde auch gezeigt, daB hierftir, wenn einer der 


Quotienten — “1 und oo als nichtrational vorausgesetzt ist, notwendig 
Ws 


und hinreichend die Existenz von vier ganzen Zahlen a, f, y, 6 ist, fiir 
welche die Gleichungen 


I 
— 


(1) Ws =40,+P8o,, w1 =yo,+0a,, ad — By =+ 
bestehen. Wir beweisen nun folgenden Satz: 


Satz 1. Zu jedem Paare (w,', w,'), fiir welches oe nicht reel ist, 


gibt es ein dquivalentes Paar (@,, w,), welches den ine oben 
(2) fa | Zila |, |e,t+o,|2]o2|, |o:—o| = || 


gentigt. Dabei kann man sogar erreichen, daB die in (1) auftretende Deter- 
minante «6 — By den Wert + 1 erhilt. 


Um dies zu zeigen, ordnen wir die Periodenpunkte m,'@4' + m2’ w.' 
nach nicht abnehmendem Abstande vom Nullpunkt in eine Folge 


(3) 0, Wy We; Wa, -. 


und bezeichnen mit w, den ersten auf w, folgenden Punkt, der mit w, 
und dem Nullpunkt nicht in gerader Linie liegt. Nehmen wir 


(4) WW, = W,; Wp = M2, 


so befriedigen w, und w, die Bedingungen (2); denn w, + w, und 
wW, —w, sind Punkte der Folge (3), die in dieser hinter w, stehen, 
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weil sie mit w, und dem Nullpunkt nicht in einer Geraden liegen. Nun 
kann ferner nach der Bestimmungsweise der Punkte (4) in dem Drei- 
ecke mit den Ecken 0, @,, w, kein von diesen Ecken verschiedener 
Punkt aus der Reihe (3) auftreten. Folglich kénnen wir das Parallelo- 
gramm 0, @1, ®1 + @», @, ebensogut wie das Parallelogramm 0, oy’, 
w,' + @,’, w,’ fiir die Funktionen mit den Perioden @’, w,’ gebrauchen 
(Kap. 1, § 2); das hei®t aber: das Paar (@,’, w,’) ist dem Paare (., @) 
aquivalent. Das in Satz 1 auftretende Paar (w,, w,) kann so angenommen 
werden, da8 in den Gleichungen (1) die Determinante «6 — By = +1 
wird. Denn andernfalls kénnen wir an die Stelle des Paares (w, @4) 
das Paar (w., — @,) setzen. 

Wir fiithren nun weiter den Begriff der Aquivalenz zweier Gréfen ein. 

Eine GroBet’ heiBt zu einer GréBe t dquivalent, wenn es vier ganze 
Zahlen «, B, y, 6 gibt, die den Gleichungen 


rae OE NB o oe 
Get KO py =e 
gentigen, wo e einen der Werte + 1 und — 1 bedeutet. 
Im Falle « = + 1 sagen wir, t’ sei zut eigentlich aquivalent; im 
Falle « = — 1 sagen wir, t’ sei zut unergentlich aquivalent. 


Beispielsweise sind t und 


pre aise eal! 
Teas en sigee at 
zueinander eigentlich aquivalent; ebenso t und 
ees es th cig) 


i le ece 0. 


Wir beweisen nun im folgenden iiber die Aquivalenz von GréBen 
zwei Satze. 


Satz 2. Ist t eine nicht reelle Gréfe, t' eine thr aquivalente GréBe, so 
ast auch t’ nicht reell, und die Punkte vt’ undt liegen auf der gleichen oder 
auf verschiedenen Seiten der Achse der reellen Zahlen, je nachdem die 
Aquivalenz eine eigentliche oder eine uneigentliche ist. 
at+P (ar+B)+ias, 


Es sei nédmlich t=r-+is, t’=7'+i5'= = 
i i yt+o  (yr+ 6) +tys’ 


dann findet man 
jee “do— py 
* ort orrys 


woraus ersichtlich ist, daB s’ von Null verschieden ist und zwar das 
namliche oder entgegengesetztes Vorzeichen besitzt wie s, je nachdem 
die Zahl «d — By positiv oder negativ ist. 

Zur Vereinfachung der Ausdrucksweise wollen wir von zwei Punkten 
t und rt’ in der komplexen Zahlenebene sagen, sie seien aquivalent, wenn 
die durch sie reprasentierten GréBen t und 7’ es sind. Es gilt dann 
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Satz 3. Zu einem in der oberen Halbebene beliebig fixierten Punkte v' 
gibt es stets einen eigentlich dquivalenten Punkt + in derselben Halb- 
ebene, fiir welchen 
(5) oi eeeleme et Kr: 
ast. 

Nach Satz 1 existiert namlich zu dem GréBenpaar (7’, 1) ein aqui- 
valentes (Ws, w,), so dab 


(6) tT = «0, + Boy, 1=yo, + da, ad—By=4+1 


ist und zugleich die Bedingungen (2) erfiillt sind. Setzen wir dann 


lr — 121] 


Wo 


Oy 


so gentigt tT, wie aus (2) folgt, den Bedingungen (5); wegen (6) ist 


Op res “&W,+ Pa, _ «t+8 
YO@,+ 00, ytt+ 6’ 


und nach Satz 2 liegt auch t in der oberen Halbebene. 

Die Bedingungen (5) lassen sich in einfacher Weise geometrisch 
interpretieren. Die Ungleichung |7| = 1 besagt, da8 der Punkt 7+ auf 
dem Rande oder auBerhalb des Kreises mit dem Mittelpunkt Null 
und dem Radius 1 liegt. Die Bedingung |r — 1| = |1| besagt, daB 
der Punkt t vom Punkte 1 keine kleinere Entfernung besitzt als vom 
Nullpunkt, d. h. daB er links von der Geraden 
oder auf der Geraden liegt, die im Punkt 3 C eee 
senkrecht zur Achse der reellen Zahlen errichtet aa on 
ist. Analog bedeutet |7 + 1| = |r|, daB der 
Punkt t auf oder rechts von der Geraden liegt, 
die im Punkte — 4 senkrecht zur Achse der / 
reellen Zahlen steht. Der genannte Kreis und 
die beiden erwahnten Geraden begrenzen nun ~~ ~- ee ee 
einen Bereich G in der oberen Halbebene Abb. 53. 

(Abb. 53). Zwei gegentiberliegende Punkte t 


und t + 1 auf den geradlinigen Begrenzungslinien AC und A’C’ von G 


: : se 5 1 
sind aquivalent; ebenso je zwei gegentiberliegende Punkte 7 und — ~ 


-Z a 


Ne 
D, 


| 

| 
6 

| 

: 

0 


SE — 


Ny 


auf den Begrenzungsteilen A B und BA’ von G. Setzen wir daher fest, 
da8 von den Randpunkten des Bereiches G die auf den Randteilen 
AC und AB liegenden Punkte mit Einschlu8 des Punktes B zum 
Bereiche gerechnet werden sollen, die tibrigen auf den Randteilen BA’ 
und A’C’ liegenden aber nicht, so laBt sich Satz 3 folgendermafen 
formulieren: 

Zu jedem Punktv' in der oberen Halbebene gibt es einen dquivalenten 
Punkt t, der dem Bereiche G angehort. 
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Die Punkte A, B, A’ und den unendlich fernen Punkt, in welchem 
AC und A’C’ zusammenlaufen, wollen wir als Ecken des Bereiches G 
bezeichnen. Wir sehen also G als ein Viereck an. Die Ecke B reprasen- 


24% 


tiert den Punktt =17, die Ecke A den Punkt t =e ? = @, die Ecke 
ead 

A’ den Punkt t= 0 +1 = — 0? =e? . Der Winkel, unter welchem 

die Seiten AB und AC in A zusammenstoBen, ist offenbar = 


§ 2. Die elementaren Modulformen. 


Die Variablen w,, w, mogen der einen Einschrankung unterliegen, 
daB die Zahl 


positiven imaginaren Teil s besitzen, der Punkt t also in der oberen 
Halbebene liegen soll. Es sind dann die Werte 
1 
(111 @y + Mz Ws)*? 
! 1 
Bo eo Oly Oe eaehey > (my W, + Mz Wo)® ’ 


A (w,, @2) = g.3 — 27g,” 


Bo = &y (M1, Wy) = 60 S” 
(1) 


eindeutige, homogene, stets endliche Funktionen der beiden Variablen 
@ 1, Wy. Wir wollen go, g3, A als die elementaren Modulformen bezeichnen. 
Nach Kap. 2, §10, (6) und § 12, (5) ist 


at: 2a 
= (=) (e+ 20” $+ $2005 (n) h2™ +--+), 
a lan @)Gi-tS an nen 
(22) Fe — Teste.) 
A= (=) me IP — pan) — (=) (2 — 24ht +-..), 


Hier bedeuten ¢€,(n) bzw. €,(m) die Summen der dritten bzw. fiinften 
Potenzen der positiven Teiler der natiirlichen Zahl n. Die Darstellungen 
(2) sind fiir alle in Betracht kommenden Werte der Variablen @,, ws 
gultig und lassen ebenso wie (1) erkennen, daB gs, g,, 4 homogen von 
den beziiglichen Graden — 4, — 6, — 12 sind. Auch ersieht man aus (2), 
daB A als unendliches Produkt stets von Null verschieden ist. 


§ 3. Die absolute Invariante J (rt). WPA) 


§ 8. Die absolute Invariante J (t). 


Wir bilden nun aus g, und A die nur vom Periodenverhialtnis t 
abhangende Funktion 


I@=4, 
die auch durch die Gleichung 
(1) J@)y—1= 2 


definiert werden kann. Wir nennen J (t) die absolute Invariante; sie 
ist die einfachste und zugleich die wichtigste Modulfunktion und soll 
als Funktion von t nun naher untersucht werden. 

Es ist nach § 2 


12 Wel 
2 a = 2 4) ste 
(2) NOs aa ree malig take +--+), 
n=1 


und die hier auftretende Potenzreihe von h? = e?*** konvergiert, so- 
lange | h? | <1 ist, weil A bestandig von Null verschieden bleibt. 
Wir haben also zunachst: 
Satz 1. J (t) 1st eine in der oberen Halbebene reguléve Funktion von t. 
Da gz, gg, A sich nicht andern, wenn (@., w,) durch ein aquivalentes 
Paar (@,’, @,') oder, was dasselbe besagt, t durch eine aquivalente 
GroBe t’ ersetzt wird, so gilt ferner: 
Satz 2. Sind vt’ und t zwei dquivalente Punkte der oberen Halb- 
ebene, so 1st 


Die fiir uns wichtigste Eigenschaft der Funktion /(t), zu deren 
Beweis wir uns nun wenden, ist aber diese: 

Satz 3. Bedeutet a einen gegebenen endlichen Wert, so besitzt die 
Gleichung 
(3) Te) eo) 


eine und nur eine Losung t 1m Bereiche G. 

Schneiden wir von G durch eine Parallele CC’ zur Achse der reellen 
Zahlen den Bereich G’ = CA BA’C’ ab (Abb. 54), zu dem wir samt- 
liche Randpunkte mit Ausnahme der Punkte der Strecke CC’ hinzu- 
rechnen, so werden alle Lésungen der Gleichung (3), die sich im Bereiche 
G oder auf seinem Rande finden, notwendig dem Bereiche G’ angehoren, 
sobald der Abstand c der Parallelen CC’ von der Achse der reellen 
Zahlen geniigend groB genommen ist. Denn ist t=7-+ 7s und 
S22 6) so wird 


| A? | a epee! ae <e en 2re | 
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also durch geniigend groBe Wahl von c beliebig klein und folglich 
nach (2) der absolute Betrag von J (z) beliebig groB, z. B. | J(t)| > |@|. 
Dann kann aber eine Liésung der Gleichung (3) im Bereiche G mit 
Rand sicher nicht auBerhalb des Bereiches G’ vorhanden sein. 

Wir wollen nun zundchst annehmen, daB auf dem Rande von G' 
niemals J (t) — a = 0 wird. Dann ist nach Kap. 5, §9 des ersten Ab- 
schnittes 


peer J’) ape es 
N= 5 re ah de = he | a tog iT a) 
(@’) (@’) 


die Anzahl der Lésungen der Gleichung (3), wenn das Integral positiv 
durch die Berandung von G’ erstreckt wird. Das Integral zerlegen wir 
nach dem Schema 


BESO ence © 
USA a aad 
A BAG Seda MAN TO 
wo die ersten beiden Integrale durch die Kreisbégen AB bzw. A’B, 
die tbrigen geradlinig zu nehmen sind. Substituiert man im ersten 


Integrale a fiir t, so geht es in das zweite iiber, und ebenso geht 


das dritte Integral, wenn man t + 1 fiir t setzt, in das vierte tiber; 
denn es bestehen nach Satz 2 die Gleichungen 


1 


(4) T(-)=J@, Je+)=F(). 


Tt 


Diese Integrale heben sich also auf, und es kommt 


Cc : 
() N= shy | @ tog(7(e) — 4). 
} 


Durchlauft nun 
T=7-+7S 


die geradlinige Strecke C’C, so beschreibt 


Qt ai} 224 == 9 
h2 = e2 tr e—278 — e2xir e—20€ 


in negativem Sinne einen Kreis um den Nullpunkt mit dem Radius e~?*°, 
welcher durch VergréBerung von c beliebig klein gemacht werden kann. 
Das Integral (5) gibt daher an, wenn wir J (t) — a als Funktion von h? 
betrachten, von welcher Ordnung diese Funktion im Nullpunkt unendlich 
wird, Daher ist nach (2) 

Nels 


d.h. J (t) —a@ wird im Bereiche G genau einmal Null, w. z. b. w. 
Etwas umstindlicher wird der Beweis unseres Satzes, wenn wir die 
Annahme, J(t) —a bleibe auf dem Rande von G' bestandig von Null 
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verschieden, nicht machen. Wir verfahren dann so: Wir markieren auf 
dem Rande von G’ die endlich vielen, voneinander und von den Punkten 
der Strecke CC’ verschiedenen Punkte 


(6) ABE oe, Ps Pin Pi, ---> 
unter ihnen mégen diejenigen Randpunkte vorhanden sein, fiir welche 
J (t) — @ verschwindet (Abb. 54). Die Punkte # und #’ sollen dabei 
symmetrisch zur Achse des Imaginaren liegen, ebenso p, und #,' usw. 
Aus dem Bereiche G’ scheiden wir die Punkte #’, f,’, ... durch Kreis- 
stticke aus, die jeweils von einem Sttick der Strecke A’C’ bzw. des 
Bogens BA’ und einem Kreisbogen mit dem Mittelpunkt 9’, f,', . 

begrenzt werden. Die Punkte #, p,, ... dagegen 

umgeben wir mit kleinen Kreisstiicken, die jeweils © 
von einem Sttick der Strecke AC bzw. des Bogens 
AB und einem Kreisbogen mit dem Mittelpunkt 
b, py, ... begrenzt werden, bis auf die Rander 
ganz in das Aufere des Bereiches G’ fallen und 
deren Radien beziiglich gleich den Radien der Kreise 


um $’, ;’,...sind. Die simtlichen Radien mégen 4” SS Tea’ 
dabei so klein gewahlt werden, da die Flachen Abb. 54. 

der Kreisstiicke um 4’, #,’,... ganz dem Be- 

reiche G’, die Flachen der Kreisstticke um 4, f,,... ganz der oberen 


Halbebene angehéren. Endlich werden auch noch A, B, A’ durch Kreis- 
stticke ausgeschlossen, die jeweils von einem zusammenhangenden Rand- 
stiick des BereichesG’ und einem Kreisbogen mit dem Mittelpunkt A, B, A’ 
begrenzt sind und ganz in den Bereich G’ fallen. Alle vorkommenden 
Kreisstiicke mégen tibrigens so klein gewahlt werden, daB je zwei ihrer 
Flachen keinen Punkt gemeinsam haben und daf auf ihnen, abgesehen 
von den Mittelpunkten, die Funktion J(t) —a@ keine Nullstelle hat. 
So entstehe aus G’ der Bereich G’’. 

Die um die Punkte (6) gelegten Kreisbégen bezeichnen wir bezitig- 
lich mit 


(A), (B), (A’), (A), (6°), (Ax), (é1’), 


und haben dann in leicht verstaindlicher Schreibweise, wenn wir die 
sich aufhebenden Integralteile gleich unterdricken, 


(7) 2niN = | dlog(J (x) — 4) 


=frftftfelefeleten 


(A) (BAN oye ee (a) Pr.) 


wo nun N die Anzahl der Nullstellen von J(t) —a@ im Bereiche G” 
bedeutet. 
Wegen der Gleichungen (4) heben sich die Integrale tiber (4) und 
(p’) auf, ebenso itber (f,) und (f,') usw. Verschwindet nun die Funk- 
Hurwitz-Courant, Funkticnentheorie. 3. Aufl, 15 
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tion J(t) — a nicht in den Ecken A, B, A’, so kénnen die Integrale 
iiber (A), (B), (A’) fortgelassen werden, und (7) geht iiber in 


C 
aniN=f, 
i 
also in (5), woraus wie oben N = 1 folgt. N ist aber offenbar zugleich 
die Anzahl der Nullstellen von J (t) — a im Bereiche G. 
Es bleibt noch der Fall zu behandeln, dag J\(t) — a in den Ecken 
verschwindet. 
Fiir t =7 wird 


w1° gs intl : 1 ; 1 
(8) 140 py (my + mg 1)® = 2) (— mt + m,)® 


= Se 1 = 

bie (my, + mis” 
da die Zahlen m,, — m, dieselben Wertepaare wie m,, m, durchlaufen; 
also 


Hee Oe 21 


Fir t = @ ist 
4 i 1 {| l 1 
9 Wy se oe potas wD 
( ) 60 » (my + Mg vs Q pa (m, o? + m,)* 
et 1 , if 
Ses nip srneay ers Cay a ee ae 


da die Zahlen — m, + m,, — m, dieselben Wertepaare wie m,, m, durch- 
laufen; also 


82=0, J(e)=9. 


Fiir a = 1 verschwindet also J (t) — ain B, aber nicht inA und JA’. 
Folglich ist ftir a = 1 


Cc 
(10) QniN=f+f. 
Cc’ (B) 


I : 
Wegen q(- =) = J (t) ist aber, wenn (B’) den Bogen (B) zu einem 
Vollkreis K erganzt, 
(LU) fa log (J (t) — 1) = J avoe\r(— 2) — i} = 4 fdtog(7 (x) — 1), 
(B) (K) 
wo K in negativem Sane prathreres wird. 


Nach (1) verschwindet nun J (t) — 1 in t =7 von gerader Ordnung 
2» (v= 1). Nach (10) und (11) ist aber 


N=1— >», 
also, da N seiner Bedeutung nach => 0 ist, 
Ne OF, ee 
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In G” verschwindet daher J (t) — 1 nicht; diese Funktion hat also 
in G nur die eine (zweifache) Nullstelle + = 7. 

Auf dieselbe Art zeigt man, daB die Gleichung J(t) = 0 in G nur 
die eine (dreifache) Lésung t = 0 besitzt. 

Damuit ist Satz 3 bewiesen. 


§ 4. Auflésung der Gleichungen g, (w,, .) = ds, 
Js (1, Oe) = Ag. 
Es seien jetzt a, und a, gegebene Werte, fiir welche 
a3 — 27.4.7. 4 
von Null verschieden ist. 
Die Gleichungen 


(1) Ro (Wy, Wy) = 42, 83 (Wy, Wy) = Ag 


seien nach w, und wg, aufzulésen. 
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Ty Esisei a, — 0. Man setzee “== 0. Fir @,—@,0 ist dann 7 = 9; 
nach §3, (9) besteht also ftir jedes w, + 0 die Gleichung 
£2(@1, 010) = 0 = ag. 


Bestimmt man noch @, aus 


140 ’ 1 
Gr 
seeg? a3 3 (my + mg @)® 
so ist (1) mit w, = @,0 erfiillt. 
2s Seid. — OS PUL @, = @,? 1st. — 7 nach s 3, (8) 1st also. tur 
jedes wm, +0 die Gleichung 
83(@1, 011) =O =a, 
erfiillt. Die Lésung von (1) wird dann durch 
60 1 ion 
; eet Arango otek 
geliefert. 
3. Es sel ag + 0, a, + 0. 
Die Gleichungen (1) sind dann und nur dann erfillt, wenn die 
Gleichungen 


(2) 82 (M1, M2) 4 82? (Wy, @s) ets a8 
83 (@z, Me) as,’ 82° (My, Wa) — 27 gs? (Wz, @s) a 
bestehen. 
Betrachten wir nun @, und = — —rt als zu bestimmende Grdéfen, 


so schreiben sich die Caickeien (2 ) in der Form 


1 
140 5” ——_——__} 
oe ae + (m, + mM, 7)® ; Wie 
1 43 6g yu i 
yas 


(my + my 0)* 
15% 
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Nach § 3, Satz 3 hat die letzte Gleichung eine nicht reelle Losung tT; 
dann ergibt sich w, aus der ersten durch Wurzelziehen und ferner w, 
auS Wy = @4T. 

Damit ist die zu Beginn dieses Kapitels gestellte Frage in bejahen- 
dem Sinne beantwortet: 

Es ist stets méglich, die Perioden w,, W, so zu wihlen, dag die In- 
varianten £5, &, vorgeschriebene Werte dy, a3 besitzen, falls diese der Be- 
dingung a,® — 27 a,” = O geniigen. 


§ 5. Die Funktion ~?(r). 


Im 3. Kapitel, § 3, haben wir gesehen, daB die elliptische Funktion 
s(u) der Differentialgleichung 
(1) {s! (u)}? = (1 — s® (w)) (1 — 22s? (u)) 
geniigt; dabei war x? als Funktion von t definiert durch die Gleichung 
_ ot 4% 
er NN ree a 
Die GréBe x? ist von 0 und I verschieden, da die Werte e,, é, €; von- 
einander verschieden sind. Zu jedem t mit positivem Imaginarteil 
gehort also ein von 0 und 1 verschiedener Wert von x? und eine Funk- 
tion s(u). Wir fragen nun, ob umgekehrt zu jedem von O und 1 ver- 
schiedenen vorgeschriebenen x? die Differentialgleichung (1) durch eine 
elliptische Funktion s(w) befriedigt werden kann. Es ist also zu unter- 
suchen, ob ftir jedes von 0 und 1 verschiedene a die Gleichung 
(3) et) =a 
durch ein t mit positivem Imagindrteil gelést werden kann. 

Wir setzen 

a+] ' 
(4) e.= — g > a=eetl, @=e,+a4, also e+¢+¢,=90 
und mit Riicksicht auf Kap. 1, §7, (8) 
(5) 82 = — 4 (6, €, + Ces + 6361), 83 = 4 ey ln ey. 
Dann sind die Zahlen e,, é,, ¢; voneinander verschieden, und daher ist 
8s — 27 g5* fe 0: 

§4 lehrt nun, daB die Gleichungen (5), also auch (4), durch zwei 
Perioden @,, ws, befriedigt werden kénnen. Setzt man “3 =T und 
. . P 1 
tragt (4) in (2) ein, so erkennt man, daB dieses t der Gleichung (3) 

genugt. 
Zu jedem von 0 und 1 verschiedenen Werte von a gehért also eine ellip- 
tische Funktion s(u), die der Differentialgleichung 


{s’ (w)}? = (1 — s2(u))(1— as? (u)) 


(2) 20? 


Gentige leistet. 
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Elliptische Gebilde. 


§ 1. Das WeierstraBsche Gebilde. 


Sind « und y zwei komplexe Variable, die durch eine algebraische 
Gleichung mit konstanten Koeffizienten 


(1) G(x, y) =0 


verbunden sind, so nennen wir die Gesamtheit der Wertepaare, welche 
der Gleichung (1) gentigen, ein algebraisches Gebilde. Jedes Wertepaar 
(x, y) heiBt eine Stelle oder ein Punkt des Gebildes. Sind die Koeffi- 
zienten von G(x, y) reell und gibt es reelle Wertepaare (x, y), die zu 
dem Gebilde gehéren, so werden diese durch die Punkte der algebra- 
ischen Kurve G(x, y) = 0 dargestellt, wenn wir x, y als rechtwinklige 
Koordinaten in einer Ebene deuten. 
Wir wollen uns nun hier mit dem algebraischen Gebilde 


(2) 4? = dy x* + a, x8 + ayx* + asx + a, = G,(x) 


beschaftigen, wobei wir die Konstanten ap, ..., @, nur der einen Be- 
dingung unterwerfen, daB G,(x) = 0 lauter verschiedene Wurzeln hat. 

Damit ist insbesondere der Fall a, = 0, a, = 0 ausgeschlossen; 
sonst wiirde namlich die Doppelwurzel co vorliegen. Die rechte Seite 
von (2) ist also ein Polynom dritten oder vierten Grades. Das durch (2) 
dargestellte algebraische Gebilde nennen wir das elliptische Grundgebilde. 

In diesem Paragraphen betrachten wir den speziellen Fall, wo es 
sich um das Gebilde 


(3) y? = 443 — gox% — gs, 


das sogenannte WeierstraBsche Gebilde, handelt. Hierin bedeuten gy, und 
g3; beliebige Zahlen, die nur der Bedingung 


83 = 20 e570 
unterliegen. 
Wir haben im vorigen Kapitel bewiesen: Die GréBen w, und a, 
k6nnen so bestimmt werden, daB 


3 1 
ob > (Mm, @4 - My W)* ~ 82> 140 5 (my @, + My W)® — 83 


wird und 7 nicht reell ist. 


Bildet n nian mit diesen GréBen w,, w, die Funktion @ (u), so ist 
ga? (u ) = 49° (4) — o 0 (uv Vieeelen 
und folglich wird 
(4) %=O(u), y=" (u) 
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ein Punkt des Gebildes (3) sein. Vermége (4) entspricht jedem Punkt 
eines Periodenparallelogramms der Funktion ,9(w) ein Punkt des Ge- 
bildes, wenn die Stelle x = co, y = co zu dem Gebilde gerechnet wird. 
Ferner hat die Gleichung « = y(u) im Periodenparallelogramm genau 
zwei Losungen u, und w,; fiir diese ist 9’ (uy) = — §9’ (ug). Gehdrt also 
uy zu (x, y), so gehdrt uw, zu (x, — y); fiir y + 0 gehrt daher zu (%, y) 
genau ein Punkt des Periodenparallelogramms. Fir y = 0 aber ist 
Uy = Uy, so daB auch in diesem Falle der Stelle (x, y) des Gebildes genau 
ein Punkt #, des Parallelogramms entspricht. 

Durch die Gleichungen (4) sind also die Stellen des WeterstraBschen 
Gebildes und die Punkte eines Periodenparallelogramms der Funktion 
((u) eindeutig umkehrbar aufernander bezogen. 

Das Ergebnis dieses Paragraphen kénnen wir leicht auf den all- 
gemeinen Fall (2) ausdehnen. Das geschieht in den beiden folgenden 
Paragraphen. 


§ 2. Das Gebilde y?=G, (a). 


Es sei 
(1) y? = a X8 + ay + Ag% + dy = Gs (x) (a, + 9), 
und das Polynom G,(x) habe drei verschiedene Nullstellen. Wir setzen 
fae Leva 
ia, y=; 


dann geht (1) tiber in 
(2) ye D2 + (820 + ay) mete. 


Nun wahlen wir a und 6 derart, daB x,3 den Faktor 4 und x,? den 
Faktor 0 erhalt, also 


oT 
Te ? 
Hierdurch erhalt (2) die Form 
yi? = 4 x13 — g2%1 — Bs, 

wo sich die Koeffizienten g, und g, leicht durch a,, ..., a4, ausdriicken 
lassen. Die Diskriminante g,? — 27 g, ist dabei + 0; denn die Gleichung 
G3(x) =0, also auch die Gleichung 4 x,3 — g,x, — g; = 0 hat lauter 
einfache Wurzeln. Nach §1 wird daher das Gebilde (1) durch 


a 


C= 


4 a a’ (u 
8 = T(pM-B)=9m, y= M =o 
dargestellt, wo ((u) die zu den Invarianten gy, g, gehdrige y-Funktion 
bedeutet. p(w) ist also eine elliptische Funktion zweiten Grades mit dem 
Doppelpol u = 0. 
Die Gleichungen (3) ergeben jede Stelle des Gebildes (1) genau einmal, 
wenn u alle Lagen in einem Periodenparallelogramm annimmt. 
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§ 3. Das Gebilde y?=G, (x). 
SchlieBlich sei das Gebilde 


(1) Gh nd ee agate A3x% + ay = Gy (x) 


gegeben, wo G,(x) = 0 vier verschiedene Wurzeln hat. 
Wir setzen 


ae} age 

eae Wel y= — 4 
und finden 
(2) Vy2 = ay (1 + bx,)*+ a, x, (1 4- ¢%,)8 + a,x? (1 + 1x,)? 

+ 3% (1 + 1%) + ay x44 
= 6, %,3 + by %,? + bg x, + by, 

falls 7 eine Lésung der Gleichung G,(x) = 0 bedeutet. Da G,(x) lauter 
einfache Nullstellen hat, so gilt dasselbe fiir das Polynom (2); aus dem- 


selben Grunde ist 6, =G,'(/) +0. Nach dem Ergebnis des vorigen 
Paragraphen lat sich nun das Gebilde 


My? = 0, %43 + gx? + dg xy + dg 
darstellen durch 


b 4 9’ (u) 
4 (pms), ate. 
Das Gebilde (1) wird Ata dargestellt durch 
ey ee ee (a)! 


b, \2 

4 (9 (x) — 73) 4(9(w — 32) 
Das Ergebnis fassen wir noch einmal zusammen: 
Satz. Die Punkte des elliptischen Grundgebildes 


(3) y= ak 41 ae aX" | G30 + ay 
lassen sich darstellen in der Form 

= = OAC ae 
SENG ca (u) td’ 


: d — bc) 99’ 
Ns og « 9 aoe MASS Maris 


Die Funktion  (u) ist also eine elliptische Funktion zweiten Grades und hat 
die Polsumme Null. Ist die rechte Seite von (3) ein Polynom dritten Grades, 
also ay = 0, so ist y(u) eine ganze lineare Funktion von %(u). 
Durch die Substitution 
_ a4%,+6 _ (ad—be)y, 


C#,+a’ ene (¢ #, + da)? 
geht (3) tiber in das WeierstraBsche Gebilde 


Vy = 4 443 — g2%1 — Bs. 
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§ 4. Das Legendresche Gebilde. 


Das Gebilde 
(1) vy? = (1 — x*)(1 — ax?), 


wo a von 0 und 1 verschieden ist, wollen wir das Legendresche Gebilde 
nennen, weil es der Form der elliptischen Integrale zugrunde liegt, 
die LEGENDRE bei seinen klassischen Untersuchungen benutzte. Das- 
selbe fallt natiirlich unter die im vorigen Paragraphen behandelten 
Gebilde. Man kann aber auch ganz direkt zeigen, daB dieses Gebilde 
durch elliptische Funktionen dargestellt werden kann. 

Nach §5 des vorigen Kapitels 1aBt sich namlich die Gleichung 


902 (rar (a+0 und +1) 


stets durch ein t mit positivem Imaginarteil lésen. Die zu diesem t 
gehérige Funktion s(w) gentigt dann der Differentialgleichung 


{5" (u)}2 = (1 — s®(w)) (1 — as? (u)). 
Daher léBt sich das Gebtlde (1) darstellen durch 


% = s(4); Y= s(4). 


§ 5. Die Hauptform der Riemannschen Flache 
des Gebildes y?=G;, (x). 

Wir wollen im folgenden den inneren Zusammenhang der Stellen, 
aus denen sich das elliptische Grundgebilde zusammensetzt, genauer 
studieren. Hierzu dient die von RIEMANN herrtihrende Darstellung der 
mehrdeutigen Funktionen durch die nach ihm benannten Flachen, 
welche wir aber hier nur fiir den uns speziell interessierenden Fall in 


Betracht ziehen wollen. 

Eine Flache F heiBt Riemannsche Fliche des elliptischen Gebildes 
(1) yi = Ax A, Ale Ags A, = G, (x), 
wenn die Punkte der Flache eindeutig umkehrbar den Stellen des Gebildes 
zugeordnet sind, und zwar so, daB einer stetigen Lagendnderung des 
Punktes auf der Flache F eine stetige Anderung des zugehorigen Werte- 
paares (x,y) entspricht, solange x und y endlich bleiben. 

Aus dieser Definition folgt, wie sogleich noch naher ausgefiihrt 
werden soll, daB die Riemannsche Flache nicht eindeutig bestimmt, 
sondern in den mannigfaltigsten Arten herstellbar ist. 

Zunichst erhalten wir unmittelbar eine besonders einfache Gestalt 


der Riemannschen Flache des Gebildes (1), wenn wir die Darstellung 
des Gebildes in der Form 


(2) %=9(u), y= 9 (u) 
heranziehen. Dabei bedeutet (uw) gemaB § 3 eine elliptische Funktion 
zweiten Grades mit der Polsumme Null, 
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Die Punkte (x,y) des Gebildes sind durch die Gleichungen (2) 
eindeutig umkehrbar den Punkten des Periodenparallelogramms abcd 
zugeordnet. Von den Randpunkten des Parallelogramms sind dabei 
nur die Punkte auf den Seiten ab, ad zum Parallelogramm zu rechnen, 
exklusive der Punkte 6 und d. Nehmen wir aber die Randpunkte mit 
hinzu, so reprasentieren immer je zwei einander gegeniiberliegende 
Punkte, wie w und w’ oder v und »’, denselben Punkt des elliptischen 
Gebildes; insbesondere entsprechen die vier Ecken a, b,c, d alle vier 
einem und demselben Punkt des Gebildes (Abb. 55). Es wird dann also 
die Eindeutigkeit gestért, insofern gewisse Punkte des Gebildes zwei 


a Vv G 
e 
a Vv (2) 
Abb. 55. Abb. 56. Abb. 58. 


verschiedenen Punkten und ein Punkt des Gebildes sogar vier Punkten 
der Parallelogrammflache korrespondieren. 

Die Mehrdeutigkeit kénnen wir aber auf folgende Weise wieder be- 
seitigen. Wir denken uns das Parallelogramm aus einem vollkommen 
biegsamen und dehnbaren Material hergestellt. Wir bringen es zunachst 
durch geeignete Dehnung in die Form eines Rechtecks (Abb. 56). So- 
dann biegen wir die Rechtecksflache in die Gestalt eines Zylinders derart, 
daB die Seite bc auf die Seite ad fallt, wodurch sich je zwei Punkte uw, w’ 
in einen einzigen Punkt vereinigen (Abb. 57). Nunmehr biegen wir die 
Zylinderflache in einen Kreisring oder Torus, wobei nun auch je zwei 
entsprechende Punkte » und »’, sowie die vier Punkte a, b,c, d zur 
Deckung gelangen (Abb. 58). 

Auf die Punkte dieses Kreisringes sind nun die Stellen des elliptischen 
Gebildes eindeutig umkehrbar und stetig bezogen. 

Dabei ist noch zu bemerken, da8 wir zwei Stellen im Periodenparal- 
lelogramm, also auch auf dem Kreisringe haben, an welchen « = ©, 
y = OO wird, wenn a, von Null verschieden ist, im anderen Falle nur 
eine solche Stelle. 

Im ersteren Falle miissen wir also, um eine durchgangig eindeutig 
umkehrbare Beziehung zwischen den Stellen des elliptischen Gebildes 
und den Punkten des Kreisringes zu haben, das Wertepaar * = ©, 
¥y = co zweimal als Stelle des elliptischen Gebildes rechnen. 
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Den Kreisring wollen wir als die Hauptform der Riemannschen 
Fliche des elliptischen Grundgebildes (1) bezeichnen. 

Man beachte, daB den Parallelen zu dem einen Seitenpaar ab, cd 
des Periodenparallelogramms auf dem Kreisringe die Meridiankreise 
entsprechen, den Parallelen zu dem anderen Seitenpaar ad, bc die 
Breitenkreise. 


§ 6. Die zweiblattrige Form der Riemannschen Flache 
von y?=G, (x). 

Wir wenden uns nun zu der Form der Riemannschen Flache unseres 

Gebildes, welche die urspriinglich von RIEMANN angegebene und in 


der alteren Literatur fast ausschlieBlich verwendete ist. Folgende Be- 
merkungen schicken wir zweckmafBig voraus. 


Die Funktion 
oe a 


hat fiir jeden von a verschiedenen Wert von x zwei entgegengesetzt 
gleiche Werte; sie ist also eine zweideutige Funktion von x. 
Ist x9 ein von a verschiedener Wert, so kénnen wir 


y= Ve — a) + — %) = Yq — 4 (1+ coe 


Xg— a 


nach aufsteigenden Potenzen von x — x, entwickeln; die entstehende 
Potenzreihe wird den einen oder den anderen der beiden Werte von 
V x%—a ergeben, je nachdem wir fiir den Faktor V%—4@ den einen 

Lx, oder den anderen seiner beiden Werte wahlen. 
/ Man sieht also: 


/ In der Umgebung einer von a verschiedenen Stelle 
> Ag X» zerfallt der Wertevorrat von y = yx — a in zwei 
a . ° Pa : 
reser Systeme, von denen jedes durch eine gewdhnliche 
ee Potenzrethe in x — x9 darstellbar ist. 
Wenn wir x eine stetige Kurve x,...%, beschreiben lassen, die 
nicht durch den Punkt a geht, so kénnen wir jeder Lage von x auf 


der Kurve einen der beiden Werte von y = y x —a zuordnen. Ver- 
langen wir aber, daB y sich stetig andern soll, so ist y in jedem Punkte 
der Kurve %,... %2 offenbar véllig bestimmt, wenn wir fiir den Anfangs- 
punkt x, festgesetzt haben, welchen der beiden Werte von j x, — a 
hier y besitzen soll. Setzen wir 


%—a=oe'?, 


so ist der Winkel p lings der Kurve x,...x, eindeutig bestimmt, 
wenn wir ihn fiir den Anfangspunkt x, willkiirlich fixiert haben und 
langs der Kurve sich stetig andern lassen (Abb. 59). 
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Beachten wir, daB 


-P 
¥x—a= oe? 


ist, so erkennen wir sofort, indem wir x, mit x, zusammenfallen lassen: 

Beim Durchlaufen einer geschlossenen Kurve, die den Punkt a aus- 
schliepi, nimmt y = y x —a seinen urspriinglichen Wert wieder an; 
beom Durchlaufen einer einfachen geschlossenen Kurve, die den Punkt a 
einschlieBt, geht y = yx — a im seinen entgegengesetzten Wert — yx —a 
viber. 

Diese Satze lassen sich sofort auf eine Quadratwurzel aus einer 
beliebigen ganzen rationalen Funktion von x tibertragen. 

Insbesondere folgt fiir 


y = VAyxt + A,8 + Ax? + Agx + A, 


aoa) / Zz 
Sey! VAo 1% — 4 Vx — a x — ay Yx — ay, 
wo A, =+ 0 ist und die vier GréBen ay, a2, a3, dy voneinander verschieden 
sind, daB 
1. in der Umgebung einer von ay, ag, a3, a, verschiedenen Stelle x, der 


Wertevorrat von y in zwei Systeme zerfallt, von denen jedes durch eine 
gewohnliche Potenzrethe in x — x» darstellbar ist: 


ee) ee ey) 


2. beim Durchlaufen einer einfach geschlossenen Kurve y im seinen 
urspringlichen Wert oder in seinen entgegengesetzten Wert — y tiber- 
geht, je nachdem die Kurve eine gerade oder eine ungerade Anzahl der 
Punkte ay, ag, Az, A, ernschlieft. 

Die Punkte a4, ag, a3, a, heiBen die Verzweigungspunkte von y. Wir 
haben hier den Fall A, + 0 vorausgesetzt. Ist Ag = 0, A, + 0 und 
sind die drei Nullstellen a,, a,, a, des Polynoms at 
A, x8 + A,x? +.A,x + A, voneinander verschieden, so *“— 3 
bleiben vorstehende Satze giiltig, falls dann a, = oo Abb. 60. 
genommen wird. Wir denken uns nunmehr in die kom- 
plexe Zahlenebene oder Zahlenkugel vom Punkte a, zum Punkte a, 
einen Schnitt angebracht. Jeder Punkt J, der von dem Schnitte getroffen 
wird, erscheint nach Ausfiihrung des Schnittes einmal auf dem linken 
Rand des Schnittes, ein zweites Mal auf dem rechten Rand; wir unter- 
scheiden diese zwei Punkte, die denselben Wert 4 von x reprasentieren, 
durch die Bezeichnung 4°, 2~ voneinander (Abb. 60). 

In derselben Weise fiihren wir einen Schnitt vom Punkte a, zum 
Punkte a,, der jedoch so gewahlt wird, daB er den Schnitt a, ... a, 
nicht trifft. Die Punkte der beiden Schnittrander, welche denselben 
Wert uu von * reprdsentieren, seien wieder mit ut, uo bezeichnet. 
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Die mit den Schnitten a@, 4d , a3; a, versehene Ebene oder Kugel 
wollen wir mit E bezeichnen. Die Punkte auf den Randern der Schnitte 
bilden den Rand von E. 

Nunmehr fixieren wir irgend einen Punkt x, im Innern der Ebene E 
und ordnen diesem Punkte einen der beiden zugehérigen Werte von y 
zu. Diesen Wert von y wollen wir mit 7) bezeichnen. Gehen wir von % 
stetig nach x auf einem in E verlaufenden Wege C, so wird yo stetig 
in einen der beiden dem Werte x entsprechenden Werte von y tber- 
gehen. Dieser Wert von y ist nun unabhangig von dem gewahlten Wege. 
Denn ist C, ein anderer Weg, so bildet er mit C eine geschlossene Kurve, 
die notwendig eine gerade Anzahl der Punkte dj, ag, 43, a, einschlieBt 
(Abb. 61). Gehen wir also von % langs C nach x, so geht yp etwa stetig 
in y tiber; gehen wir weiter von % 


is < langs C, nach %», so geht y wieder 

ee stetig in den Wert yy zurtick. Durch- 
a; 2 laufen wir daher C, in umgekehrter 
LS %  Richtung von %) nach x,so wird y,in 

y tibergehen. Ordnen wir nun jedem 

Abb. 61. Punkte x der Ebene FE denjenigen 


Wert von y zu, der in der ange- 
gebenen Weise entsteht, so haben wir dadurch eine emdeutige Funktion 
in der Ebene E bestimmt. 

Man bemerkt sofort, daB den Randpunkten 4* und A~ (oder pt 
und u-) entgegengesetzte Werte von y entsprechen. 

Wir denken uns nun ein zweites Exemplar E’ der Ebene (oder 
Kugel) E genommen und dasselbe dicht iiber die Ebene £ parallel 
zu ihr gelegt, so daB zwei denselben Wert x reprdsentierende Punkte 
senkrecht tibereinander liegen. Wenn y der Wert ist, welcher dem Punkte 
x in der Ebene EF zugeordnet wurde, so soll dem Punkte x der Ebene 
E’ der Wert — y zugeordnet werden. Was die Punkte auf den Schnitt- 
randern betrifft, so ist folgendes klar. Dem Punkte A+ in der Ebene E 
ist derselbe Wert y zugeordnet wie dem Punkte A- in der Ebene E’, 
und umgekehrt dem Punkte A~ der Ebene E derselbe Wert y wie dem 
Punkte A+ in der Ebene E’. Entsprechendes gilt von den Randpunkten 
pe cond, uo. 

Heften wir nun den linken Rand jedes Schnittes in der Ebene E 
an den rechten Rand des entsprechenden Schnittes der Ebene E’ und 
umgekehrt, und zwar so, daB entsprechende Randpunkte aufeinander- 
fallen, so entsteht eine aus den beiden Ebenen E und E’ bestehende 
Flache, auf deren Punkte die Stellen (x, y) des elliptischen Grund- 
gebildes eindeutig umkehrbar bezogen sind. Wir nennen E und E’ die 
Blatter der Flache, die Linien a,a, und aga,4, bei deren Uberschreiten 
man aus einem Blatt in das andere gelangt, die Verzweigungs- oder 
Ubergangslinien. 
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Diese Fiche ist die gewéhnlich als Riemannsche Fliache des ellip- 
tischen Grundgebildes bezeichnete Fliche. Wir kénnen von ihr, wie man an 
den beistehenden Abbildungen leicht einsieht, durch stetige Deformation 
zur Hauptform tibergehen. Man denke sich namlich E und E’ als Kugeln, 
auf denen die Verzweigungslinien zu Kreisen erweitert sind (Abb. 62); 
dann ziehe man diese Kugeln zu Zylindern aus (Abb. 63), und schlieB- 
lich biege man die beiden Zylinder zu einer Ringflache zusammen, wobei 


man die einander zugeordneten Randteile von E’ und E& zur Deckung 
bringt (Abb. 64). Die Ufer der Schnitte a,a, und a,a, gehen dann auf 
der Ringflache in je einen Meridiankreis tiber. 


Sechstes Kapitel. 
Elliptische Integrale. 


§ 1. Definitionen. 


Es sei 
(1) 4? == dg Xt ax? 4 Ay, 0 f Ag% + 4, 


wo das Polynom auf der rechten Seite keine mehrfache Nullstelle be- 
sitzt. Die Funktion y ist also die Quadratwurzel aus einem Polynom 
dritten oder vierten Grades in %. 

In jedem Punkte der Riemannschen Flache F des Gebildes (1) 
hat sowohl x als auch y einen ganz bestimmten Wert; man sagt: Auf 
der Riemannschen Flache F sind x und y eindeutige Funktionen des 
Ortes. Ist R(x, y) irgend eine rationale Funktion von « und y, so wird 
auch sie in jedem Punkte der Flache F einen ganz bestimmten Wert 
besitzen, also eine eindeutige Funktion des Ortes auf F sein. 

Wir betrachten zwei Punkte #,, #, der Flache F und verbinden 
sie durch irgend eine Kurve L. Da langs dieser Kurve in jedem Punkte 
sowohl x als auch y einen ganz bestimmten Wert hat, so hat das durch 
die Kurve L erstreckte Integral 


(2) J =f[R (#9) dx = JR (x,y) da 
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jedenfalls dann einen ganz bestimmten Wert, wenn x und R(x, y) auf 
dem Integrationswege endlich bleiben. Aber auch wenn x oder R (x, y) 
auf der Kurve ~,...f, Unendlichkeitsstellen hat, kann das Integral 
einen endlichen Wert haben, es ist dann eben ein uneigentliches Integral}. 
’ Wir nennen das Integral (2) ein bestimmtes elliptisches Integral. 

Lassen wir in (2) den Endpunkt ~, der Kurve L variabel und fiigen 
noch eine willkirliche Konstante hinzu, so erhalten wir eine Funktion 
von * = %, d.h. der x-Koordinate von fg, 


J=JR (x,y) dx, 
welche der Differentialgleichung 
Dh he 
pe Oa) 


genigt. Wir nennen sie ein unbestimmtes elliptisches Integral. 


§ 2. Die unbestimmten elliptischen Integrale. 


Wir wollen in diesem Paragraphen beliebige unbestimmte elliptische 
Integrale durch gewisse spezielle unter thnen ausdriicken. 
Nach Kap. 5, §3 1aBt sich durch eine Substitution 
aE+b 
() ie ee ee aa 
die Gleichung 
Weld he Gy dg At Og 


(aa — be) 


in die Form 
(2) Wiis 4 Gale Bo Som Ge 
transformieren. Offenbar sind auch & und y rational durch x und y aus- 
driickbar. Nun ist 
ax 1 d 
de eee a f 
durch die Substitution (1) geht also das elliptische Integral 


z=JR (x,y) dx 


uber in 
(3) 2=JP(é, dé, 
wo P wieder eine rationale Funktion ist und zwischen & und y die 
Gleichung (2) besteht. Wir setzen 
E=( (uw), H = @9' (u); 


1 Man definiert bekanntlich ein uneigentliches Integral als Grenzwert eines 
eigentlichen, z. B. 
1 


h 
man F dx 
fe = tim [ ; 
jl—<« h>1 yl —+* 
0 0 


wobei # von links gegen 1 riickt. 
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dann geht (3) wber in 
z =| P(e (u), a’ (u)) ya" (uw) du —|F (u) du, 


wo F'(u) eine elliptische Funktion bedeutet. 


Nach Kap. 1, §12 1la8t sich nun aber die allgemeinste elliptische 
Funktion F (u) darstellen in der Form 


F(u) =C + S{AC (u — a) + Ay (u— a) + A, Q' (w—a)+--- 
a 
+ 4,0" (u — a)}; 
zwischen den Residuen A besteht dabei die Gleichung 


Also wird dA=0. 


2=fF (u)du=Cu+t S{AJC(w—a)dut A, fo (u—a)du 
eA Oe a) AL 2) (a) SC 


oder, da 

: C= oS es pee) a 
ist, 

A Se Mine ne ne, 
(4) + 3(4@ (w—a) +-+--+.4,@-* (uw —a)). 


Die letzte Summe ist als elliptische Funktion rational durch ¢& (w) 
und g’(u), d.h. durch x und y ausdruckbar. 

Wir bringen die rechte Seite von (4) noch auf eine andere Gestalt, 
um das Integral z durch méglichst wenige Terme transzendenter Natur 
auszudriicken. Zundichst bemerken wir, da8 


C (uw — a) —¢ (u) 


die Perioden w, und @, besitzt, also eine elliptische Funktion ist. Wir 
ersetzen deshalb 


SA,C(u—a) durch €(u) YA,+ SA, {E(u —a) —€(w)}. 
Sodann wollen wir 
DSA logo (u — a) = S/A loga (u — a) — loga (u) SA 


ersetzen durch 
o (a — u) 


a” (a) 
BA {108 Fh acu 
Der Unterschied zwischen beiden Summen ist offenbar eine ganze 
lineare Funktion von u. Wir bemerken noch, da8 in der vorstehenden 
Summe gegebenenfalls das a = 0 entsprechende Glied zu unterdrtcken 
ist. Die Gleichung (4) laBt sich nunmehr so schreiben: 


zc eyutegt(u) + SA flog SO + TIO ul + Ry (ole). (4), 


wo R, eine rationale Funktion bedeutet. 
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Es setzt sich also das allgemeinste elliptische Integral linear zu- 
sammen aus Gliedern der Form 


o(a—u) , 0% (a) 


51M), 18 ciate + ate) ™ 


und einer rationalen Funktion von x = g(u), y = —’ (w). | 
Diese einzelnen Glieder sind selbst elliptische Integrale. Zunachst 


ist namlich 
d 
AY 


dieses Integral fe heiBt elliptisches Normalintegral erster Gattung. 


Ferner ist 


un) ——Jowau=—[ 2%; 


dieses Integral (ae heiBt elliptisches Normalintegral zweiter Gattung. 


Um auch 


log = 
als elliptisches Integral darzustellen, benutzen wir die Gleichung 


pment) FO) — £0) 


die wir in §12 des 1. Kapitels ableiteten. Wir setzen in ihr v = —a 
und integrieren dann nach u; auf diese Weise kommt 


[Pet EO tum fou —aldu— Seq dut fe aan 


= logo (a — u) — loga (u) + ¢ (a) u — loga (a) 


bei geeigneter Verfiigung tber die Integrationskonstante. Setzen wir 
noch 


g(u=x, O(UW=y, E(@=%, —' (a=, 
so kommt 


log 


o (a — u) o’ (a) ly+ty dx 
cove cae ee ee 
dieses Integral heiBt elliptisches Normalintegral dritter Gattung. Es hangt 
von einer willkiirlich bleibenden Stelle x) = (9(a), yop =o'(a) des 
WeierstraBschen Gebildes ab. 

Das hauptsachlichste Ergebnis unserer Untersuchung fassen wir in 
folgendem Satze zusammen: 


Wenn y defimert ist durch die Gleichung 
eT Seat te 43% 
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so laBt sich das allgemeinste Integral der Form 


z= | Rex,y)ax 


darstellen als eine lineare Funktion von Integralen der Gestalt 


\2 es le Y+Yy ax 

ye ay 2 4—% yy’ 

vermehrt um eine rationale Funktion von x und y. Es ist also 
PRiay)de— Rt) +o | A 42, [*% 4 ya (Letmede 
wo in der Summe auf der rechten Seite von Glied zu Glied die Konstanten 
A, %, Vo wechseln und R, eine rationale Funktion bedeutet. 


§ 3. Die bestimmten elliptischen Integrale. 


Wir wollen in diesem Paragraphen untersuchen, in welcher Weise der 
Wert eines elliptischen Integrales 


Po 
J R(«,y) dx 
Pi 


von dem p, mit p, verbindenden Integrationswege abhinet. 
Nach §2 diirfen wir uns dabei auf die Betrachtung der Normal- 
integrale 
Do 


De Po 

ax 89 GL os ly+y¥v, @* 

n=l, n=l, nafEete® pease —ee—ey 
Pi Pi 


Ds 

beschranken. 
Die Hauptform der Riemannschen Flache denken wir uns durch 

Zusammenbiegung aus dem Perioden- 

parallelogramm entstanden. Bezeich- B 

rain. “Wiebe sane Alan Ale, fein, Je abies 

Seiten des Parallelogramms, so finden A™ 

wir sie auf der Riemannschen Fliche 7 

in der Weise wieder, daB At+ mit A~ 

in der Linie A und B+ mit B- in der 

Linie B zur Deckung gelangt ist Abb. 65. 

(Abb. 65). Die Gesamtheit der nicht 

auf A und B liegenden Punkte der Riemannschen Flache nennen wir 

T. Die aus At entstandene Seite der Linie A nennen wir die positive, 

die aus A~ entstandene die negative. Einen Punkt # von A nennen wir 

pt oder p-, je nachdem wir ihn uns durch Hineinriicken eines Punktes 

von T auf die positive oder die negative Seite von A entstanden denken. 

Dieselben Festsetzungen moégen fiir B gelten. 


Hurwitz-Courant, Funktionentheorie, 3, Aufl. 16 
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Jedem Punkte # von T entspricht ein bestimmter Punkt u = u(p) 
des Periodenparallelogramms. Dann ist langs A 


u(p) —u(p*) = oy 
u(p) —u(p*) = w,. 


Liegt eine Kurve #, . . . 2 ganz in T, so entspricht ihr eine im Inneren 
des Periodenparallelogramms liegende Kurve 1. . . Ug, 
ee Unhes Ist 
a Do U2 
He d 
est = {i =fau—ay — u (py). 
Abb. 66. ke - " i 
Uberschreitet dagegen p, ... p, die Linie A, und zwar 
von der negativen zur positiven Seite, so ist (Abb. 66) 


und langs B 


Pe Dp Pe 
nafaft fae) —4) +0) — 0%) 
Pi Pi pt 
= u (pe) — u(p,) + @; 


iiberschreitet aber f, .. . p, die Linie A von der positiven zur negativen 
Seite, so ist 

J = % (by) — u (p,) — ay. 
Ebenso gilt natiirlich, wenn der Weg #, .. . #2 die Linie B einmal tiber- 
schreitet, 


J, = (by) — 4 (Dy) + @., 


wo das positive oder negative Vorzeichen steht, je nachdem B von der 
negativen zur positiven oder von der positiven zur negativen Seite 
tiberschritten wird. 

Fuhrt nun der Integrationsweg ganz beliebig von , nach fy, so 


zerlegen wir ihn durch Zwischenpunkte p™, p™, ..., p™, die keiner 
der Linien A, B angehéren, in die Wege p,...p, pY... 6, ..., 
p” ... py, so daB jeder dieser Wege héchstens einen Punkt mit einer 
der Linien A, B gemein hat. Dann ist 
Po pi) (2) Po 
Ie “ —[+f4e-4f=ne@y — U (py) + my @, + my We, 
Di Di p(t) p (k) 


wo m, angibt, wieviel haiufiger der Integrationsweg die Linie A von der 
negativen zur positiven Seite als in uwmgekehrter Richtung durchkreuct, 
und mz dieselbe Bedeutung fiir B besitzt. 

Insbesondere folgt also 


ax 
{ yn hy Oy TP My Ws , 
o 
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wenn C eine geschlossene Kurve ist, die mit keiner der Linien A, B 
zusammenfallt. 


Der Wert des durch eine geschlossene Kurve erstreckten elliptischen 
Integrals erster Gattung ist also gleich einer Periode. 


Lat sich eine solche geschlossene Kurve stetig auf einen Punkt 
zusammenziehen, so ist nach dem Satze von Caucuy offenbar 
ax 


“<" =0. 
y 


Die eigentlichen Perioden kommen also dadurch zustande, daB es auf 
dem Kreisring geschlossene Linien gibt, die sich nicht stetig auf einen 
Punkt zusammenziehen lassen. 


Wir betrachten jetzt das bestimmte Normalintegral zweiter Gattung 


Liegt die Integrationskurve ganz in T, so ist 


U (D2) 


To =f Qo (w) du = —€(u (py) + € (u (by) - 


U (D1) 
Langs A ist nun u(p-) — u(pt) = wy, also 
C(u(p ))—C(u(o")) =m, 
und entsprechend langs b 
C(u(p )) —¢(w(b")) = ne. 
Daraus folgt fiir den Fall einer beliebigen Kurve p,... pb 


Po 


I= |oe = C (u(p,)) — ¢ (# (ps)) — my my — Me Ne, 


y 
Pi 


wo m, und mz die oben beim Integral erster Gattung erklérte Bedeutung 
haben. Man nennt 7, und 7 auch die Perioden des Integrals z2weiter 
Gattung, da sie dieselbe Rolle spielen wie w, und @, beim Integral 
erster Gattung. 


Endlich untersuchen wir das Normalintegral dritter Gattung 


Es sei %) = (9 (a). Ohne Beschrankung der Allgemeinheit diirfen wir 
annehmen, daB die Punkte wu =0 und u=a-=+0 im Inneren des 
Periodenparallelogramms liegen. Wir verbinden sie durch eine Kurve. 

16* 
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Dieser entspricht auf dem Kreisring eine Linie C, auf welcher wir 
wieder eine positive und eine negative Seite unterscheiden (Abb. 67). 

p, und f, seien von u = 0 und wu =a verschieden. Vermeidet der 
Weg #, ... pp alle drei Kurven A, B, C, so ist 


ane) U (Do) 
To={ (Cu —a) Ce) +5 (@)}du = [tog 229 +o (@)u] |, 
U (D1) 


und hier hat die rechts stehende Differenz einen ganz bestimmten Wert, 
da in dem von u = 0 nach u = a aufgeschnittenen Periodenparallelo- 
gramm der rechts auftretende Logarithmus eindeutig ist. 

Jetzt mége der Weg #,... #2, die Kurve C genau 
einmal kreuzen, dagegen A und B nicht treffen. 
Zunachst seien p, = pt, p, = p~ ein und derselbe 
Punkt auf C, und zwar auf der positiven bzw. nega- 
tiven Seite. Der Weg f+... ~ umschlieBt einen 
der beiden Pole 0 und a des Integranden 


G (uw —a) —¢(u) +6 (a). 
Diese Pole sind nach Kap. 1, §11 von der ersten 
Ordnung und haben das Residuum — 1 bzw. + 1. Folglich ist fir 
diesen Fall bei geeigneter Fixierung der positiven Seite von C 
Dasselbe gilt dann natiirlich fiir jeden geschlossenen Integrationsweg, 
der die Kurve C genau einmal schneidet. 

Dieselbe Betrachtung stellen wir fiir die Linien A und B an. In- 
tegrieren wir zunachst von einem Punkte #+ von A bis zum zugehdérigen 
Punkt #- von A, ohne dabei A, B oder C zu treffen, so ist 

et etael 


Ia= [log 2 (p*) 
ferner ist 4(p-) — u(pt) = wm, und nach Kap. 1, §13 


pe) (ut), 


Abb. 67. 


(a — u (p-) 


o ( 


o (4+ o@,) = — 
o (4 — w,) = —e 


o (a — u-+ ay) 
5 (u — @) 6 (a) 


1 
— em( a—Uty cca 


m1 (u—4 @y o ( \o (a) 
) 


+6 (a) u — (a) o, = log &: aa ene 
daher mit Riicksicht auf die Vieldeutigkeit des Logarithmus 
Js = — ay, +€ (a) @, + 1-221 =Q,; 


m, ist hierbei eine ganze Zahl, die wir nicht naher bestimmen wollen. 
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Integrieren wir von einem Punkte #+ von B zuriick nach p-, ohne 
A, B oder C zu treffen, so ergibt sich ebenso 


Js = — 4% +¢ (a) @, + M+ 2m = Dy. 

Die Konstanten Q, und Q, spielen fiir das bestimmte Normal- 
integral dritter Gattung dieselbe Rolle wie die Werte @,, w2 bzw. 71, 1» 
fiir die Integrale erster bzw. zweiter Gattung; sie heiBen daher auch 
Perioden. 

Ist nun schlieBlich ein ganz beliebiger Integrationsweg von #, nach 
fi, vorgeschrieben, der nur die Punkte « =0 und u =a vermeidet 
und nicht ganzlich zu A oder ganzlich zu B gehort, so verbinden wir f, 
mit #, durch eine Hilfslinie, die A, B und C nicht kreuzt, und nennen 
den Wert des durch sie erstreckten Integrales J. Diesen Wert hatten 
wir an erster Stelle ermittelt. 


Dann ist 
Po 
1 ax 
pale =J,+m-2ni+m,2,+m,2 
P1 


mit ganzzahligen m, m,, mz. Hierbei haben m, und m, die frithere Be- 
deutung, und m gibt an, um wieviel haufiger der Integrationsweg 
py... pg die Linie C von der negativen zur positiven Seite tiberschreitet 
als in umgekehrter Richtung; die Bedeutungen von m, m,, my. sind 
also ganz analog. Der Beweis ergibt sich wie frither durch Zerlegung 
des Integrationsweges in solche Stticke, die héchstens einmal eine der 
Kurven A, B,C schneiden. 


Siebentes Kapitel. 


Die Transformation der elliptischen 
Funktionen. 


$1. Lineare Transformation der WeierstraBschen 
Funktionen. 
Wenn _ 
(1) @,=a40,+ fa, @O,=y0,+ 00, 


gesetzt wird, wo «, B, y, 6 ganze Zahlen der Determinante £0 — By 1 
bezeichnen, so sagt man, (@,, @,) gehe aus (@., w,) durch lineare Tvans- 
formation hervor. Wir beschaftigen uns hier zunachst mit der Frage, 
wie sich die WeterstraBschen Funktionen bei linearer Transformation 
der Perioden verhalten. Es war 


o (u/@,, Ws) haar {(1— Ze wt ale) (Ww = m, @, + Mz Ws). 
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Wenn wir @ , @, durch @,, @, ersetzen, so andert sich die Gesamt- 
heit der Perioden w gar nicht, und die Periode 0 geht in sich tiber. 


Also ist @ (14/6, , Wy) =o (ular, , 2). 


Ebenso erkennt man die Richtigkeit der Gleichungen 
C (ula, @) = ¢ (u/w,, ws), y? (u]o,, @,) = y? (ula, , Wo). 
Die Funktionen o(u), €(u), 99 (u) sind also bet linearer Transformation 
der Perioden invariant}. 


Aus demselben Grunde sind auch gp, g3, A = g.2 — 27 g,” invariant. 
Wie verhalten sich die Gré8en 


m= 20(B| os, 2), ta =26($2| on, 2) ? 


Bezeichnen wir mit 7%], 7, die Werte, in welche 7,, 2 tibergehen, 
falls w,, @, durch @,, @, ersetzt werden, so ist 


eee (age ee stay ce) 20 eee a 
my = Be (2Oee Oe @y, By) = 25 (PFO | oy, wy). 


2 
Nun folgt aus 
C(U + &@, + BO,/@,, 2) = C (u/m,, Ws) + «aN, + Bry 


= Benth die Gleichung 7}, = «72 + fBn,, und entsprechend 


fir “= 


Ny = yo + On. Es erfahren also n,n. dieselbe Transformation wie 


Wy, Wo. 
Die GroBen 
(a) @ + (60) @ 
cep(ilert) ope tebe) ahaa 


erfahren offenbar bei linearer Transformation der Perioden eine Ver- 
tauschung. 


§ 2. Lineare Transformation der 3-Funktionen. 
Aus Kap. 2, §6, (2) und §9, (8) folgt 


es = m1 

@, 8 eae a u a) 
(1) roca = / = VA e o (u) (v mah = : 
Bilden wir dieselbe Gleichung statt fiir die Perioden @,, wy fiir die Perioden 
1, ®g, die mit w, w, durch die Gleichungen (1) des vorigen Paragraphen 
verbunden sind, so folgt 


5 — Uu a Oy Uv 
(2) (Olt) = VVae 2a" (u) Ope ak ee 
1 Qn 0, arp 


ee on yt + é 
1 Vgl. Kap. 1, § 15. 


§ 2. Lineare Transformation der #-Funktionen. IAT 


Dividieren wir (2) durch (1), so folgt, weil A = A ist, 
v at+f at. (fe - JA) w 
nls +0 | yt 3) mi) a ~ 


wo é€ eine 8-te Einheitswurzel bezeichnet. Nun ist 


> 


Mm M1 _ (YO, + 9a) — (yng + On) o, — ¥ (1 ©, — 120) a v2 
Wy, Oy Wy @, Wy, Oy Wy, Oy; X 
uU=W,?, 


so da8 wir folgende Formel fiir die lineare Transformation von #, er- 
halten: 


(3) oN 


yt+o 


dyn BEE IE 
cette lyt toe O, (v/t). 


Auf die Bestimmung der 8-ten Einheitswurzel ¢ beziehen sich mehrere 
Arbeiten. Die griindlichste Untersuchung hieriiber hat DEDEKIND in 


einer Erlauterung zu einer nachgelassenen Arbeit Riemanns ausgefiihrt. 
Dividieren wir (3) durch #,(v/t) und setzen dann v = 0, so kommt 


, at + B 
eVyt+o6 = , ee ERD 
yt t6 BY’ (Ofz) 
Nun war (Kap. 2, §10, (5)) 
1 © 
O' (0/t) =2ah* IT (1 — he)3 (h = etn). 


n=1 
daher entsteht 
lo 
h’* TT (1 — h’2%)8 _ att 


SS 1 n=1 . p ware 
4) e i; 0 pees ), 
( ) Vy yt+o 4 Pr (1 — h2")8 


h 


n=1 


Wir heben noch die speziellen Falle der Transformationen 


Calsoun JG) —b 2) 
hervor, aus welchen sich, wie man leicht beweisen kann, durch Zu- 


sammensetzung die allgemeinste lineare Transformation ableiten laBt. 
Diesen speziellen Transformationen entsprechen die Gleichungen 


(5) DO, (v/t +1) =e, 9, (2/t), 
(6) ({|=t)=« Vre* 9, (v/2). 


Im alle (5) ist nach (4), weil kh’ =e*Ct0— ¢'*h, also 
4 


1 ree dee 
ire 6 mene ist 
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Im Falle (6) hat man nach (4), wenn unter ¢,’ eine achte Einheits- 
wurzel verstanden wird, 


ue 
= Ww! TT (1 — W298 


Oe 3 
Eo jc = Eo, Vz ae aa: (, pe IH t= ry, 


i) T 


Fir t=i wird h=h’. Wahlt man daher fir (2 in der oberen 
t-Halbebene diejenige Bestimmung der Quadratwurzel, die sich fir 
t =i auf +1 reduziert, so kommt oy ee a 

Man findet daher definitiv 

in 


1) hole +1 =e he), O(2/—t)=7/ te" v0). 


Von der Funktion ?, kénnen wir zu den drei anderen #-Funktionen 
durch die Gleichungen (Kap. 2, § 8) 


“nt x 
—tnv 


8, (v + s/t) =93 (0/0), AC Bo (v/t), 


UT Z 
il a Se 
Blots tyit)—e * dy (ofr) 
ubergehen. So finden wir aus (7) 
ta in 


het d= aon, a(2/-4)=]5 
8) ) a /e+1 = 9 (v/2), 6,(27-4)=/2 


B (w/t +1) = 84 (2/2), By (2 ] — | 


Fir v = 0 ist also insbesondere nach (8) 


Stems =~ Su 


n= — co n=—©o 


_ tan? 


Diese Formel tritt in vielen Anwendungen auf. 


Ist 
t=7rtis, 

so wird 
1 —l —rtis 
ae yr+is v2 1 52 

und also 

UE 8 
[2 | =| et? |e XS La Ae: 72 +82 


§ 3. Transformation zweiter Ordnung. YAY 


Es wird daher | h’ | < |f| sein, wenn 7? + s?< 1, dii. ieeheeebuist, in 
diesem Falle konvergieren daher die Reihen #, (= — =) besser als 
die Reihen #, (v/t), und unsere Transformationsformeln werden dann 


zweckmapig zu numerischen Rechnungen benutzt. Allgemein gestattet 


(Kap. 4, § 1) die Formel (3), den Wert von 7 zu ersetzen durch den aqui- 


at+ 6 2 1 1 
valenten Wert pe Oe: =r -+ 1s, wo (vgl. Kap. 4, § 1) tes eg eu 


vy +. 52 => ] ist. Das Minimum von s, also der fiir die Giite der Kon- 


vergenz ungtnstigste Wert von s, ist dann 5/3 und daher 
RR 
|w{sSe * —0,06583.... 


Die mit diesem h’ gebildeten @-Reihen sind auBerordentlich gut kon 
vergent. 


§ 3. Transformation zweiter Ordnung. 
Wenn 


ist, wo a,b,c,d ganze Zahlen der Determinante ad —bc=n>0 
bezeichnen, so sagen wir, (@5, @,) gehe durch Transformation n-ter Ord- 
NUNE AUS (Wo, W,) hervor. 

Transformation erster Ordnung ist also gleichbedeutend mit linearer 
Transformation. 

Wir wollen nur den einfachsten Fall = 2 betrachten. Wir be- 
weisen zunachst: 

Es gibt ein zu (@,, @,) dquivalentes Paar (Qz, Q;) und ein zu (a, 4) 
dquivalentes Paar (Q,, 2,), so daB 


Oe ee eae 
1st. 
Zum Beweise unterscheiden wir zwei Falle. Da ad — bc = 2 ist, 
so kénnen c und d nur 1 oder 2 zum gemeinsamen Teiler haben. Ist 
nun ervstens 2 Teiler von c und d, so kann man setzen 


Wy =A, +6 0,= 22, 


A o,) = 20: 


oe Cc 
oO, =2 ( 9g M2 
Ist zweitens 1 der gréBte gemeinsame Teiler von c und d, so sei 
ad—pco—1] 


1 Sind c und d zwei teilerfremde ganze Zahlen, so 1a8t sich nach den einfach- 
sten Satzen der Zahlentheorie die Gleichung 


ad— Ppo=]l 


stets in ganzen Zahlen «, B losen. 
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mit ganzzahligen Werten von « und f; hieraus folgt 


a— 2 C 
(4—20)d— (02 pye— 0, i op a: 


a=2a+tc, b=28-+id, 
wo ¢#, da der Bruch 4 sich nicht mehr kiirzen laBt, eine ganze Zahl ist. 
Man hat dann 
@, = (2a+ic)a,+ (2B +td)o,, wo —co,+da,, 


also _ 
@, —t@, =2(«w,+ Ba), @, =Cw,+4da,. 
Setzen wir 
OF o,, 2, = — a,+7a,, 
2, =cow,+4a,, 2, = — («w, + Ba,), 
so folgt 


Q, = Q,, OQ 4 22 


Damit ist unser Satz bewiesen. 
Wollen wir nun untersuchen, in welchem Zusammenhange 


(a (uj@,, @) und 9 (u/w,, @,) 
stehen, so beriicksichtigen wir, daB 
(9 (u/@,, @2) =~ (u/Q,, 2,) und ¢ (u/@,, a) =e (u/Q,, Q,) 
ist. Bezeichnen wir Oe, Q, jetzt neuerdings mit 2 w, 2 w’, so ist 
a 2w +20)" 27 @,.0 12,20, 


und wir haben also nur noch die Aufgabe, fest- 
zustellen, in welchem Zusammenhange die Funk- 


tionen 
joes, 2o) 9 = (u/2w,2o') und 9=¢ (u/w, 2’) 
Abb. 68. miteinander stehen. 


Das Periodenparallelogramm von @ setzt sich 
aus zwei Periodenparallelogrammen von ¥ zusammen (Abb. 68). Wir 
k6nnen ¢ als elliptische Funktion vierten Grades mit den Perioden 
2q@, 2a’ ansehen, die an den Stellen w = 0 und u = w von der zweiten 
Ordnung unendlich wird. Bezeichnen wir die zu @ gehérenden GréBen 
mit tiberstrichenen Buchstaben, so wird 


9 —e (€=—(w'lw, 20’) 
an denselben Stellen unendlich wie (7 und zweifach Null fiir 
“u=o', Ut=ow' +o. 
Dieselben Null- und Unendlichkeitsstellen wie (9 — eg besitzt die Funktion 
(9 (u) — es) ((9 (4 + w) — es). 


§ 4. Zusammenhang zwischen WeierstraB’ und Jacobis Funktionen. 25] 


Also ist mit konstantem M 


(9 (u) — és = M(¢ (u) — es) (9 (u + w) — é). 
Die Konstante M ergibt sich durch Entwicklung an der Stelle u = 0, 
und zwar gleich 


1 
, so daB also 
Cy 


(9 (ulw, 20’) — — (w/w, 20’) 
(—(u/ 2,20’) — —(w'/2a,20')) ((a(u + w/20,20’) — 9(w'/2@,20’)) 


1 
i | Be ED 
folgt. Da (wu + w) — e, an der Stelle w = w von zweiter Ordnung un- 
endlich, bei w=0 aber von zweiter Ordnung 0 wird und een das- 
selbe Verhalten zeigt, so ist, wie das Einsetzen des Wertes u = w’ lehrt, 


((u + w) —e,= (fa a (6s — 4) , und durch (1) ist (9 rational durch 


(u) — & 
(9 dargestellt. Aus der Gleichung (1), die wir kiirzer folgendermaBen 
schreiben: 
Q) pH) —%——_ EW —4) Put) — 4) 


entsteht durch Vertauschung von w mit ’ 


PH) —% = —— EH) — 4) (9 H+!) — 4), 


wo — (uv) = (9 (u/2, w'), és = —(w/2m, w’) gesetzt ist. 


§ 4. Zusammenhang zwischen den WeierstraBschen und 
den Jacobischen elliptischen Funktionen. 

Fur das Folgende ist es notwendig, nochmals auf den Zusammen- 

hang zwischen den Jacobischen und WeierstraBschen Funktionen 


zuriickzukommen. 

Bezeichnen @, =2@,@,=2q' die Perioden, mit denen @(u) 
gebildet ist, und s(u), c(u), A(u) die mit Boe = gebildeten 
elliptischen Funktionen Jacobis, so kénnen wir diese folgendermafen 
durch 9 (w) ausdriicken. Es ist (Kap. 2, §9, (6) und Kap. 3, §1, (11)) 


(1) | ey Os = iC a Cy = Cn, 
Wek oR Soe —f, 


Hieraus folgt nach Kap.3, §2, dab s?(u Ve, — és), c2(u Ver — és), 
A? (uyey —e,) dieselben Perioden 2, 2 w’ wie (uw) haben. Die Funk- 
tion s?(u Ver —e3) hat aber ferner den Doppelpol u =’, die Doppel- 
nullstelle « = 0 und den Wert 1 fiir w=. Daraus folgt 


ga (u + w') — es =Cs*(u V €; — €3) = (€, — @) 8? (uw Wice 2.) 


(55) == E (J) = (es 
2 3 , i 2 
7 Se ey 14 a = = eC 
4 — @3 €4 — &g 
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Entsprechende Uberlegungen gelten fiir c? und A?, so daB folgende 
Gleichungen bestehen: 


Qo (u + ow") — & = (5 — &) A*(u Ve — es), 
(a (w+ @') — 2 = (3 — és) o8 (u Ve — és); 


ga (u + w') — &s = (€, — eg) s*(u Vices) 


Vermehrt man u um @, w’, w +’ und benutzt die Tabelle I in 
Kap. 3, § 2, so erhalt man ein weiteres System von Gleichungen, welches 
wir mit dem soeben gewonnenen in folgender Tabelle ibersichtlich 
zusammenstellen : 


Das gemeinsame Argument der hier auftretenden Funktionen s, c, 4 
ist tf e; aes. 


§ 5. Die Landensche Transformation. 


Benutzen wir die Tabelle des vorigen Paragraphen und nehmen 
der Deutlichkeit halber das Periodenverhialtnis t mit in die Bezeichnung 
der Funktionen s,c, 4 auf, so folgt aus (2) in §3 


( — 4) —+___ = —_+__¢, — 4) S¢14— 4h) 
s? (u Ye, — 5/2 7) s? (uw) ey — e3/t) c3 (wy) ey — és/t) 
und hieraus 
es (uft) ¢ (w/t) yy lee. 
e Stmufae) mer (mam VEE). 


Nach Formel (1) des vorigen Paragraphen ist, wenn K, K’ die zu 
s(u/2t) gehérenden Werte von K, K’ bezeichnen, 


2K=wye,—e—Km, 21K’ =20' Ve, —¢,=2iK'm 
also 
K=m ay Kae Re 
Die Werte von m und %, dem Modul von s(u/27), lassen sich durch x, 
den Modul von s(u/t), ausdriicken. Wir setzen zu dem Zwecke in (1) 


u=z, also mu = K. Im weiteren Verlauf dieses ‘Paragraphen soll 
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nun bei den Jacobischen Funktionen das Periodenverhiltnis, wenn es 
den Wert t hat, immer weggelassen werden. Dann kommt 


F AOS) 


Aus den Gleichungen s (uv + K) = Eee , Aut K) =x’ 


1 
A (u) Aw vou 
: pe 
Kap. 3, § 2 folgen fiir u — — =r, die Gleichungen s (=) — 


Ake (=) =x’ und demnach wegen (2) 


merge) ce 


“2 


Es wird also 
os 2 ees Th Ae po 
PARC) eee a tp 


Substituiert man u + 7K’ fir w in (1), so folgt nach Kap. 3, §2 


1 1 oe ae) _ #5 (uv) c (u) 
x S(mul2t)  —#®_-s (u) c (uv) oder: s (m 2 7) mn A (wu) 
Daher gilt nach (1) 
me seh ee 1— x’? 1 — x’ 
Fy we ea Ok ee, (l+’)2 — 1+x’° 


Wir haben also definitiv, wenn wir die zum Modul x gehdrenden 
Funktionen mit s(u, x), c(u, x), A(u, x) bezeichnen, 


(S\e os ((1 + x!) 4, : =) == (1 a 5) s ele wet) (Ae ely 


Dies ist die sogenannte Landensche Transformation. Sie wird 
meistens in einer anderen Form dargestellt, zu der wir jetzt tibergehen 
wollen. 

Setzen wir 


S(y x) == Xn s((1+ 2’) u, x) =y, 
so wird geméB (3) nach Kap. 3, §1, (8) 


(4) eG: ) eee 
und nach Kap. 3, $3, (4) 
dx 


—_____"_____ = dy, —— -. 
ya — 4) (1 — x? w?) Y (1 — y?) (1 — x? y?) 
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Vermoége der Substitution (4) gewinnen wir daher 


dy ; ax 
- — ey pee 
°) <= ae et) re “) | J = 2%) (Ll — #4) 


Der Modul x heiBt zugleich Modul des elliptischen Integrals 


ax 

J Wer) Uae) 
Sind nun x und x’ veelle zwischen 0 und 1 gelegene Zahlen, so wird 
1— x’ 1— x? x“ 
PLE aaa CL ioe JA 
und die Gleichung (5) fiihrt also die Berechnung eines elliptischen In- 
tegrals mut dem Modul x auf die eines elliptischen Integrals mit einem 
kleineren Modul x zuriick. Durch wiederholte Anwendung der Landen- 
schen Transformation kann man den Modul immer mehr und mehr 
verkleinern. Ist der Modul x so klein geworden, daB er vernachlassigt 
dy 
PL? 48 
ersetzbar, so daB also die mehrfach wiederholte Landensche Trans- 
formation zur numerischen Berechnung der elliptischen Integrale dienen 
kann. 


Se Opa ceuag), 


d 
werden kann, so ist lr i durch Ines = arc sin 


§ 6. Das arithmetisch-geometrische Mittel. 


Die Landensche Transformation gestattet insbesondere eine einfache 
Berechnung des zwischen den festen Grenzen 0 und 1 erstreckten Integrals 


al 
(1) {I , ct ; 
V0 = a) (1— 22 29) 
0 


wobet x als eine gegebene, zwischen 0 und 1 liegende reelle Zahl voraus- 
gesetzt wird, 

Setzt man s(u, x) = x und beachtet, daB nach Kap. 3, §2 die Re- 
lationen . 


bestehen, so folgt 


il 
ax 
lesa *. 
0 


Die Gleichung K = 3 Kase * K aus §5 liefert ferner 


a 1 
(2) ce| ax 2 i ax = 1 — x’ 
J} (124) (L— 28 af) ae lyomacem igs) 
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Das a (1) geht nun durch die Substitution x = sin  tiber in 


K = ud ese 
* ER = ~ sin? eat yp + sin® mp — x sin? p 


ji ae 


so daB die Haare (2) so geschrieben werden kann: 


K— 2 2 dy 
y cos? gm + 7 sin? gy 1 + a ] cos? p + x’? sin? py” 
wobei 


ees 2Y x’ 

a ee 
x = Yl —# Ae ee = 5 eure 
isis : 


4 b : es Se 
Es sei x’ =—-, wo a eine beliebig gewahlte positive Zahl bedeutet ; 
dann ist 6 = ax’ positiv und < a. Ferner wird 


mit 


Aus (3) folgt 


we 
(4) =|" dy eA 2 ib dg 
ten lipo eae® jaan |» 6 6a 2 
J | a cos? + 6? sin? p ¥ ee 
1 


if ae a : 
Bilden wir nun die Folgen 


RC RT eee 
Cold. ira dite exes 
nach der MaBgabe, daB 


b —— 
(5) Ce sae Sano, = | a, Os (eles) 


gesetzt wird, so zeigen wir leicht, da8 lima, = limb, = M (a, b) eine 
n> oo n> oo 


bestimmte endliche Zahl darstellt. Es ist namlich 


3 ae. pros 
a= 3 35 =4, b= Jab>yoo=b, 


a, —b =2t* fas => (ail) 0.meea, = 0, 
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und allgemein folgen aus a, > b,(n = 1) die Ungleichungen 


An + On SS Orke 
Ant =— 9 =< an» Dnt = Vanbn = on, 


dn 1 ra 
aba = OE — fab, = sla, — Vp 10; Ansa > Ons, 


so daB die Folgen der a,, und 6,, beschrankt und monoton sind und daher 
konvergieren. Aus (5) folgt dann, daB sie denselben Grenzwert be- 
sitzen. 

Die ee (4) gibt, durch den eels nN —> OO, 


I 
* lim = 
ae ae ee 2 sin? p M (a,b) foes sin? 2M (2,0) 


und pone 


ie yy dp 2a a = it 
(6) oS J1—# sin? p 7 2M G,ax) FM yz) 


Ersetzt man @ durch ~, w’ durch t@, so wird t zu — S K zu K’ und 
nach Kap. 3, § 1, (9) und (10) und Kap. 7, § 2, (8) zu x’. Daher kommt 


(7) = _ & a a 1 
afl ie 2M (aan) 22M a) 


Da das ,,arithmetisch-geometrische Mittel‘‘ M (a, b) leicht mit groBer 
Genauigheit berechnet werden kann, so kinnen bei gegebenem x nach (6) 


/ 


und (7) die Gréfen K und K’ und hieraus t = oo 


werden, worauf dann auch die 3-Reihen, sowie s(u), c(u), A(u) berechnet 
werden konnen,. 

Damit ist ein Weg zur praktischen numerischen Lésung des in 
Kap. 4, §5 behandelten Problems gefunden. 


h = e’** bestimmt 


Dririter Abschnitt: 
Geometrische Funktionentheorie. 


Um die Theorie der Funktionen einer komplexen Veranderlichen z 
zu entwickeln, kann man verschiedene Ausgangspunkte wahlen. Man 
kann einmal die einfachsten explizit gegebenen Ausdriicke in z, namlich 
die Polynome cy + cz + +--+ + c,2", zugrunde legen und dann durch 
Grenzlbergang, indem man den Grad des Polynoms unbegrenzt wachsen 
laBt, zu allgemeineren durch ,,Potenzreihen“ darstellbaren Funktionen 
ubergehen. Auf dieser Grundlage hat WEIERSTRASZ das Gebdude der 
Theorie der analytischen Funktionen errichtet, und der Darstellung 
dieser Theorie sind die im ersten Abschnitt abgedruckten Vorlesun- 
gen von Hurwitz iiber allgemeine Funktionentheorie gewidmet. 

Man kann jedoch bei der Entwicklung der Funktionentheorie auch 
einen andern, in mancher Hinsicht einfacheren Weg einschlagen. Man 
versucht namlich die analytischen Funktionen durch solche Eigen- 
schaften zu charakterisieren, welche an die geometrische Anschauung 
anknipfen und leichter als die Definition durch Potenzreihen gestatten, 
einen Uberblick iiber das Verhalten der Funktionen im groBen zu ge- 
winnen. Der Aufbau der Funktionentheorie unter solchen Gesichts- 
punkten schlieBt im wesentlichen an die bahnbrechenden Arbeiten 
RIEMANNs an, welche nicht nur von geometrischen, sondern auch von 
physikalischen Vorstellungen angeregt sind. 

Es ist das Ziel der folgenden Kapitel, einen einfithrenden Uberblick 
tiber diese ,,geometrische Funktionentheorie“ zu geben. Dabei wird 
die Darstellung, obwohl sie sich in vielen Punkten mit der von HURWITZ 
erganzt, vollstandig unabhangig und in sich abgeschlossen sein. 


Erstes Kapitel. 
Vorbereitende Betrachtungen. 


§ 1. Komplexe Zahlen. 


Wir stellen zunachst ohne Beweis einige elementare, die Grund- 
begriffe der Funktionentheorie betreffende Tatsachen zusammen, die 
dem Leser bekannt sein diirften und jedenfalls im folgenden als be- 
kannt vorausgesetzt werden. 


Hurwitz-Courant, Funktionentheorie. 3. Aufl. Wi 
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Eine komplexe Zahl ist definiert als das Paar (a, b) zweier , reeller‘‘ 
Zahlen a,b, welches auch in der Form 


z=a+bhi 


geschrieben wird. Die komplexe Zahl a + (— 6)iheiBt die zuz = a + bi 
konjugierte Zahl und wird mit z bezeichnet. Geometrisch pflegt man 
die komplexe Zahl a + 67 durch den Punkt mit den rechtwinkligen Ko- 
ordinaten a, 6 in einer Ebene zu veranschaulichen. Daher redet man 
oft ohne wesentlichen Unterschied der Bedeutung statt von der Zahl 
z=a-+bi von dem Punkt z=a-+ bi. Unter einer ,,reellen‘’ Zahl 
a soll kiinftig in Wirklichkeit das Zahlenpaar (a, 0) verstanden wer- 
den, wahrend jedes Zahlenpaar von der Form (0, 0) eine reim imagi- 
nave Zahl heiBt und kurz mit 07 bezeichnet wird. Ist z = a-+ 61, so 
heiBt die Zahl a der reelle Teil von z, geschrieben $iz, die Zahl 6 der 
imagindre Teil von z, geschrieben 2. 
Als Rechnungsregeln fiir komplexe Zahlen setzt man fest: 


(a+ bi) + (c+di)=(ato+4+ai; 
(a+ bt) - (c+ d1) = (ac — bd) + (ad + be)i 
Mit diesen Bezeichnungen gelten alle gewohnlichen Rechengesetze; ins- 
besondere ergibt sich als Umkehrung der Addition die Subtraktion und 


als Umkehrung der Multiplikation die Division durch eine von 0 ver- 
schiedene komplexe Zahl. Ferner wird 


(Mata Ws 
Statt durch die rechtwinkligen Koordinaten a, } 1aBt sich der Punkt 
z—=a- bi auch durch seine Polarkoordinaten 7, y mit 
p= /@ + 0?, 
a fj b ..8 
COS Qo SILL) =e (fiir z + 0) 
charakterisieren, wobei g nur bis auf ein additives Vielfaches von 27 


bestimmt ist, beispielsweise auf das Intervall 0 < m < 2a beschrankt 
werden kann. Es gelten dann auch die Umkehrungsformeln: 


b= COS. @, 


b= 7 sin @, 
und es wird 
=r(cos y +7sin ¢). 


Die Zahl 7, der ,,Radiusvector‘‘ des Punktes z, heiBt der absolute Betrag 
der Zahl z, geschrieben | z|; die Zahl w heiBt Amplitude oder Arkus von 
z, geschrieben arcz. Der Ausdruck |z, — 2,| bedeutet ‘Seometrisch die 
Entfernung der Punkte z, und zy. 
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Fur den absoluten Betrag gelten die Formeln: 
[4 = |S {4|+ ||; 
| 4b 2! S| 2] — | 22; 

| 4122 | = |4,|| Z|. 


Ist a eine komplexe, ¢ eine positiv-reelle Zahl, so heiBt die Gesamt- 
heit aller komplexen Zahlen z, fiir welche 


|z—al<e 


ist, eine Umgebung von a. Geometrisch entspricht ihr das Innere des 
Kreises mit dem Mittelpunkt a und dem Radius «. 

Bedeutet M eine Menge von komplexen Zahlen z (geometrisch: von 
Punkten in der Ebene), so heiBt der Punkt ¢ ein Haujungspunkt von M, 
wenn in jeder Umgebung von ¢€ mindestens ein von ¢ verschiedener 
Punkt z aus M liegt. Eo ipso liegen dann in jeder Umgebung von ¢ 
sogar unendlich viele Punkte z aus M. Der Punkt ¢ selbst braucht 
dabei nicht notwendig zu M zu gehoren, 

Eine Folge komplexer Zahlen 2, 2,...,2,,... heiBt konvergent, 
wenn es eine komplexe Zahl z von der Beschaffenheit gibt, daB in jeder 
Umgebung von 2 alle Zahlen z,, bis auf endlich viele liegen, d. h. daB zu 
jedem ¢> 0 eine solche natiirliche Zahl N existiert, daB fiir jedes 
n= WN 

(zn = 21 <€ 


ist. Die (eindeutig bestimmte) Zahl z heiBt der Grenzwert oder Limes 
der Zahlenfolge und ist zugleich deren einziger Haufungspunkt. Man 
schreibt : 


Limes, =" 25. 
n—-> co 
Eine unendliche Reshe 
heiBt konvergent, wenn die Folge sj, Sg, ..., S,,... ihrer Partialsummen 


S, = 2, -- 2e + + ep (7 =e 2 ee) 


konvergiert. Die Zahl s=lims, hei®Bt die Swmme der Reihe; man 
n> oo 


schreibt : 
Siete My es eye 


n=1 
Ist eine Menge M von komplexen Zahlen gegeben und jeder zu M 
gehorigen Zahl z in irgendeiner Weise eine Zahlenfolge 1, (z), u2(z), - - -, 
u,(z), ... Zugeordnet, so heiBen diese Folgen auf der Menge M gleich- 
migig konvergent, wenn sie nicht nur in jedem einzelnen Punkte z von 
M nach einer gewissen Zahl u = u(z) konvergieren, sondern sogar zu 
Vie 
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jedem e > 0 eine von z unabhangige natiirliche Zahl N existiert von der 
Beschaffenheit, daB fiir alle n => N 

| %n(z) — u(2) |< 
fiir alle z aus M gilt. — Entsprechend heiBt die unendliche Reihe ; 
Uy(z) + ug(z) + +++ + up(z) + +++ auf der Menge M gleichma big 
konvergent, wenn die Folge S,(z), S2(z), ... Sn(z), ... ihrer Partial- 
summen 


Sn (2) = Uy (2) + Ue (2) + ee ++ Up (2) (n = 1, 2,...) 


auf M gleichmaBig konvergiert. Ein Beispiel dafiir liefert die. ,,geo- 
metrische Reihe“ 


ie oe hg) 


n=0 
Bei gegebenem R mit 0 < R < 1 konvergiert sie im Kreise |z|< R 
gleichmaBig gegen — : 

Fiir viele Zwecke ist noch eine zweite geometrische Darstellung der 
komplexen Zahlen niitzlich: die Darstellung durch die Punkte einer 
Kugeloberflache, die man durch stereographische Projektion aus der Dar- 
stellung in der Ebene gewinnt. Man wahle die z-Ebene zur Aquator- 
ebene einer Kugel mit dem 
Nullpunkt der Ebene als Mittel- 
punkt und dem Radius 1 und 
projiziere alle Punkte z= 
x -+zy der Ebene vom Nord- 
pol der Kugel aus auf die 
Kugeloberflache (Abb. 69)1. 
Fuhrt man im Raum die recht- 
winkligen Koordinaten &, 7, € 
ein, wobei die ¢- und 7-Achse 
mit der x- bzw. y-Achse der 
Ebene zusammenfallen mégen 

Abb. 69. und die positive Richtung der 

¢-Achse nach dem Nordpol 

weisen soll, so bestehen zwischen den ebenen Koordinaten «x, y des 

Punktes z und den réumlichen Koordinaten &, y, € des zugeordneten 
Kugelpunktes Z die Beziehungen 


RE Soe SOEs ad a eee 
sens ey 
x= a Cr 


' Eine andere Art der stereographischen Projektion, bei der die :-Ebene 
die Kugel im Siidpol berihrt, wird gleichfalls haufig angewandt. Vgl. die ent- 
sprechende Darstellung in Abschn. 1, Kap.1, §3 (S. 9—10) 
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Der einzige Kugelpunkt, dem in dieser Weise kein Punkt der Ebene 
entspricht, ist der Nordpol. Nahert sich aber der Kugelpunkt Z dem 
Nordpol, so entfernt sich das Bild z von Z beliebig weit vom Nullpunkt 
der z-Ebene. Daher denkt man sich haufig die Punkte der Ebene durch 
einen idealen ,,wnendlich fernen‘‘ Punkt erganzt, als dessen Bild auf der 
Kugel man den Nordpol betrachtet, und bezeichnet ihn auch mit dem 
Symbol oo. 

Fur den raéumlichen Abstand d zweier Kugelpunkte Z, = (&,, 1, ©,) 
und Z, = (&, 72, C9), die den komplexen Zahlen z, = x, + iy, und 
2g = X%, +44, entsprechen, ergibt sich 


d = V& SiGe) brie gay a) ae AS Ca) 
und hieraus nach Einsetzung der Werte (1) und einigen Umrechnungen 
die Formel 


2| 21 — 24 | 
V (4a)? +) (| 42 |?+ 1) 
Diese raumliche Abstandsmessung hat den Vorzug, daB sie auch dann 


einen endlichen Wert liefert, wenn einer der beiden Punkte in der 
z-Ebene der unendlich ferne Punkt ist. 


§ 2. Geometrische Grundbegriffe’. 


Unter einer stetigen Kurve pflegt man eine Menge von Punkten zu 
verstehen, deren Koordinaten x und y als stetige Funktionen 


x= @(t), y= y(t) 
einer reellen Veranderlichen ¢ in einem Intervall ¢; < ¢ < ¢, definiert 
sind. Fiir die Zwecke der geometrischen Funktionentheorie kénnen 
und wollen wir uns in den meisten Fallen auf eine viel speziellere Klasse 
von Kurven beschranken. Wir betrachten zunachst ,,glatte Kurven- 
bigen“, d.h. solche, welche in jedem Punkte, einschlieBlich Anfangs- 
und Endpunkt, eine Tangente besitzen, deren Richtung sich stetig 
andert, wenn der Punkt den Kurvenbogen durchlauft. Durch An- 
einanderhangung von endlich vielen solchen glatten Kurvenbégen ent- 
steht eine ,,stdickwetise glatte Kurve C. An den Zusammenfiigungsstellen 
kann sie Ecken oder Spitzen aufweisen. Wenn wir von Kurven reden 


1 Fragen der in § 2 behandelten Art gehéren der Topologie oder Analysis situs 
an. Die Entwicklung dieser Disziplin ist in der Richtung gegangen, die ,,naive 
Anschauung‘‘ mehr und mehr zuriickzudrangen. Bei unseren Betrachtungen hin- 
gegen brauchen wir nicht auf die volle Allgemeinheit und Abstraktheit jener 
Theorie einzugehen und werden uns demgema8 nicht scheuen, auch anschauliche 
Hilfsmittel heranzuziehen. Im Verlaufe unserer spateren Uberlegungen wird sich 
jedoch die Notwendigkeit ergeben, die in diesem Paragraphen gegebenen topologi- 
schen Uberlegungen noch zu erweitern. 

Eine zusammenfassende Darstellung der Topologie findet man in Bd. VIII 
dieser Sammlung: B. v. KrreKjArt6, Vorlesungen iiber Topologie I. Berlin 1923. 
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und nicht ausdriicklich etwas anderes bemerken, nehmen wir sie immer 
als stiickweise glatt an. Statt Kurve werden wir iitbrigens zuweilen 
auch den Ausdruck ,,Weg*‘ gebrauchen. 

Analytisch wird die Kurve C durch zwei Gleichungen 

a=), y= vl) 
definiert, wobei g(é) und y(é) zwei im Intervall 4; <¢ < /, stetige 
reelle Funktionen des Parameters ¢ mit stiickweise stetigen1, nirgends 
gleichzeitig verschwindenden Ableitungen g’(¢) und y’(¢) bedeuten. 
Wachsenden Parameterwerten entspricht hierbei ein gewisser Durch- 
laufungssinn der Kurve. 

Von den eben betrachteten Kurven mit Anfangs- und Endpunkt 
unterscheidet man Kurven, bei denen diese Punkte entweder nicht 
hinzugerechnet werden oder itiberhaupt nicht existieren; solche Kurven 
nennen wir ausdriicklich ,,offene‘‘ Kurven. Analytisch werden sie 
wiederum durch zwei Gleichungen 


a=), y= vl 
definiert, wobei aber der Parameter ¢ ein offenes Intervall 4 << t< #, 


durchlauft, in welchem die Funktionen g(t) und y(t?) stetig sind und 
stiickweise stetige, nirgends zugleich verschwindende Ableitungen haben. 


Ein Beispiel liefert die Kurve x =#, y=sin— fir 0<1< 2a. 


Eine Kurve heiBt geschlossen, wenn ihr Anfangs- und Endpunkt 
zusammenfallen, also wenn (4) = (t), p(4) = y(¢e) ist; wir konnen 
in diesem Falle offenbar g(¢) und y(é) als stetige periodische Funk- 
tionen von ¢ mit derselben Periode ¢, — t,, etwa gleich 1, auffassen, so 
daB fiir alle Werte von ¢ die Gleichungen 


gp@+YD=9, pe+)=y 
bestehen. 
Eine Kurve heiBt einfach oder doppelpunktfret, wenn sie sich selbst 
nirgends trifft, d.h. wenn 


[y)-—p)P+ ly —v@)P+ 0 
bleibt, falls ¢ — ¢* von Null verschieden bzw. bei einer geschlossenen 
Kurve keine Periode ist. Von der speziellen Wahl des Parameters ¢ 


und (bei geschlossenen Kurven) des Anfangspunktes hangt diese De- 
finition nicht ab. 


1 Kine Funktion heiBt in einem abgeschlossenen oder offenen Intervalle 
stuckweise stetig, wenn sich dieses Intervall derart in endlich viele Teilintervalle 
zerlegen lat, da die Funktion im Innern jedes solchen Teilintervalles definiert 
und stetig ist und bei Annaherung an die Teilpunkte von innen her bestimmten 
endlichen Grenzwerten zustrebt. Zu diesen , leilpunkten“ sind dabei die End- 
punkte des Gesamtintervalls nur dann (ausnahmsweise) hinzuzurechnen, wenn 
dieses als abgeschlossen vorausgesetzt war. In den Teilpunkten braucht die 
Funktion nicht definiert zu sein. é 
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Gelegentlich ist es nétig, eine stiickweise glatte Kurve C durch 
eine Folge ebenfalls stiickweise glatter Kurven C,, C,, ... zu ,appro- 
ximieren‘. Wir wollen sagen: Eine Folge von Kurven C,, approximiert 
die Kurve C, wenn sich fiir C, eine solche Parameterdarstellung 


=O), y=), 4StsSh, 
wahlen laBt, daB 

lim, (=), lim », “) = » 
gilt. n> co n> oo 

Diesen Approximationsbegriff verscharfen wir durch die Forderung, 

daB sich die Kurven C,, bei hinreichend groBem auch in ihrer Rich- 
tung von der Richtung in demjenigen Punkte von C, der demselben ¢ 
entspricht, nur beliebig wenig unterscheiden, sofern dieser Punkt von C 
nicht etwa gerade eine Ecke oder Spitze ist. Um auch diese Bedingung 
analytisch zu formulieren, schlieBen wir zunadchst die Stellen ¢ = 7,, 
t=T,, ..., fiir welche die Tangentenrichtung von C Unstetigkeiten 
erleidet, in Intervalle | ¢ —t, | < ¢ mit beliebig klein gewahltem posi- 
tivem ¢ ein und verlangen, da8 fiir alle anderen Werte von ¢ im Inter- 
valle 4; = ¢<¢, nicht nur gleichmaBig die Beziehungen 


limp, =—®, lim v.() =p) 


gelten, sondern dariiber hinaus noch gleichmaBig die weiteren Re- 
lationen 


lim 9,’() = 9’), Tim yy) = y'(). 

n> oo N—-> co 
Dabei sind die letzten Gleichungen so zu verstehen, da in den Punkten, 
wo die Kurve C, eine Ecke besitzt, fiir q,’(é) und y,/(t) sowohl die 
rechtsseitige als auch die linksseitige Ableitung eingesetzt werden darf 
(die Anzahl der Ecken auf der Kurve C,, kann gréBer sein als die der 
Ecken auf der Kurve C und auch fiir 2 — oo tiber alle Grenzen wachsen). 
Wenn diese Bedingungen erfiillt sind, sagen wir, daB die Kurven C,, 
die Kurve C ,,glatt approximieren‘‘. Insbesondere kénnen wir jede sttick- 
weise glatte Kurve durch geradlinige Polygone glatt approximieren; 
solche Approximationspolygone lassen sich z. B. aus geeigneten Stiicken 
von Tangenten oder Sehnen der gegebenen Kurve zusammensetzen. 
Wir kénnen, wenn die Kurve einfach ist, sogar die weitere Bedingung 
stellen, daB sie den Polygonzug nirgends durchschneidet. 


Nach diesen Bemerkungen iiber Kurven kommen wir auf all- 
gemeinere Punktmengen zu sprechen. Den unendlich fernen Punkt 
schlieBen wir dabei vorlaufig noch aus. 

Zwei Punktmengen heiBen getrennt, wenn sie keinen gemeinsamen 
Punkt enthalten. 

Eine Punktmenge heiBt abgeschlossen, wenn sie ihre samtlichen 
etwaigen Haufungspunkte enthalt. 
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Eine Punktmenge heiBt zusammenhdngend, wenn je zwei ihrer 
Punkte sich durch eine geeignete stetige Kurve verbinden lassen, deren 
samtliche Punkte zu der Menge gehéren. 

Ein Gebiet in der Ebene ist eine Punktmenge mit den beiden folgen- 
den Eigenschaften: erstens: mit jedem Punkte dieser Menge gehirt auch 
eine geeignete Umgebung dieses Punktes der Menge an; zweitens: die 
Punkimenge ist zusammenhangend. 

Randpunkt eines Gebietes heiBt ein Punkt der Ebene, bei dem jede 
noch so kleine Umgebung sowohl Punkte des Gebietes als auch Punkte, 
die nicht dem Gebiete angehéren, enthalt. Die Menge aller Randpunkte 
heiBt der Rand, die Berandung oder die Begrenzung des Gebietes. Die 
Randpunkte eines Gebietes gehéren nach unserer obigen Definition 
nicht dem Gebiete an, was man dadurch ausdriickt, daB man sagt, ein 
Gebiet sei eine offene Punktmenge oder bestehe nur aus zuneren Punkten. 
Besteht eine Kurve C nur aus Randpunkten eines Gebietes G, so sagt 
man, G werde von C begrenzt. Bei Hinzunahme der Randpunkte zum 
Gebiete wollen wir von einem abgeschlossenen Gebiet sprechen, obwohl 
die Verwendung des Wortes ,,Gebiet‘‘ nach unserer Definition eine 
kleine sprachliche Unkorrektheit darstellt. 

GehGren alle Punkte eines Gebietes G’ auch dem offenen oder ab- 
geschlossenen Gebiete G an, so heiBt G’ ein Teilgebiet von G. Gehéren 
alle Punkte eines abgeschlossenen Gebietes B zu dem offenen oder ab- 
geschlossenen Gebiete G, so heiBt B ein abgeschlossenes Teilgebiet von G. 


Ist G ein Gebiet, so heiBt die Gesamtheit der Punkte, die weder 
innere Punkte noch Randpunkte von G sind, das Aufere von G. 


Fiir eine Punktmenge, die entweder ein Gebiet ist oder aus einem 
Gebiet dadurch hervorgeht, daf man die Randpunkte zum Teil oder 
samtlich hinzunimmt, gebrauchen wir auch gelegentlich das Wort 
, Bereich (z. B. ,,Existenzbereich“), verwenden es aber nicht aus- 
driicklich, wie es in der Literatur manchmal geschieht, als Bezeichnung 
fiir ,,abgeschlossenes Gebiet“‘. 

Ein Gebiet der Ebene heiBt beschrankt, wenn es ganz im Innern eines 
Kreises liegt; wir betrachten zunachst nur beschrankte Gebiete. 


Folgende Bemerkung ist haufig ntitzlich: Ist C eine in einem be- 
schrankten Gebiete verlaufende sttickweise glatte (nicht offene) Kurve, so 
gibt es eine positive Zahl d derart, daB jeder Kreis mit dem Radius d um 
einen Punkt der Kurve noch ganz zum Gebiete gehért; entsprechendes gilt, 
wenn statt einer Kurve ein abgeschlossenes Teilgebiet genommen wird. 
Andernfalls namlich miiBte es eine solche Folge von Punkten P,, P,,... 
von C geben, daB der Radius der gréBten Kreisscheibe mit dem Mittel- 
punkt P,, deren Inneres noch ganz dem Gebiete angehért, mit wachsen- 
dem ” gegen Null konvergieren wiirde. Jeder Haufungspunkt dieser 
Punktfolge muB einerseits Punkt von C sein, kénnte aber andererseits 
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nicht mehr zum Gebiete gehéren, da keine seiner Umgebungen zum 
Gebiete gehért. 5 

Die Randpunkte eines Gebietes kénnen eine auBerordentlich kom- 
plizierte Punktmenge bilden, die sich nicht mehr mit unserem oben 
definierten Kurvenbegriff fassen 148t und der Anschauung schwer zu- 
ganglich ist. Man betrachte etwa die beiden in Abb. 70 und 71 an- 
gedeuteten Gebiete. In Abb. 70 sind in das Innere des Rechteckes 


Abb. 70. 


ABCD abwechselnd von den Seiten AB und CD ausgehende immer 
langer werdende und sich gegen die Seite BC haufende geradlinige 
Einschnitte gefiihrt; das Gebiet ist die nach Abzug dieser Einschnitte 
und des Rechteckrandes verbleibende Punktmenge im Innern des 
Rechtecks. In Abb. 71 hingegen windet sich das Gebiet asymptotisch 
um eine Grenzkurve A. 

Wir werden vorerst Gebiete mit derart komplizierter Berandung 
nicht in Betracht zu ziehen haben, sondern uns auf solche Gebiete 
beschranken, deren Rand von endlich vielen stiickweise glatten Kurven- 
bégen gebildet wird. Insbesondere spielen solche Gebiete eine bevor- 
zugte Rolle, deren Rand eine einzige einfache sttickweise glatte ge- 
schlossene Kurve ist. Ein Beispiel ist die von den Punkten im Innern 
eines Kreises gebildete ,,Kveisscheibe“. Wir betrachten ferner bei sttick- 
weise glatten Kurven den Jordanschen Kurvensatz als anschaulich ge- 
geben. Er besagt, da jede einfache geschlossene Kurve die Menge aller 
nicht auf thr liegenden Punkte der Ebene in zuet getrennte Gebrete zerlegt, 
ein beschranktes ,,Innengebiet‘‘ und ein nicht beschranktes ,,AuBengebtet‘1. 


1 Fiir einen Beweis dieses Satzes vgl. etwa B. v. KEREKJARTO, l.c. S. 59ff. 
— Ein Beweis des Jordanschen Satzes fiir Polygone sei hier kurz skizziert. Wir 
betrachten ein einfach geschlossenes Polygon /7 und irgendeine Richtung r, welche 
keiner der Polygonseiten parallel ist. Durch jeden nicht auf JJ liegenden Punkt P 
der Ebene ziehen wir einen Strahl parallel zu r. Trifft dieser Strahl das Polygon IT 
in einer geraden Anzahl von Punkten, so rechnen wir den Punkt P zur Punkt- 
menge M,, andernfalls zur Punktmenge M,. (Fallt dabei ein Treffpunkt von r 
mit JZ in eine Ecke von JJ, so rechnen wir diese Ecke nur dann als Treffpunkt 
mit, wenn das Polygon in dieser Ecke die Gerade r durchsetzt.) Man erkennt 
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Wir werden von diesem Satze in seiner allgemeinen Fassung vorlautfig 
keinen Gebrauch machen, sondern nur den in der FuBnote zu S. 265 
erledigten Spezialfall anwenden. 

Verschiedentlich werden wir die Tatsache benutzen, da8 sich das 
Innengebiet eines einfachen Polygons in eine endliche Anzahl von 
Dreiecken zerlegen ]aBtt. 

Ein beschranktes Gebiet, dessen Berandung aus sttickweise glatten 
Kurven besteht, heiBt einfach zusammenhdangend, wenn die Randpunkte 
eine einzige zusammenhangende Punktmenge, z. B. eine einfache ge- 
schlossene Kurve, bilden. 

Ein solches einfach zusammenhiangendes Gebiet G hat die Eigen- 
schaft, da8 mit jedem in ihm verlaufenden einfachen Polygon auch 
dessen Innengebiet ganz zu ihm gehért. Denn wenn ein einfaches Poly- 
gon JT ganz im Gebiet G verlauft, so wird der Rand von G entweder 
ganz innerhalb oder ganz auBerhalb des Polygons JJ verlaufen miissen, 
da er JJ nicht trifft. Im ersten Fall wiirde das ganze AuBengebiet von J/, 
im zweiten Fall das ganze Innengebiet dem Gebiet G angehoren. Ersteres 
ist wegen der Beschranktheit von G ausgeschlossen; also gehért das 
Innere von /J dem Gebiet G an. 

Die eben bewiesene Tatsache, da8 mit jedem einfachen Polygon [J 
auch dessen Inneres zum Gebiet G gehdrt, ist eine innere Eigenschaft 
des Gebietes G, die mit dem Rand nichts mehr zu tun hat. Sie ist die 


sehr leicht, daB diese beiden Punktmengen durch JJ voneinander getrennt werden 
und da8B zu jedem Punkt von M, (und ebenso von ,) eine volle Umgebung eben- 
solcher Punkte gehort. Randpunkte von M, (und ebenso von M,) sind demnach 
nur die Punkte des Polygons JJ, diese aber auch samtlich. Bis jetzt ist die Doppel- 
punktfreiheit von J/ iibrigens noch nicht benutzt; jedes Polygon bevandet demnach 
zwet offene Punktmengen M, und M,. Besteht M, (oder M,) aus mehreren Gebieten, 
so ist der Rand eines jeden dieser Gebiete offensichtlich aus Teilstrecken von JT 
zusammengesetzt und selbst ein Polygon. Ist nun J/ einfach, so gibt es kein Teil- 
polygon von JJ auBer J/ selbst, und man erkennt, da8B M7, und M, je nur aus einem 
Gebiet bestehen kénnen. — Diese Tatsachen aber enthalten die Aussage des Jor- 
danschen Satzes fiir unser Polygon J. 

1 Die Tatsache dieser Zerlegbarkeit erkennt man allgemein folgenderma8en: 
Zunachst ist fiir ein konvexes Polygon die Zerlegbarkeit in Dreiecke unmittelbar 
einleuchtend, weil man lediglich einen inneren Punkt eines solchen Polygons mit 
allen Eckpunkten zu verbinden braucht, um eine solche Zerlegung zu erhalten. 
Ist nun JI ein beliebiges Polygon, so verlangert man alle Polygonseiten nach beiden 
Seiten ins Unendliche. Hierdurch wird die Ebene in eine endliche Anzahl von 
polygonalen Feldern F eingeteilt, von denen eines oder mehrere zusammen das 
Innere von JT bilden. Ist g eine das Feld F begrenzende Gerade und H diejenige 
von g begrenzte Halbebene, welcher F angehért, so wird F gebildet von der Gesamt- 
heit aller Punkte, welche den samtlichen so definierten Halbebenen H angehéren. 
Da nun alle diese Halbebenen konvexe Bereiche sind, so mu8 die ihnen gemein- 
same Punktmenge, d. h. F, wieder konvex sein. Somit ist das Innere von JZ in 
eine endliche Anzahl konvexer Polygonbereiche zerlegt und damit der Zerlegungs- 
satz allgemein bewiesen. j 
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genden benutzt wird, und kénnte daher auch zur Definition des ein- 
fachen Zusammenhangs dienen. Diese neue Definition wird dann auch 
auf solche Gebtete ausgedehnt, die nicht von stiickweise glatten Kurven 
berandet werden. 


Eine Folge der erwahnten Eigenschaft ist: In einem einfach zu- 
sammenhangenden ebenen Gebiet laBt sich jeder geschlossene Polygonzug 
durch stetige Abanderung unter Festhaltung eines beliebigen seiner Punkte 
auf diesen Punkt zusammenziehen. 


Jedes Polygon laBt sich zunachst in einfache Polygone zerlegen. Das 
erkennt man, indem man von einem nicht einfachen Polygon ein ein- 
faches folgenderma8en abtrennt. Durchlauft man das Polygon (Abb. 72) 
von einer Ecke P aus, so mu8 man ein letztes Mal einen Punkt Q pas- 
sieren, der nach seiner Uber- 
schreitung noch genau einmal 
bertihrt wird (bei einem ein- 
fachen Polygon ware P selbst ? 
dieser Punkt). Derjenige Teil 
des urspriinglichen Polygons 
nun, der zwischen diesen beiden 
Uberschreitungen des Punktes 
Q durchlaufen wird, bildet ein Abb. 72. 
einfaches einfach durchlaufenes 
Polygon. Trennt man dieses ab und wendet das Verfahren ndétigen- 
falls auf das wbrigbleibende Polygon mehrfach an, so mu8 zuletzt 
ein einfaches Polygon iibrigbleiben. — Es geniigt also, den Satz fiir 
einfache Polygonziige zu beweisen. Ist JJ ein einfach geschlossener 
Polygonzug in G, so gehért das Innere M von JI ebenfalls dem Ge- 
biet G an; wir wollen zeigen, daB JJ sogar im Bereiche M zusammen- 
ziehbar ist. Ist M ein Dreieck, so ist die Behauptung klar. Ist M@ 
etwa aus 2 Dreiecken aufgebaut, so nehmen wir Induktion nach n vor. 
Es sei m > 1. Lassen wir aus M eins der Randdreiecke (das also eine 
oder zwei Seiten mit /7 gemein hat) weg, so bleibt ein Bereich M’ aus 
m —1 Dreiecken iibrig, und der Rand J/’ von M’ ist innerhalb des 
Gebietes M stetig in den von M itberfiihrbar, da man eine Seite eines 
Dreiecks stetig in die zwei andern tiberfithren kann, ohne das Dreiecks- 
innere zu verlassen. Das deformierte Polygon J/’ braucht nicht mehr ein- 
fach zu sein; aber es berandet einen Bereich aus weniger als  Dreiecken, 
und die einfachen Bestandteile, in die es sich eventuell zerlegen 1aBt, 
beranden Bereiche aus noch weniger Dreiecken. Die Induktionsvoraus- 
setzung l4Bt sich also auf JZ’ anwenden; somit ist J7’ und damit auch /7 
auf jeden seiner Punkte stetig zusammenziehbar. 


Auch diese Eigenschaft kann man als Definition des einfachen Zu- 
sammenhangs benutzen; diese Definition gilt dann auch fiir Gebiete, 
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die nicht in der Ebene, sondern etwa im Raum oder auf einer ot 
mannschen Flache‘‘ (vgl. Kap. 5, § 3) liegen. 

Im Falle eines einfach zusammenhangenden Gebietes mit stiick- 
weise glatten Randkurven verstehen wir unter positiver Umlaufung des 
' Gebietes eine solche Durchlaufung der Randkurven, bei der auf jedem 
glatten Kurvenbogen die in die Durchlaufungsrichtung weisende Tan- 


. HD uw. tet 
gente durch eine positive Drehung’ um -> in die in das Innere des Ge- 


bietes weisende Normale iibergeht. Wir sagen in diesem Falle auch 
kurz, daB das Gebiet bei der Umlaufung zur Linken bleibt. Wir 


Abb. 73. 


bemerken, daB auch bei nicht einfachen Randkurven ein positiver Um- 
laufungssinn des Gebietes festgelegt werden kann, in der Art, wie es 
Abb. 73 veranschaulicht. 


Beschrankte Gebiete, deren Begrenzung aus 2, 3,..., paarweise 
getrennten geschlossenen Kurven besteht, bezeichnen wir als zwezfach, 
dreifach,..., n-fach, allgemein als mehrfach oder endlich vielfach zu- 
sammenhiangend. 


Die Begriffe des ein- und mehrfachen Zusammenhanges werden wir 
natiirlich in sinngemaBer Weise auch auf abgeschlossene Gebiete an- 
wenden. 

Unter einem Querschnitt eines beliebigen Gebietes verstehen wir eine 
sttickweise glatte einfache Kurve, deren Endpunkte auf dem Rande 
liegen und die im tibrigen im Gebiete verlauft. Ein Gebiet langs eines 
Querschnittes zerschneiden heiBt zu einer Punktmenge iibergehen, 
welche aus dem urspriinglichen Gebiete durch Wegnahme der Punkte 
des Querschnittes entsteht. Ein einfach zusammenhangendes Gebiet 
wird durch jeden Querschnitt in getrennte Gebiete zerlegt. Ein n-fach 
zusammenhangendes Gebiet kénnen wir durch ” — 1 geeignete Quer- 
schnitte in ein einfach zusammenhangendes Gebiet verwandeln (vgl. 


1 Unter einer positiven Drehung verstehen wir eine Drehung vom Sinne der- 
jenigen, durch welche die positive ¥-Achse auf dem kiirzesten Wege i in die positive 
y-Achse tibergeht. 
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Abb. 74); wir brauchen namlich nur eines der zusammenhdngenden 
Randstiicke durch einen Querschnitt mit einem zweiten, dieses mit 
einem dritten, ..., schlieBlich ein (n — 1)-tes Randstiick mit dem n-ten 
zu verbinden +. Ein m-ter Querschnitt von der m-ten Randkurve zur ersten 
zurtick zerlegt dieses Gebiet in zwei einfach zusammenhangende Ge- 
biete. Ist das urspriingliche Gebiet von einfachen Kurven begrenzt, so 
sind die beiden zuletzt entstehenden einfach zusammenhangenden Ge- 
biete ebenfalls von einfachen Kurven begrenzt. 

Jedem von endlich vielen stiickweise glatten einfachen Kurven C 
begrenzten Gebiet kénnen wir einen gewissen Umlaufungssinn zuordnen, 
und zwar wollen wir sagen, daB das Gebiet im fositiven Sinne um- 
laufen wird, wenn wir jede der Rand- 
kurven so umlaufen, daB dabei die 
in die Richtung der Durchlaufung 
weisende Tangente durch positive 
Drehung auf dem kiirzesten Wege 
in die in das Innere des Gebietes 
gerichtete Normale tbergeht. 

Der Begriff des Gebietes wird 
zweckmaBig noch einer Verallge- 
meinerung unterworfen. Wie schon Abb: 74. 
in § 1 hervorgehoben wurde, ist 
es oft bequem, durch stereographische Projektion von der Zahlen- 
ebene zur Zahlenkugel tiberzugehen und dabei das Projektionszentrum, 
den ,,Nordpol", als ,,unendlich fernen Punkt“ zu bezeichnen, dem wir 
auch in der Ebene als ideales Element einen ,,unendlich fernen Punkt‘ 
zuordnen. Es ist demgema8 auch zweckmaBig, von einer ,, Umgebung 
des unendlich fernen Punktes“ in der Ebene zusprechen und darunter eine 
Gesamtheit von Punkten zu verstehen, welche durch stereographische 
Projektion in eine Umgebung des Nordpoles der Kugel tibergehen. Wir 
wollen somit den Gebietsbegriff durch Zulassung des unendlich fernen 
Punktes erweitern, indem wir jetzt auch ,,Gebiete“ betrachten, zu denen 
dieser unendlich ferne Punkt gehért, z. B. das AuBere eines Kreises. 

Auch auf solche (nicht mehr beschraénkten) Gebiete laBt sich die 
Definition des Zusammenhanges ohne weiteres tibertragen. Es sei je- 


1 Diese Querschnitte konstruiert man etwa so: Man verbinde einen Punkt 
des ersten mit einem Punkt eines andern Randstiickes geradlinig und suche auf 
der Verbindungsstrecke den letzten Punkt P, der noch zum ersten Randstiick 
gehort, und den ersten darauf folgenden Punkt Q, der zu einem anderen Randstick, 
gehort. Dann ist die Strecke PQ der gesuchte Querschnitt vom ersten Randstiick 
zu einem zweiten. Die Strecke zerlegt das Gebiet nicht; denn durch einen Weg 
im Gebiet, der das zweite Randstiick approximiert, kann man von einem Ufer der 
Strecke zum andern gelangen. Man kann also fortfahren und eine Strecke ziehen, 
die zu einem dritten Randstiick fihrt und das durch den ersten Querschnitt ent- 
standene (x — 1)-fach zusammenhangende Gebiet nicht zerlegt, usw. 
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doch ausdriicklich hervorgehoben, daB z. B. das AuBere eines Kreises 
als einfach bzw. zweifach zusammenhangend betrachtet werden muB, 
je nachdem man den unendlich fernen Punkt mit zum Gebiete rechnet 
oder nicht; denn im letzteren Fall bildet der unendlich ferne Punkt einen 
Teil des Randes. Der frither bewiesene Satz muB jetzt dahin verallgemei- 
nert werden, da8 ein einfach zusammenhangendes Gebiet mit jedem Poly- 
gon entweder das Innere oder das AuBere dieses Polygons ganz enthalt. 

Im Sinne dieser Bezeichnungen ist z. B. die negativ-reelle Achse als 
ein Querschnitt des aus der ganzen Ebene mit Ausnahme des Null- 
punkts bestehenden Gebietes anzusprechen, wofern man auch den un- 
endlich fernen Punkt als Randpunkt betrachtet. 
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a=), y=~, 45754 
eine in einem einfach zusammenhangenden beschrankten Gebiet G ver- 
laufende sttickweise glatte Kurve C definiert und bedeuten a(x, y), 
b(x, y) zwei stetige reelle Funktionen von x und y in G, so verstehen 
wir unter dem Kurvenintegral 


J=Jf{adx+bddy} 
Cc 


Ist durch 


das bestimmte Integral 


Siew 0, yO) O+o(eO, yO) y Old. 


Wie man Carnatten sieht, ist diese Definition von der speziellen 
Wahl des Parameters ¢ unabhangig. Bei dieser Definition darf tibrigens C 
auch einen Teil des Randes oder den ganzen Rand des Gebietes G be- 
deuten, vorausgesetzt, daB der Rand aus einer einfachen Kurve besteht 
und daf die Funktionen a, 6 in dem aus G durch Hinzufiigung der Rand- 
punkte entstehenden abgeschlossenen Bereich noch stetig sind. 

Das Kurvenintegral nimmt den entgegengesetzten Wert an, wenn 
man den Durchlaufungssinn von C andert, d.h. den Parameter ¢ von 
der oberen Grenze ¢, zur unteren ¢, laufen 1aBt. 

Ist der Endpunkt der stiickweise glatten Kurve C, zugleich Anfangs- 
punkt der stiickweise glatten Kurve C, und setzt man C, und C, unter 
Beibehaltung der Orientierung zu einer gerichteten Kurve C zusammen, 
so besteht die Beziehung 
J {ads + bdy\ + Jade + b dy} = Jf fadx + bdy\, 

2 o 


wofern die beiden Kurvenintegrale iiber C, und C, existieren. Ein ent- 
sprechender Satz gilt natiirlich fiir die Zusammensetzung beliebig vieler 
Integrationswege. 

Zerlegt man das Innere einer stiickweise glatten geschlossenen ein- 
fachen Kurve C durch stiickweise glatte Kurvenstiicke in Teilgebiete, 
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wie Abb. 75 es zeigt, so ist das im positiven Sinne tiber die Kurve C er- 
streckte Kurvenintegral gleich der Summe der im positiven Sinne er- 
streckten Integrale tiber die Rander C,, Cy,..., C, der einzelnen Teil- 
gebiete. Denn jede der Kurven C, la8t sich zunadchst in endlich viele 
Teilkurven D,”, D,®,... spalten, von denen jede entweder der 
Kurve C oder aber auBer C, noch genau einer andern unter den 
Kurven C,, C,, ..., C, vollstandig angehért. Die Summe der Integrale 
uber Cy, C,,...,C, ist dann gleich der Summe der Integrale iiber die 
samtlichen Kurvenstiicke D;™. Diejenigen D,™, die zu C gehéren, setzen 
sich dabei wiederum zu der im positiven Sinne durchlaufenen Kurve C 
zusammen; die Integrale iiber diese 
Kurven ergeben also bei der Addi- 
tion das Kurvenintegral tiber C. Jedes 
andere Kurvenstiick D, wird ge- 
nau zweimal durchlaufen, und zwar 
in zwei entgegengesetzten Richtun- 
gen. Die Integrale tiber zwei zuein- 
ander entgegengesetzte Kurven er- 
ganzen sich aber nach dem Obigen Abb. 75. 
zu Null. 


Statt J {a dx + (—6) dy} werden wir auch kiirzer fia dx —bdy\ 


schreiben. ; 

Ein Kurvenintegral wird im allgemeinen seinen Wert andern, wenn 
die Kurve C deformiert wird, gleichviel, ob man bei der Deformation 
die Endpunkte festhalt oder nicht. Wir bemerken zunachst, da die 
Anderung des Kurvenintegrals stetig vor sich geht, wenn die Kurve C 
stetig deformiert wird. Es gilt mit andern Worten der Satz: Wenn die 
sttickweise glatte Kurve C durch eine Folge von stiickwetse glaiten, vm 
Gebiete G gelegenen Kurven C,,Cy,...,Cy,... glatt approximiert wird, 
dann konvergiert das tiber die Kurve C,, erstreckte Integral 

Jn= Jf {adx +ddy} 
Cn 
mut wachsendem n gegen das Integral 


J = Jfadx + bdy\. 
Cc 


Den Beweis wird der Leser auf Grund der in § 2 gegebenen Definition 
der glatten Approximation und der in ihr liegenden GleichmaBigkeits- 
voraussetzung ohne Schwierigkeit- selbst durchfithren kénnen?. 


1 Die in der Voraussetzung der glatten Approximation enthaltene Forderung, 
daB auch die Tangentenrichtung auf der approximierenden Kurve gegen die 
Tangentenrichtung auf der Grenzkurve strebt, kann durch die schwachere ersetzt 
werden, daB die Lange der approximierenden Kurven beschrankt bleibt. Der 
auf elementaren Integralabschatzungen beruhende Beweis dieses (kinftig nicht 
benutzten) Satzes kann wiederum dem Leser tberlassen bleiben. 
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Von besonderem Interesse ist die Frage, unter welchen Bedingungen 
der Wert eines Kurvenintegrals bei festem Anfangs- und Endpunkt 
vom Wege unabhangig wird. Da zwei Kurven, die Anfangs- und End- 
punkt gemein haben, sich hingegen unterwegs nicht treffen, zusammen 
eine geschlossene Kurve ergeben, lauft unsere Frage darauf hinaus, 
wann das iiber eine geschlossene Kurve erstreckte Kurvenintegral 
verschwindet. Auch folgendermaBen kénnen wir sie fassen: Unter 
welchen Bedingungen stellt das von einem festen Anfangspunkte Pp» 
mit den Koordinaten %», yy aus erstreckte Kurvenintegral eine Funktion 
des Endpunktes P (£, 7) dar, die nicht davon abhangt, auf welchem in 
G verlaufenden Wege dieser Endpunkt erreicht wird ? 


Wir machen die Voraussetzung, daB die Funktionen a, 0} in G stetige 

: : b ; : 
partielle Ableitungen - le _ b, besitzent. Es gilt folgender Satz: 
Sind die Funktionen a, b, a,, b, in dem einfach zusammenhdngenden be- 
schrdnkten Gebiete G stetig, so ist das tiber eine in G verlaufende stiickweise 


glatte Kurve C erstreckte Kurvenintegral 
(1) J = J {adx + bay} 
é 


dann und nur dann vom Wege unabhangig, wenn tiberall in G die Be- 
dingung 
(2) ay = 6, 


erfullt 1st. Bei festgehaltenem Anfangspunkt stellt dann das Integral eine 
stetige Funktion F (€,) der Koordinaten €, des Endpunktes von C dar, 
deren erste Ableitungen vorhanden und stetig sind und durch die Glei- 
chungen 

(3) F e=@, E a= b 

geliefert werden. 

Wir beweisen zunadchst die Notwendigkeit unserer Bedingung. 
Nehmen wir also an, da8 unser Kurvenintegral vom Wege unabhingig 
ist und eine Funktion F (&, 7) des Endpunktes allein darstellt. DaB diese 
Funktion stetig ist, folgt sofort aus der Definition des Kurvenintegrals 
und der vorausgesetzten Stetigkeit der Funktionen a(x, y), b(x, y), 
p(t), w(t) sowie der stiickweisen Stetigkeit der Funktionen q’ (¢), y’ (#). 
Wir zeigen, daB F(é,7) differenzierbar ist und daB hierbei die Glei- 
chungen (3) gelten. In der Tat wird z.B. bei hinreichend kleinem 
[z|>0 Eth 


BAS hyn) = Ea) 1 
. i =e fate, max, 
5 


? Wir wollen hier und im folgenden, wo es bequem scheint, partielle Ab- 
leitungen durch angehangte Indizes bezeichnen, also z. B. ay, Ay statt a S 
RRS 


schreiben. 
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a 


indem wir den von (&,7) nach (€ + 4,7) fithrenden, bei hinreichend 
kleinem |/| inG@ bleibenden Weg als geradlinig voraussetzen. Nach dem 
Mittelwertsatz ist aber die rechte Seite gleich a (§+0h, yn) mitO<b<1, 
und durch den Grenztibergang h —- 0 entsteht die gewiinschte Gleichung 
F.=a; analog erhalt man die Beziehung F,, = 6. Durch weiteres 
Riper cren kommen wir zu den Relationen 


Depts 5 Pag = be. 
Nach Voraussetzung sind a, und 6; stetig; es ist daher Eiee =F, «, also 
ay = be 5 


womit die Notwendigkeit der Bedingung (2) erwiesen ist. 
Um nun die Bedingung (2) auch als hinreichend zu erkennen, braucht 
man, wie gesagt, unter der Voraussetzung (2) nur zu zeigen, daB das 


Kurvenintegral {) {adx + bdy} iiber irgendeine geschlossene, ganz inner- 
0 


halb G verlaufende Kurve C den Wert Null hat. Wir behandeln zuniachst 
den besonderen Fall, daB sich C in ein ganzlich zu G gehériges Rechteck 
mit achsenparallelen Seiten einschlieBen laBt. Wir betrachten etwa das 
FReCCHtECK Oy =3-% = Oo) fp, = VS Po (vel. Abb. 76). Es gentigt, die 
Existenz einer Funktion F in unserm Rechteck darzutun, derart, daB 
die Gleichungen (3) bestehen. Dann nimmt naémlich das Kurvenintegral 
(1) die Gestalt 


T= -fie.9 )+ Fy inde [ferme (E0) — Fs, 90) 


an, pe t, und ¢, die dem egeee 
und Endpunkt %, yo bzw. &,7 der 
Integrationskurve entsprechenden Pa- 
rameterwerte bedeuten; es wird also 
tatsaichlich vom Wege unabhangig. Zur 
Konstruktion der Funktion F definie- 
ren wir in unserm Rechteck und auf 
seinem Rande eine Funktion ®(é, 7) 
durch die Gleichung 


E n 
= fa(x, pdx + fo(é, y) dy, Abb. 76. 
ay fb 


also durch ein Kurvenintegral iiber einen den linken unteren Eckpunkt 
ot, 8, mit dem Punkt &, 7 verbindenden achsenparallelen Streckenzug. 
Fiir diese Funktion ® (&, 7) wird 


O,= a8, fr) + f b,(E»)dy = a8, A) + fay dy = 08,9, 
®, = bE, 1): 


Hurwitz-Courant, Funktionentheorie. 3. Aufl. 18 
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also ist F (&,7) = ®(£, 7) eine Funktion, fir welche im Rechteck und 
auf seinem Rande die Gleichungen (3) bestehen. Daher ist das Kurven- 
integral (1), wenn es tiber einen das abgeschlossene Rechteck nicht ver- 
lassenden Weg mit dem Anfangspunkt %», yo und dem Endpunkt é, 7 
erstreckt wird, unseren obigen Betrachtungen zufolge vom Wege un- 
abhangig. Um irgendeine im Rechteck liegende geschlossene Kurve er- 
streckt, hat daher das Integral (1) den Wert Null, wie wir beweisen 
wollten. 

Nunmehr sei C eine beliebige in G liegende geschlossene Kurve. 
Wir ersetzen C durch ein Polygon, das selbst inG liegt und dessen Ecken 
Punkte von C sind, und vermeiden dabei, daB eine Seite zweimal durch- 
laufen wird, sei es nun beide Male in derselben oder in zwei entgegen- 
gesetzten Richtungen. Die Seiten des Polygons wahlen wir so klein, 
daB sich das von je einer Polygonseite und dem zugehérigen Kurven- 
bogen begrenzte Flachenstiick in ein zu G gehoriges achsenparalleles 
Rechteck einschlieBen 14Bt (Abb. 77). Nach dem Obigen diirfen wir 
dann die Integrale iiber die einzelnen Kurvenbégen durch die Inte- 
grale iiber die betreffenden Polygonseiten ersetzen, und nach S. 270 ge- 
ntigt es also, das Verschwinden des Kurvenintegrals tiber das Polygon 
nachzuweisen. Das Polygon laBt sich, wie in §2 (S. 267) gezeigt wurde, 
in einfache Polygone zerlegen. Es gentigt also, den Integralsatz fiir 
einfache Polygone zu beweisen. 

Da G als einfach zusammenhangend vorausgesetzt wurde, so ist 
das Innere eines in G verlaufen- 
den einfachen Polygons ganzlich 

C in G enthalten. Da nach §2 das 

Innere jedes einfachen Polygons 

aus Dreiecken aufgebaut werden 

kann, dtirfen wir uns also auf 

Dreiecke beschranken; denn die 

Summe der im positiven Sinn 

uber alle diese Dreiecke erstreck- 

Abb. 77. ten Integrale ist nach S.270 f. gleich 

dem Integral tiber das urspriing- 

liche Polygon. Jedes Dreieck kann man aber in so kleine Teildrei- 

ecke zerlegen, daB jedes von ihnen sich in ein ganz zu G gehériges 

Rechteck einschlieBen 1aBt. Das Integral tiber das urspriingliche Dreieck 

ist dann wiederum die Summe der Integrale iiber die Teildreiecke. 

Fur die letzteren ist das Verschwinden des Kurvenintegrals bewiesen; 

daraus ergibt sich dieselbe Tatsache fiir das zugrunde gelegte Polygon 
und daher schlieBlich fiir die Kurve C. 

Wesentlich bei unserem Beweis ist die Voraussetzung, daB es sich 
um ein einfach zusammenhangendes beschranktes Gebiet G handelt. 
Ist diese Voraussetzung nicht erfiillt, so kann man nur behaupten, daB 
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das Integral wiber jedes geschlossene Polygon, dessen Inneres ganz zu G 
gehort, oder allgemeiner iiber jede geschlossene Kurve, die ein ganz zu G 
gehoriges Gebtet berandet, verschwindet. Der Beweis wird genau so wie 
vorhin gefiithrt. Bei mehrfach zusammenhangenden Gebieten gibt es 
aber Polygone, deren Inneres nicht zu 
G gehort; dies geht z. B. aus Abb. 78 
hervor. Dann braucht das Integral iiber 
eine geschlossene Kurve nicht den Wert 
Null zu haben. Betrachtet man z. B. in 
einem Kreisringe um den Nullpunkt die 
Funktionen 


ere ce een I. 

a(x,) = eet ye? DNs) = eat 
yon a3 Abb. 78. 

und integriert man im positiven Sinne 


liber einen im Kreisringe verlaufenden Kreis K vom Radius 7, so wird 


J lade + bdy} 


[a (rcosg, rsin g)-(— rsing) + d (rcos@, rsing)-7 cos gy] dp 


Zweites Kapitel. 
Die Grundlagen der Theorie der 
analytischen Funktionen. 


In der Theorie der Funktionen einer reellen Veranderlichen x pflegt 
man zundchst von dem allgemeinsten Funktionsbegriffe auszugehen. 
Man betrachtet ein Intervall J der unabhangigen Variabeln x und denkt 
durch irgendeine eindeutige Vorschrift jedem Werte x aus I eine GréBe 
wu zageordnet. Dann heiBt w= /f(«*) eine Funktion von x in diesem 
Intervalle. Diesen vagen und fiir die Verwendung viel zu allgemeinen 
Funktionsbegriff schrankt man dann nachtraglich wesentlich ein, in- 
dem man weitere Forderungen hinzufiigt, vor allem die Forderung, daB 
die Funktion /(x) stetig oder daB sie differenzierbar ist. Erst durch 
solche Beschrankung auf engere Funktionenklassen wird der Aufbau 
der Analysis im Reellen, insbesondere die Differential- und Integral- 
rechnung méglich. 

Ausgangspunkt der Funktionentheorie oder, genauer gesagt, der 
Theorie der analytischen Funktionen ist nun das Problem, den Begriff 
der Funktion einer reellen Veranderlichen * zum Begriffe der Funktion 
einer komplexen Veranderlichen z = x + 7y zu erweitern und diesen 

TS 
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Funktionsbegriff im Komplexen so einzuschranken, daB sich auf den 
neuen Funktionsbereich die Grundoperationen der Differential- und 
Integralrechnung tbertragen lassen. 

Von vornherein kénnte man dabei von folgendem allgemeinsten 
Begriff einer komplexen Funktion ¢ = f(z) der komplexen Verander- 
lichen z ausgehen: Ist G ein Gebiet der Zahlenebene und ist jedem 
Punkte z = x +7y von G durch irgendeine Vorschrift eine komplexe 
Zahl ¢ = u + iv zugeordnet, so heiBt € = f(z) eine komplexe Funktion 
von z in G. Diese Definition besagt also lediglich, da8 jedem Paar reeller 
Zahlen x, y, fiir welche der Punkt x, y zu G gehért, ein Paar reeller 
Zahlen u, v zugeordnet ist, d. h. daB w und v irgend zwei in G definierte 
reelle Funktionen der beiden reellen Veranderlichen x und y sind. 

Nunmehr schranken wir unseren Funktionsbegriff zunachst durch 
die Forderung der Stetigkeit ein, indem wir verlangen, daB u(x, y) 
und v(x, y) in G stetige Funktionen von x und y sind. 

Wir verlangen ferner, daB die Funktion ¢ = f(z) in G differenzierbar 
sein soll, und wir werden erkennen, daB diese Forderung allein hin- 
reicht, um einen in sich geschlossenen Bereich von Funktionen festzu- 
legen, in welchem unbeschrankt alle elementaren Operationen der 
Analysis, insbesondere unbeschrankt haufiges Differenzieren und In- 
tegrieren méglich ist. Die Tatsache, daB aus der Differenzierbarkeit 
einer komplexen Funktion ihre Integrierbarkeit folgt — und um- 
gekehrt —, wird sich als der Grundpfeiler der Theorie erweisen. Die 
Aquivalenz der beiden Forderungen verleiht der Funktionentheorie 
eine Geschlossenheit und Harmonie, welche der Analysis im Reellen 
vielfach abgeht 1. 


§ 1. Die Forderung der Differenzierbarkeit. 


Um die Forderung der Differenzierbarkeit zu prazisieren, setzen 
wir entsprechend zur Definition des Differentialquotienten reeller Funk- 
tionen fest: f(z) = u + tv heiBt eine im Punkte z differenzierbare Funk- 
tion von z, wenn der Grenzwert 


t(z+ h) — f(2) 


lim i 


h>0 
fiir gede gegen Null konvergierende Folge komplexer, nicht verschwindender 
Zahlen h existiert und von der speziellen Wahl der Folge, also von der Art 
der Anniherung des Punktes z-+-h an den Punkt z, unabhangig ist. Den 


1 Noch eine dritte Forderung hat sich ebenfalls als gleichwertig mit der Dif- 
ferenzierbarkeit oder Integrierbarkeit und ‘somit als brauchbare Definition unserer 
Funktionenklasse erwiesen, namlich die gleichmaBige Approximierbarkeit durch 
Polynome, d.h. die einfachsten mit Hilfe der komplexen Veranderlichen z ge- 
bildeten Ausdriicke. Es ist dies der Inhalt eines von RunGE (Acta math. 6 (1885), 
S. 229ff.) gefundenen Satzes. Der Beweis wiirde allerdings fiir das vorliegende 
Buch zu umfangreich sein und bleibt deshalb weg. 


§ 1. Die Forderung der Differenzierbarkeit. OT 


Grenzwert selbst nennen wir die Ableitung oder den Differentialquotienten 
von € = f(z) und bezeichnen thn mit C’ = f’ (2). 

Insbesondere besagt unsere Definition, daB der Differentialquotient 
nicht von der ,,Differentiationsrichtung’’ abhangen darf, d. h. daB sich 
derselbe Wert des Differentialquotienten ergeben mub, gleichviel auf 
welcher Kurve durch den Punkt z der Punkt z + h gegen diesen heran- 
rtckt. 

Fir die Differenzierbarkeit der Funktion f{(z) im Gebiete G ist es 
zwar offenbar notwendig, aber keineswegs hinreichend, daB u und v 
in G differenzierbare Funktionen von x und y sind. Setzen wir z. B. 
{(z) = x = Rz, so wird, wenn / nur reelle Werte durchlauft, 
f(z+ h) — f(z) rh ' 

aoe 


lassen wir aber A rein imaginaére Werte durchlaufen, so ergibt sich 


lim 
h->0O 


Die Funktionen « und v miissen also noch weiteren Bedingungen 
gentigen, damit die Differenzierbarkeit der Funktion f(z) = u + iv 
gewahrleistet ist. Zur Aufstellung dieser Bedingungen lassen wir h 
einmal reelle, dann rein imaginare Werte durchlaufen. Im ersten Falle 
bekommen wir 
f(2+h)—f(2)_ Ou . OV 

h 


lim Fa 


und im zweiten 


Soll f(z) differenzierbar sein, so muB also die Beziehung 


Ou 2005) Liou, =) 
me tigs=ala Oy 


bestehen, d. h. es muB8 
Ou Ov Ou Ov 


(1) Ox Oy’ Oven, LO 


sein. Wir erhalten daher das Resultat: Fiir die Differenzierbarkeit der 
Funktion € = f(z) =u + iv in einem Gebiete G ist notwendig, dap die 
Funktionen u und v den Differentialgleichungen (1) geniigen; soll auBer- 
dem die Ableitung f’ (z) stetig sein, so miissen auch die Funktionen u,, und 
V, stetig sein. 

Indem wir umgekehrt die Voraussetzung machen, daB f(z) stetig ist 
und die ersten Ableitungen der Funktionen w und v nach x und y im 
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Gebiete G existieren und stetig! sind, wollen wir nunmehr nachweisen, 
daB die Bedingungen (1) auch hinreichend fiir die Differenzierbarkeit der 
Funktion /(z) sind. Dazu setzen wir h = 7-+ 7s mit reellem 7 und s; 
dann ist nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung 


9 = fet hai 


h 
u(xtry+s)—u(x,y) +i(*t+ry+s)— v4, ¥)] 
ap yas 
Me (Es) +5 My (E0) 1 1 Me (8 1) + SP (§, 0’) 
a y+tis y+tis 2 


wobei +77 und é’ + in’ zwei Punkte der Verbindungsstrecke von 
z und z +h sind. Unter Beriicksichtigung der Gleichungen (1) folgt 
daher 

C= vu, (E, 4) +15 Ue (€, 17) bari (6, 9) + 480, (6, 7) 


ytis y+tis 
“(ft ot) 1 no tolEo 0) — MoE N) , Me (EN) — Ve (E.), 
= U,(&, 4) +70, (&,7') + 18 aa + or ee ; 
Ss if ss . . 

da |- er und | - ae | héchstens gleich 1 sind, so folgt aus der 
Stetigkeit der partiellen Ableitungen 

lim Q = 4, + 10, = — tu, + d,. 

h>0 


Dieser Grenzwert ist aber unabhangig von der speziellen Wahl der 
Folge der h; d.h. f(z) ist differenzierbar. Zugleich zeigt die letzte 
Gleichung, daB die Ableitung /’ (z) wieder stetig ist. 
Die hiernach fiir die ganze Funktionentheorie grundlegenden Re- 
lationen (1) heiBen die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen®. 
Wir legen dem weiteren Aufbau der Funktionentheorie die folgende 
Definition zugrunde: 


Der Ausdruck € = f(z) =u + tv heiBt eine im Gebiete G analytische, 
genauer regulare analytische Funktion von z= x + iy, wenn in diesem 


1 Es sei hier darauf hingewiesen, daB es gelungen ist, die Voraussetzung der 
Stetigkeit der Ableitungen als iiberfliissig zu erkennen. Das weitestgehende Re- 
sultat riihrt von Looman her (,,Uber die Cauchy-Riemannschen Differential- 
gleichungen“, G6tt. Nachr. 1923, S.97—108) und besagt, daB es geniigt, auBer 
der Stetigkeit der Funktion f(z) allein das Bestehen der Differentialgleichungen (1) 
vorauszusetzen, wahrend sich die andern hier gemachten Voraussetzungen daraus 
folgern lassen. 

2 Sie stehen bei A. L. Caucuy in der Abhandlung ,,Sur les différentielles de 
quantités algébriques ou géometriques, et sur les dérivées des fonctions de ces 
quantités"’, Exercises d’analyse et de physique mathématique, t. 4, S. 345, Paris 
1847, und bildeten fiir B. Riemann den Ausgangspunkt seiner beriihmten Disser- 
tation ,,Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie der Funktionen einer verander- 
lichen komplexen GréBe'', Géttingen 1851, 2. Abdruck 1867, Ges. math. Werke, 
1.u.2. Aufl., S.3ff., finden sich aber bereits bei DD ALEMBERT, EULER und LAGRANGE. 
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Gebiete u und v stetige Funktionen von x und y mit stetigen partiellen Ab- 
lettungen erster Ordnung sind und dort die Cauchy-Riemannschen Differen- 
tialglerchungen (1) gelten. 


Nach dem Obigen ist diese Definition véllig gleichwertig mit der 
folgenden: 

Der Ausdruck € = f(z) heiBt eine im Gebiete G regulave analytische 
Funktion von z, wenn C in diesem Gebiete eine stetige Ableitung nach 
z hat. 

Regular in einem Punkte bzw. auf einer Kurve nennen wir 
eine Funktion, wenn sie in einem diesen Punkt bzw. diese Kurve ent- 
haltenden Gebiet regular ist. 

Ebenso wie bei der Differentiation reeller Funktionen ergibt sich, 
da8 Summe, Differenz, Produkt und Quotient in G analytischer Funk- 
tionen in jedem Punkte von G, wofern in diesem Punkte im Falle des 
Quotienten der Nenner nicht verschwindet, selbst wieder stetige Ab- 
leitungen besitzen und zwar unter Giiltigkeit der bekannten Regeln 
der Differentialrechnung. Dasselbe trifft fiir eine analytische Funktion 
/() zu, deren Argument yg = (z) eine in G regulare analytische Funk- 
tion von z ist; dabei wird vorausgesetzt, daB die Werte g(z), wenn ¢ in 
G lauft, in einem Gebiete der g-Ebene liegen, in welchem /(q) regular 
ist. Also: Summe, Differenz, Produkt, Quotient von analytischen Funk- 
tionen sowie eine analytische Funktion von einer analytischen Funktion 
sind in geeigneten Gebieten wieder analytisch. Da z selbst und jede Kon- 
stante offenbar in jedem Gebiet analytische Funktionen von ¢z sind, 
bilden demnach alle rationalen Funktionen von z Beispiele analytischer 
Funktionen. 


§ 2. Die inverse Funktion. 


Wir wollen in diesem Paragraphen zeigen, daB der soeben ein- 
gefiihrte Funktionsbegriff einer weiteren Anforderung geniigt: Der Be- 
griff der Umkehrfunktion hat einen Sinn wie bei den Funktionen einer 
veellen V erdnderlichen. 

Damit eine Umkehrfunktion existiert, muB jedenfalls eine umkehr- 
bar eindeutige Zuordnung der Punkte einer gewissen Umgebung des 
Punktes z) = %) + 7 einerseits und der Punkte einer gewissen Um- 
gebung des Punktes €) = f(z) andererseits bestehen, eine Zuordnung, 
welche man als umkehrbar eindeutige ,,A bbildung“ der beiden Gebiete 
auf einander bezeichnet. Hierzu miissen sich die beiden Gleichungen 


u=u(%,y), v=0(%, y) 


in einer Umgebung des Punktes x», vp von G eindeutig nach x und y 
auflésen lassen. 

Nach einem bekannten Satze der Differentialrechnung ist dies der 
Fall, wenn die partiellen ersten Ableitungen von uw und v fir % = %p, 


98() III, 2. Die Grundlagen der Theorie der analytischen Funktionen. 


y = yo existieren und stetig sind und ihre Jacobische Determinante 
A = UgVy — UV, im Punkte « = %, y = Yo (und wegen der Stetigkeit 
auch in einer gewissen Umgebung dieses Punktes) nicht verschwindet. 
Sind diese Bedingungen erfiillt, so werden in einer Umgebung der Stelle 
U(X, Vo) = Uo, V(X, Yo) = Vo der wv-Ebene die Funktionen « = %(u, v) 
und y = y(u, v) eindeutige und stetige Funktionen von wu und v, deren 
partielle erste Ableitungen stetig sind und die Werte 


Ss 

SS 

Ss 
8 


v U 


Uy 
Ay =" Ve ES ee ius Vas at ANE Sona 
haben. 
Ist nun die Funktion u + 7v analytisch, so ist nach den Cauchy- 
Riemannschen Differentialgleichungen 


A= 42-20, = 0," 0 = | eZ) 
im Falle f’ (zo) ++ 0 sind also alle obigen Bedingungen erfillt, und tber- 
dies wird nach den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen 
UN, = 0,0 U, == = 0, also 
Xy =YVy> eee meee AIC 


Wir gewinnen also das Resultat: 


2. 
> 


Ist fiir z = 2, die Ableitung f' (z) von Null verschieden, so wird eine 
hinreichend kleine Umgebung des Punktes z, umkehrbar eindeutig auf 
eine Umgebung des Punktes Cy = f (2) abgebildet; d.h. fiir diese Um- 
gebung von Z = 2 1st die Gleichung €=f(z) in der Form z= (fC) ein- 
deutig nach z auflosbar. Die Funktion q(C) ist in einer Umgebung des — 
Punktes €, stetig und hat dort stetige partielle A bleitungen, die den Cauchy- 
Riemannschen Differentialgleichungen gentigen; sie 1st daher eine ana- 
lytische Funktion von C. Sie herbi die zu f(z) inverse Funktion oder die 
Umkehrfunktion von f(z); thre Ableitung lautet 

az ; Ox On)! Vy — Vy 1 1 
cha a ee a Poe ie A eer re sae 

Die Tatsache, da durch eine analytische Funktion f(z) mit /’ (29) + 0 
eine hinreichend kleine Umgebung der Stelle z) wieder auf ein Gebiet 
der ¢-Ebene abgebildet wird, bezeichnen wir gelegentlich als _ ,,Satz 
von dey Gebtetstreue’’. In Kap. 4, §1 werden wir die Voraussetzung 
/' (29) += 0 fiir die Gebietstreue als tiberfliissig erkennen. 


§ 8. Das bestimmte Integral einer analytischen Funktion 
und seine Grundeigenschaften. 

Wie schon in der Einleitung zu diesem Kapitel angedeutet wurde, 

ist es eine entscheidende Tatsache der Funktionentheorie, daB die 


Differenzierbarkeit von selbst die Ubertragbarkeit der Integral- 
rechnung auf die so charakterisierten Funktionen nach sich zieht. 
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In der Theorie der reellen Funktionen wird das Integral einerseits 
als Umkehrung des Differentialquotienten (,,unbestimmtes Integral‘), 
andererseits als Grenzwert einer Summe (,,bestimmtes Integral‘) ein- 
gefuhrt ; nachtraglich wird dann bewiesen, daB die beiden Definitionen 
inhaltlich tbereinstimmen. 

Analog kénnen wir bei den analytischen Funktionen einer kom- 
plexen Variablen vorgehen. Um zuniachst die Erklarung des bestimmten 
Integrals tibertragen zu kénnen, denken wir uns zwei Punkte z) und Z 
eines Gebietes G durch eine stiickweise glatte Kurve C miteinander 
verbunden, welche ganz in G verlauft. Eine Funktion /(z) mége im 
ganzen Gebiet G oder auch nur langs der Kurve C stetig sein!. Wir zer- 
legen die Kurve C durch die im Sinne der Orientierung von C aufeinan- 
der folgenden Punkte 2, 2,..., 2, =Z in m Teile und bilden die Summe 


Si, = 31 (23) (2, FR Zee 


in welcher z,* einen beliebigen auf C im Intervall von z,_, (einschlieBlich) 
bis 2, (einschlieBlich) liegenden Punkt bezeichnet. Verfeinern wir nun 
die Einteilung unbegrenzt, indem wir die Anzahl der Teilpunkte tiber 
alle Grenzen wachsen und den gr6éBten ihrer gegenseitigen Abstande 
| z, — %,_3] gegen Null abnehmen lassen, so strebt S, einem von der 
speziellen Wahl der Zwischenpunkte 2,, 29, . . ., 27-1 SOWle 2,*, 2.*, ..., 
Z,-4* unabhangigen Grenzwert zu. Das kann man ohne Benutzung 
reeller Integrale ganz analog beweisen wie die entsprechende Tatsache 
im Reellen. Auch kann man diesen Satz folgende1maBen auf reelle 
Kurvenintegrale (vgl. Kap. 1, §3) zurtickftthren: Wir setzen 


f(z) =f(%+ ty) = (x, y) + 10 (x, 9), 
z* =x + iy,*, 
pee = Lee =A AN 
dann ergibt sich 


= S'[u (x,*, 9,8) Ax, — 0 (x,*, 9,*) Ay,] 


al 
+i Su pen Ages. n) Aa 
yi 


Bei wachsendem  konvergieren die Summen auf der rechten Seite gegen 
die reellen Kurvenintegrale f{w dx —vdy}\ baw. fife dx +udy}; 
C C 


daher existiert der behauptete Grenzwert. 
1 Eine Funktion f(z) =u-+ iv heiBt ldngs einer stetigen Kurve C stetig, wenn 


die reellen Funktionen u und v auf der Kurve C stetig vom Kurvenparameter 
abhangen. 


989 II, 2. Die Grundlagen der Theorie der analytischen Funktionen. 


Den Grenzwert von S,, nennen wir das tiber die Kurve C genommene 
bestimmte Integral 


Of; (2) az --oder ih (z) dz 
a C 


der Funktion /(z). Es ist also 


(1) fit )dz= JX udx —vdy\+if{vdx+udy}. 
Cc 


Das Teeral gestattet nach seiner Definition, wenn | f(z) | auf dem 
ganzen Integrationswege eine Schranke M nicht tiberschreitet und L 
die Lange des Integrationsweges bedeutet, die wichtige Abschatzung 


Z 
(2) [OP t@dz|S ML. 


Aus der Definition des bestimmten Integrals folgen sofort die 
Regeln: 

Ist der Endpunkt der stiickweise glatten Kurve C, zugleich Anfangs- 
punkt der stiickweise glatten Kurve C,, ist C die durch Zusammenfiigung 
der Kurven C, und C, entstehende Kurve und ist die Funktion /(z) 
langs C stetig, so ist 


fie }da+ Jt) (2)dz= Jf (2)d 
Sind die Gentine / (2) an g (2) C stetig, so ist 
Siedz+ Jee)dz= S(t) +8 (@))dz 
Ist f(z) langs C stetig und c eine Konstante, so ist 
c J f(\dz= fer f (z)dz. 


Ist f(z) langs C stetig und C’ die aus C durch Umkehrung des 
Durchlaufungssinnes entstehende Kurve, so ist 


fi@daz= — ff(e)dz 
oi C 


§ 4. Der Cauchysche Integralsatz. 


Auch der Begriff des unbestimmten Integrals laBt sich unmittelbar 
auf das komplexe Gebiet ausdehnen. Ist in einem Gebiete einer ana- 
lytischen Funktion f(z) eine zweite analytische Funktion F(z) derart 
zugeordnet, daB F’(z) = f(z) ist, so nennen wir F(z) ein unbestimmtes 
Integral von f(z) und schreiben 


(= fi az 


Der Begriff des Integrals einer analytischen Funktion erhalt seine 
Bedeutung erst dadurch, daB sich das bestimmte Integral gleichzeitig 
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als unbestimmtes Integral auffassen 1a8t und daB es vom Integrations- 


wege unabhangig ist. Es gilt namlich der folgende, als Cauchyscher 
Integralsatz+ bezeichnete fundamentale Satz: 


Es set G ein einfach zusammenhdngendes Gebiet der z-Ebene und f(z) 
eine in G regulave analytische Funktion. Ferner sei 2) ein fester, Z ein 
veriinderlicher Punkt in G, C irgendeine z mit Z verbindende, in G ver- 
laufende stiickweise glatte Kurve. Dann ist das tiber die Kurve C erstreckte 
Integral 


Off @ doe E (Z) 


von der speziellen Wahl des Integrationsweges C unabhdngig und stellt 
eine in G regulare analytische Funktion F(Z) dar, deren Ableitung durch 
die Gleichung 


gegeben wird. 

Gewohnlich spricht man den Cauchyschen Integralsatz in der 
Fassung aus, daB fiir jede ganz im Regularitdtsgebiete G von f(z) liegende 
geschlossene sttickwetse glatte Kurve C das Integral fil f(z)dz den Wert 
Null hat. 

Wir fihren den Beweis des Integralsatzes durch Bezugnahme auf 
reelle Kurvenintegrale. Die Kurvenintegrale in Formel (1) des vorigen 
Paragraphen sind nach den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichun- 
gen auf Grund des Satzes in Kap. 1, § 3 vom Wege C unabhiangig 
und stellen bei festem z, und variablem Z = X +17Y stetige Funk- 
tionen U(X, Y) und V(X, Y) dar, deren Ableitungen nach X und Y 


ax — 4(xX, Y), FE SESS 
OV OV 
ee A = ay OS, YX) 


stetig sind und den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen ge- 
nigen. Mithin ist F(Z) = U +7V eine analytische Funktion von Z, 
deren Ableitung 


F(z) = 28 aoe 


ax tigg =" (X,Y) +10(X,Y) =1 (2) 


lautet. Damit ist der Cauchysche Integralsatz bewiesen. 


Der Cauchysche Integralsatz bleibt unter der Voraussetzung evner ein- 
fachen Berandung auch dann noch in Kraft, wenn die Integrationskurve 
C ganz oder teilweise mit dem Rande des Gebietes G zusammenfallt und 
die Funktion f(z) auf dem Rande zwar nicht mehr reguléry analytisch, 


1 Caucuy, A. L.: Mémoire sur les intégrales définies, prises entre des limites 
imaginaires, Paris 1825; wieder abgedruckt Darb. Bull. 7 (1874), S. 265 und 8 (1875), 
S. 43, 148. Gausz war bereits 181] im Besitze dieses Satzes, vgl. Brief an BESSEL 
vom 18. Dez. 1811; Gausz: Werke Bd. 8, 5S. 90 bis 92. 
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aber im abgeschlossenen Gebiete stetig ist; auch bei nicht einfach beran- 
deten Gebieten gilt diese erweiterte Fassung, wenn sich das Gebiet durch 
Querschnitte in eine endliche Anzahl einfach berandeter Gebiete zerlegen 
laiBt, in denen dieselben Voraussetzungen erfillt sind. Um dies einzu- 
sehen, braucht man nur die Integrationskurve im Sinne von Kap. 1, § 2 
durch andere, ganz in G verlaufende stiickweise glatte Kurven, z. B. 
geradlinige Streckenziige, glatt zu approximieren. Denn fir diese 
Approximationskurven gilt der Cauchysche Integralsatz, und die ent- 
sprechenden Kurvenintegrale konvergieren gegen das Kurvenintegral 
uber die approximierte Kurve. 

Unserem Beweise des Cauchyschen Integralsatzes, bei dem wir uns 
auf die in Kap. 1, §3 entwickelte Theorie der reellen Kurvenintegrale 
gesttitzt haben, lassen wir jetzt einen zweiten folgen, bei welchem 
wir die Unabhiangigkeit des Integrals vom Wege direkt zeigen. Der 
Integrationsweg sei gegeben durch eine komplexe Funktion z = y(¢, «) 
zweier reeller GréBen+ ¢ und «, wobei ¢ im Intervalle 4; = ¢< #7, und 
a im Intervalle 0 < « < 1 veradnderlich sein mége. Jedem festen Wert 
von « entspricht ein bestimmter Integrationsweg, welcher durchlaufen 
wird, wenn ¢ von ¢, bis ¢, variiert. Die Anfangs- und Endpunkte aller 
so erhaltenen Integrationswege wollen wir als fest voraussetzen, d. h. 
wir wollen annehmen, da8 y(¢,, «) und y (¢,, «) von « unabhangig sind. 
Ferner soll die Funktion y (¢, «), allenfalls mit Ausnahme einer endlichen 
Anzahl fester Werte von /, eine stetige Ableitung nach ¢ sowie zweite 
Ableitung nach ¢ und « und fur jedes feste ¢ eine stetige Ableitung nach 
a besitzen, und alle fiir die verschiedenen Werte von « sich ergebenden 
Wege sollen in einem Regularitatsgebiete G von f(z) liegen. Differen- 
zieren wir nun das Integral 


Wenden wir im ersten Summanden partielle Integration an, so fallt 
das Glied f(y)y, fiir die Grenzen fort, und es wird 


ty 


| (<1) ryt £0) ty) At =; 


ty 


' Unter einer komplexen Funktion reeller Gré8en verstehen wir eine 
komplexe Gr6é8e, welche von den reellen Veranderlichen abhangt. 
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sod 


d.h. J ist von « unabhangig, das Integral andert sich nicht bei einer 
derartigen stetigen Abanderung des Integrationsweges. 

Dasselbe gilt, wenn ein geschlossener Integrationsweg, bei dem 
x(t, %) = x(t, «) ist, in der angegebenen Weise innerhalb G deformiert 
wird; denn auch in diesem Falle verschwindet bei der partiellen In- 
tegration die Differenz der an den Grenzen genommenen Ausdriicke 
TO) Xe 

Um nunmehr den Cauchyschen Integralsatz in seiner obigen Fas- 
sung zu beweisen, mtissen wir zeigen, daB das Integral tiber eine be- 
liebige in G gelegene stiickweise glatte geschlossene Kurve den Wert 
Null hat. Eine solche Kurve la@t sich  - a2, 
durch Polygone in G glatt approxi- 
mieren; die tiber diese Polygone er- 
streckten Integrale. konvergieren, wie 
sich aus der Definition des Integrals 
ohne weiteres ergibt, gegen das tiber 
die Grenzkurve erstreckte Integral. Der 
Integralsatz braucht also nur fiir Poly- 
gone bewiesen zu werden. Wie beim Be- 
weis des Hauptsatzes tiber Kurveninte- 
grale in Kap. 1, § 3 erkennt man, daB es 
gentigt, den Satz fiir Dreiecke zu be- 
weisen. Fiir ein Dreieck mit den Ecken 2,, 2, 2, (vgl. Abb. 79) k6énnen’ 
wir aber eine Funktion y(#, «), welche die Seite 2, z3 in den Strecken- 
ZU 21, 2, 23 Uberfiihrt, leicht explizit angeben. Setzt man namlich 


x(t, %) = 2 + (Zs — %) + at (2 2 — 23 — %), OStS}, 
Wb Oj Peel BAZ eg) qe (Lt) (2 25 == 2g 2), pease al 


so ist y(¢,«) eine geeignete Funktion, also 


zy Za 
Abb. 79. 


fre dz = Sr (2) dz + fi (z) dz, 


Zo 23 2 
J+f+f=0. 
Ca Zn 23 

was zu beweisen war. 


Einen grundsitzlichen Fortschritt gegeniiber diesen Beweisen des 
Integralsatzes erzielt der folgende Beweis von GourRsaT, bei welchem 
nur von der Existenz, nicht aber von der Stetigkeit der Ableitung Ge- 
brauch gemacht wird. Wir schicken zwei Hilfssitze voraus. 

Zunachst folgt aus der Definition des Integrals sofort, daB das ber 
irgendeine Kurve K mit dem Anfangspunkt @ und dem Endpunkt 0 
erstreckte Integral fi 1 dz, welches auch kurz if dz geschrieben wird, 

kK K 
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stets den Wert ) — a hat; iiber eine geschlossene Kurve erstreckt, 
hat das Integral also den Wert 0. 
Zweitens ist das Integral f zdz nach Definition der Grenzwert eines 
k 


Ausdrucks 


n 


2/4, (2%, — #1) 


y=1 


und zugleich der Grenzwert von 


U7 
Saget (a i a oye ? 
v=1 


demnach auch der Grenzwert des arithmetischen Mittels 


n n 
Se ae Syed) (> — Spe) Wes yea Zn? — 20" i b? — a? 
AES; 9 el 


el y= 
i. 
2 
druck wiederum Null, also 3 sgh == (0) 
K 


also selbst gleich . Fur eine geschlossene Kurve K ist dieser Aus- 


Wie oben erkennt man nun zunachst, daB es gentigt, den Cauchy- 
schen Integralsatz fiir ein Dreieck C zu beweisen. Es bedeute J) den 


1 
Umfang des Dreiecks. Fir » = 1, 2,3, ... setze man J, =F, Ver- 
bindet man die Seitenmitten des Dreiecks C, so zerfallt es in vier Teil- 


5 Z 
dreiecke vom Umfang J, = =; (Abb.80). Setzt man nun | ip {@)del=—e,. 
C 
so muB mindestens eins der Teildreiecke die Eigenschaft haben, daB das 
uber seinen Rand C, erstreckte Integral 
der Bedingung 


a =|{7@az|2% 


genugt. Denn das Integral tiber C setzt 

sich additiv aus den Integralen iiber die 

vier Teildreiecke zusammen, und der 

Abb. 80. absolute Betrag einer Summe ist nicht 

groBer als die Summe der Betrage der ein- 

zelnen Summanden. Nun wende man auf C, dasselbe Verfahren wie oben 
auf C an und fahre so fort. Dadurch kommt man zu einer Folge ineinander 
geschachtelter DreieckeC = Cy, Cy,'C3,. 2 .;/ jedes Cy (m= 0, 1820 )) 


: 1 ‘ : 
Matrates Lange bi. Sa und fiir die zugehérigen Integrale gilt die Be- 
ziehung 
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Diese Dreiecke miissen, da ihr Durchmesser mit wachsendem n gegen 
Null strebt, einen und nur einen gemeinsamen inneren Punkt y enthalten, 
nach welchem ihre samtlichen Ecken konvergieren. Da nun die Funktion 
/(z) im Punkte y differenzierbar ist, so l48t sich zu jedem ¢ > 0 eine 
positive Zahl s so finden, da fir alle z, fir die |z—y|<-s ist, 
eine Gleichung 


f(z) = fly) + @— vy) fF () +o(2) @ —») 


mit |o(z) |< e besteht. Diese Aussage ist gleichbedeutend mit der 
Tatsache, daB die Funktion f(z) im Punkte y differenzierbar ist, d. h. 
daB die Zahl 


f (2) — f(y) 


oy = at 


ey) 


absolut genommen beliebig klein wird, wenn nur | z — y | hinreichend 
klein wird. Weiter kénnen wir eine nattirliche Zahl N so angeben, 
daB fir alle »=N der Maximalabstand @,, zwischen dem Punkte y 
und der Linie C,, kleiner als s ist. Aus der obigen Gleichung folgt 
dann fir »=>N 


fi@de=fo@) nde + fi) @ det fi yaz 


Cn Cn 


Q) =fo@@—y4aet+1 & ) fazed y= vf O) f az. 


Da die Integrale 3 dz und a zdz nach dem Obigen verschwinden, so wird 


G 
die Gleichung a Vz 
nee (2 — y) dz, 
Cn Cn 


und hieraus ergibt sich nach § 3, (2) weiter 
| Ji f (2) \dz\< L,E On: 
Cn 
Nun ist 0, </,, demnach 
7.2 
= L1@) GR aye ee 
Wegen a, = oe ist also 
ff @ dz| =a Shere. 
C 
Da ¢ beliebig klein gewahlt werden kann, so ist 
i f(z) dz=0. 
G 


Damit ist der Cauchysche Integralsatz véllig bewiesen. 
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Es sei nochmals hervorgehoben, daB in diesem Beweis die Stetig- 
keit der Ableitung /’(z) nirgends benutzt wird. In §7 wird sich nun 


Z 
zeigen, daB aus der Unabhangigkeit des Integrals AF f(z)dz vom Weg 


Zo 

auch umgekehrt der analytische Charakter der Funktion f(z) in dem 
betrachteten Gebiete folgt. Somit hatte man bei der Definition der 
analytischen Funktion in §1 sich auf die Forderung der Differenzier- 
barkeit beschranken und auf die zusiatzliche Forderung der Stetigkeit 
der Ableitung verzichten kénnen. Die Stetigkeit der Ableitung ergibt 
sich dann nachtraglich als Folgerung aus ihrer Existenz auf dem Um- 
weg iiber den Beweis des Cauchyschen Integralsatzes und seiner Um- 
kehrung. 


§ 5. Integrale in mehrfach zusammenhangenden Bereichen. 
Der Cauchysche Residuensatz. 


Fir das Bestehen des Cauchyschen Integralsatzes ist die Voraus- 
setzung wesentlich, daB das betrachtete Gebiet G einfach zusammen- 
hangt. Ist die Funktion f(z) in dem u-fach zusammenhangenden Ge- 
biete G, welches von m einfachen geschlossenen Kurven begrenzt wird, 
mit EinschluB des Randes regular, so gilt folgende Verallgemeinerung 
des Cauchyschen Integralsatzes: Bedeutet f(z) eine in einem n-fach zu- 
sammenhingenden einfach berandeten Geliete G einschlieBlich des Randes 
regulire analytische Funktion, so hat das Integral f f (z)dz den Wert Null, 
wenn es in positivem Sinne um den ganzen Rand von G erstreckt wird. 

Zum Beweis approximieren wir jede der m Randkurven von G glatt 
durch einen ganz zu G gehorigen Polygonzug. Bei hinreichender Giite 
der Approximation beranden diese Polygonziige wieder ein m-fach zu- 
sammenhangendes Teilgebiet B von G, das man genau wie das Innere 
eines einfachen Polygons in Dreiecke zerlegen kann. Das itber einen ein- 
zelnen Dreiecksrand im positiven Sinn erstreckte Integral hat nach dem 
Cauchyschen Integralsatz den Wert Null. Durch Summation iiber alle 
Dreiecke ergibt sich (da die Integrale itber die inneren Dreiecksseiten 
sich gegenseitig aufheben), daB das Integral tiber den positiv durch- 
laufenen Gesamtrand von B verschwindet. Durch Grenziibergang er- 
halt man nach einem Satz aus Kap. 1, §3 auch fiir das Integral itber 
den positiv durchlaufenen Rand von G den Wert Null. 

Hangt speziell das Gebiet zweifach zusammen, so wird 


Stdz= ff(e)dz, 
C, C, 


wobei beide Randkurven C, und C, im gleichen Sinne zu durchlaufen 
sind, d. h. so, daB sie beide ihr Innengebiet im selben Sinne umlaufen. 

Die Funktion /(z) mége in einem Gebiet G mit AusschluB® eines 
gewissen inneren Punktes z regular sein; tiber ihr Verhalten in z) wird 
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nichts vorausgesetzt. K, und K, seien zwei ganz innerhalb G gelegene 
Kreise mit dem Mittelpunke Z und ohne gemeinsame Peripheriepunkte 
(Abb. 81). Da f(z) in dem zwischen K, und K, liegenden zweifach zu- 
sammenhangenden Ringgebiet mit Aineenias des Randes regular ist, 
so liefert der soeben hervorgehobene Spezialfall die Gleichung 


Sf@dz=JSf (dz 
Ky IG, 


wenn K, und K, beide im positiven Sinne durchlaufen werden. Unser 
Satz besagt also: Die Integrale tiber alle hinreichend kleinen Kreise mit 


Ki \a 
Ki 
@) : 
G 
Abb. 81. Abb. 82. 
dem Muttelpunkt zy haben einen und denselben Wert. Das 5 xa;fache dieser 


durch die Funktion f(z) und den Punkt z, vollig ties GréBe wird 
als das Restduum der Funktion /(z) an der Stelle z) bezeichnet. 

Eine Funktion /(z) sei nun in dem einfach zusammenhangenden 
Gebiet G bis auf endlich viele im Innern liegende Punkte 2%, 2, ..., z, 
und iiberdies auf dem ganzen Rande C von G regular. Wir umgeben 
(vgl. Abb. 82) jeden der Punkte z, (4 =1,2,...,7) mit einem ganz . 
innerhalb G gelegenen kleinen Kreis K,, der (mit Einschlu8 seiner Peri- 
pherie) bis auf den Mittelpunkt z; keine weitere der Stellen 2, 25, . . ., 2, 
enthalt; ttberdies mégen die Kreise K,, Ky,..., K, so klein gewahlt 
sein, daB sie sich gegenseitig nicht treffen. Wendet man den zu Beginn 
dieses Paragraphen bewiesenen Satz auf das aus G nach AusschluB der r 
Kreisflachen entstehende (ry + 1)-fach zusammenhangende Gebiet an, 
so ergibt sich, wenn alle Integrationswege im positiven Sinne durch- 
laufen werden, die Formel 


Sf)dz—f fe)dz— J f(dz— = ff(2)dz= 
C Ky, Ky, Ky 
und hieraus 


Si@dz=JSi@dazt+ fi@det-- +fi@d. 
6) Ky Ka 


Hurwitz-Courant, Funktionentheorie, 3. Aufl, 19 
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Da f(z) im Innern und auf dem Rande jedes Kreises K; mit AusschluB 
des Mittelpunktes z, regular ist, so stellen in der letzten Gleichung die 
Glieder der rechten Seite die mit 227 multiplizierten Residuen der 
Funktion f(z) an den Stellen z,, z,..., 2, dar, und es ergibt sich der 
Cauchysche Residuensatz: 

Ist die Funktion f(z) im Innern und auf dem Rande des einfach zu- 
sammenhdngenden Gebietes G mit AusschluB endlich vieler innerer Punkte 
24) 2a) +» +» Zp regular, so ist das im positiven Sinne tiber den Rand von G 
erstreckte Integral if f(z) dz gleich der mit 21 multiplizierten Summe der 
Residuen von f(z) in den Punkten 24, 2g, .. «, r- 

Auf S. 308 wird sich ein rechnerisch in den meisten Fallen brauch- 
bares Mittel ergeben, das Residuum einer analytischen Funktion an 
einer gegebenen Stelle zu bestimmen. MHierdurch erhalt dann der 
Cauchysche Residuensatz seine volle Fruchtbarkeit fiir die Aus- 
wertung bestimmter Integrale. Vgl. Kap. 3, § 5. 


§ 6. Beispiele. Elementare Funktionen. 


Die bisher gewonnenen Ergebnisse gestatten uns, die samtlichen 
sogenannten elementaren Funktionen auch fiir das komplexe Gebiet 
zu definieren. Fiir die rationalen Funktionen ist dies bereits in §1 
hervorgehoben worden; auch der Proze8 der Differentiation liefert uns 
hier nichts Neues. Dagegen erhalten wir durch Integration rationaler 
Funktionen neue Funktionen. Das einfachste und wichtigste Beispiel 


liefert uns die Integration der Funktion f(z) = ee 

Diese Funktion verhalt sich fiir alle von Null verschiedenen Werte 
von z regular. Bei Annaherung an den Punkt z = 0 hingegen wachst 
| f(z) | wtber alle Grenzen, so daB sich also f(z) in der Umgebung des 
Nullpunktes nicht mehr wie ‘eine dort regulare Furiktion verhalt. Um- 
gibt man daher den Punkt z = 0 mit einer geschlossenen Kurve C, so 
ist auf diese der Cauchysche Integralsatz nicht anwendbar. In der Tat 
wird, wenn etwa C ein Kreis vom Radius @ um den Nullpunkt ist, auf C 


z=o(cosp+izsing) OX p< 2m), 
dz = 0(— sing + icos p)dg =te(cosp +4 ising)dq, } 
also bei positiver Umlaufung des Nullpunktes 


27 
dz : . 9 
— =1\ dp = 22 {--O)e- 
Cc 0 
? Der Sinn dieser mitunter bequemen und auch im folgenden gelegentlich 
wiederkehrenden Bezeichnungsweise durch ,,Differentiale‘‘ ist klar. 
: é : d 
2 Eine genauere Schreibweise statt 2 ware [z dz. Solche Vereinfachun- 


: Cc Cc 
gen werden wir uns aber in Zukunft Ofters erlauben. 
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Nach dem vorigen Paragraphen gilt die Gleichung 
(1) ie =2ni 
Oo 


nicht nur fiir den Kreis C, sondern fiir jede beliebige einfache geschlossene 
stickweise glatte Kurve um den Nullpunkt; denn wir kénnen 9g so klein 
wahlen, daB der Kreis C ganz im Innern dieser Kurve liegt. 


Fir reelle positive Werte von z gilt bekanntlich 


z 
(2) log z = fe 4 
i 


Wir nehmen diese Formel als Definition der Funktion logz, des Loga- 
vithmus, auch fiir komplexe Werte von z. Dann ist aber die Funktion logz 
nicht mehr eindeutig; wir kénnen namlich den Punkt 1 mit dem Punkte 
z durch zwei verschiedene Integrationswege verbinden, welche sich 
nicht ohne Uberschreitung des Ausnahmepunktes z =0 stetig ineinander 
liberfiihren lassen, indem sie z. B. zusammen eine einfache geschlossene, 
den Punkt 0 umschlieBende Kurve bilden, fiir welche der Gesamtwert 
des Integrales nicht 0, sondern, nach (1), gleich 227 ist. 


Der Logarithmus logz erweist sich also im komplexen Gebiete als 
eine (unendlich) vieldeutige Funktion von z. Will man eine eindeutige 
Bestimmung erzielen, so schneidet man die Ebene vom Nullpunkte an 
etwa langs der negativen reellen Achse bis ins Unendliche auf. Die so 
aufgeschnittene Ebene ist ein Gebiet mit einer Randlinie, in dessen 
z 
dt 


Innerem die Funktion a regular ist und in dem das Integral ¢ = ; 


? 


I 
wenn der Integrationsweg auf das Innere des Gebietes beschrankt wird, 
eine eindeutig bestimmte Funktion der oberen Grenze z mit der Ab- 


leitung — +0 darstellt. Der so definierte Wert von logz heiBt der 
Hauptwert des Logarithmus. 

Die fundamentale Eigenschaft des Logarithmus ist das ,,Additions- 
theorem** 
(3) logz, + log z, = log (2122), 


eine Gleichung, die wegen der Mehrdeutigkeit des Logarithmus so zu 

verstehen ist, daB bei irgend welcher Bestimmung der Werte von log 2, 

und logz, einer der Werte von log (z,2) gleich der Summe der beiden 

ersteren Logarithmen ist. Das Additionstheorem ergibt sich unmittel- 
19* 
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a Bu 

dt dt 

=|¢ +{4 
cal 


il 


bar aus der folgenden Transformation: 


d (zt) 
Zyt 


4 


2 Zo 
d 
log z, + log z. = log 2, ae == eas, || 
1 i 


2 ep 


dt 
=|“ == 108 (27. 45)" 
1 


Setzt man z=x+2y =o(cosm +7sing), wobei 9? = x7 + y?, 
620,189 = * ist, und integriert man tiber den in Abb. 83 angegebenen 


Weg, der aus dem Stiick der reellen Achse von 1 bis g und einem Kreis- 
bogen vom Radius @ besteht, so wird 


z Q 2 P 
(4) loge = (4 ={ + [=toge + sfay=loge + ig, 
1 1 e 0 


womit der komplexe Logarithmus auf reelle Funktionen zurtickgefihrt 
ist. Dalogo und alle reellen Werte annehmen kénnen, so nimmt logz 
alle komplexen Werte an. 

Nach dem Satze von § 2 besitzt die Funktion ¢ = logz fiir die Um- 
gebung jeder von z =O verschiedenen Stelle eine Umkehrfunktion; 
diese heiBt die Exponentialfunktion und wird mit z= e> bezeichnet. 
Die Gleichung (4) lehrt, 
daB jedem Werte € = loge 
-+-7¢q@ ein und nur ein von 
0 verschiedener Punkt z zu- 
geordnet ist, d. h. daB ef in 
der ganzen ¢-Ebene eindeu- 
tig definiert ist. Speziell 
gilt fur [iz] == 9 ="l 


loge =0, also logz =i 


0 7 x g 
Abb. 83. 


oder 
(5) Z=cosy -+ising =e. 


Eine beliebige komplexe Zahl ¢ gestattet nach (4) (mit ¢ statt z) die 
Darstellung 


oe (cosm -+ ising) = € = ele — elosetiy, 
und da log¢ jede komplexe Zahl z bedeuten kann, so ergibt sich fiir be- 
liebiges z die wichtige Gleichung 
(6) \eeeiete 
Der Vieldeutigkeit des Logarithmus entsprechend besitzt die Ex- 
ponentialfunktion die Periode 27, d.h. sie geniigt der Gleichung 
est2int == es, ‘ 
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Insbesondere ist 
ent — |, 
Aus dem Additionstheorem (8) folgt die Relation 
e108 z1 e108 2s = eloszitlogzs | 
Dot ee NI De 

Genau wie im Reellen folgt fiir den Differentialquotienten der Ex- 

ponentialfunktion 


de* 
az 


== 6", 


Die Einfiihrung des Logarithmus erlaubt uns schlieBlich noch, die 
allgemeine Potenz z* durch die Formel 


g% — ealogz 
zu definieren. 
Die hier eingeftthrten Funktionen werden wir auch noch in Kap. 4 
untersuchen. 


§ 7. Die Cauchysche Integralformel. 


Der Cauchysche Integralsatz bzw. der allgemeinere Satz von S. 288 
fiir mehrfach zusammenhangende Gebiete ermdglicht die Herleitung 
einer grundlegenden, ebenfalls von Caucuy herriihrenden Integral- 
formel, welche den Wert einer analytischen Funktion /(z) in einem be- 
liebigen inneren Punkte z eines abgeschlossenen Regularitatsgebietes 
durch die Werte von /(z) auf dem Rande ausdriickt }. 

Es sei /(z) eine in dem Gebiete G regulare analytische Funktion 
und C der. stiickweise glatte aus einfachen Kurven bestehende Rand 
eines ein- oder mehrfach zusammenhangenden, ganz in G liegenden 
abgeschlossenen Regularitatsgebietes, welches im positiven Sinne um- 
laufen wird und den Punkt z, in seinem Innern enthalt. In dem Gebiet, 
welches aus G durch Ausschneiden eines Kreises um 2) von hinreichend 


f (2) 
Z— & 
wenn K die positiv umlaufene Kreisperipherie bedeutet, 


jae dz = {$0 az 
&— && &— & 
C K 


R= ho 0S ® (C=. 9 = 22); 


kleinem Radius 9 entsteht, verhalt sich also regular. Daher ist, 


Nun gilt auf K 


also 
az 


zZ— % 


dz =igevrdg, = idy 


1 Caucuy, L.A.: Sur la mécanique céleste et sur un nouveau calcul appelé 
calcul des limites. Turin 1831 = Exerc. d’anal. et de phys. math., Bd.2, Paris 1841. 


e 
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und somit 
2.96 
() fpraeaifieateenag. 
6 0 


Wegen der Stetigkeit von f(z) im Punkte 2, gilt bei beliebig klein 
vorgegebenem positivem ¢ fir alle hinreichend kleinen Werte von @ 
und beliebige ; 

If @o + @&%) —f (%)|<e: 
daher wird nach der Abschatzungsformel (2) aus §3 
2% 


[fC + ee”) — fo) dp| S 2a, 


2% 


2a 22% 
Jil + ee?) dp = Jt) dp + ff (% + ee”) — f (20) 4p 
= 2af (%) + 207 


mit | |< «. Bei verschwindendem g@ konvergiert mithin die rechte 
Seite der Gleichung (1) gegen 2a7f(z»). Schreiben wir.noch 2 statt 2 
und bezeichnen wir die Integrationsvariable mit ¢, so haben wir damit 
die Integralformel von CaucHy bewiesen: 


(2) A ee ERLE 
C 

Durch diese Formel sind die Werte einer analytischen Funktion im 
Inneren eines abgeschlossenen Regularitatsbereiches vermittels der am 
Rande angenommenen ,,Randwerte“ der Funktion ausgedriickt. 

In derselben Weise wie bei der allgemeineren Formulierung des 
Cauchyschen Integralsatzes (vgl. §4, S. 283f.) erkennen wir hier, da 
die Cauchysche Integralformel (2) auch noch giiltig bleibt, wenn die Funktion 
in dem von der Kurve C begrenzten abgeschlossenen Bereiche stetig ist, 
thr analytischer Charakter aber nur fiir das Innere vorausgesetzt wird. 

Die eben durchgefiihrten Betrachtungen fiihren in einfacher Weise 
zu einigen prinzipiell wichtigen Ergebnissen. 

Wir zeigen zunachst: Die Ableitung einer analytischen Funktion ist 
wieder eine analytische Funktion. Zu diesem Zwecke beweisen wir so- 
gleich folgende weitergehende Tatsache: Ist (z) irgendeine lings der 
einfachen geschlossenen, sttickweise glatten Kurve C stetige komplexe 
Funktion, so wird durch die Gleichung 


(3) fa) = yh [2a 


t— 2 
C 


1 D.h. eine stetig von der Bogenlange abhangige GréBe. 
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eine im Innern von Creguldve analytische Funktion definiert, deren 
sdmtliche Ableitungen existieren und durch die Formel 


(4) fe (2) = ocd dt (» =1,2,..,) 


gegeben sind. 


Bedeutet namlich z einen beliebigen Punkt im Innengebiet G von C, 
so folgt fiir hinreichend kleine, von Null verschiedene, sonst aber ganz 
beliebige Werte von h/ die Beziehung: 


f(z +h) — f(a 1 y (t) 
5) h Jeff (¢ — 2)2 at 
Cc 
1 1 1 1 1 
ele ee caae} a 
Cc 
h 


Der absolute Betrag von (¢) ist auf C beschrankt, und der Nenner 
(¢ — z — h) (¢ — 2)? bleibt bei hinreichend kleinem Betrage von h ab- 
solut genommen oberhalb einer festen positiven Schranke, da die Ent- 
fernungen des Punktes z von den Punkten von C eine positive untere 
Grenze haben. Mithin konvergiert (wieder nach § 3, (2)) bei verschwin- 
dendem / die rechte Seite in (5) gegen Null, und wir erhalten 
ities oa f (2) =} @) = 1 / DORs ie 


; — Qui J §— 2)? 
h>0 C 


Damit ist die Existenz der Ableitung /’(z) von f(z) bewiesen. Eine 
ganz analoge Betrachtung lehrt die Existenz der weiteren Ableitungen 
f’ (2), (2), ... und die Giltigkeit der Formel (4); aus der Existenz 
von /’’ (z) folgt weiter die Stetigkeit von /’ (z) und’ somit der analytische 
Charakter von f(z) in G. 

Es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, daB die durch Formel (3) 
definierte Funktion keineswegs die Randwerte @ (z) zu besitzen braucht?. 
Damit dies erfiillt sei, mu8B die komplexe Funktion  (z) ganz bestimmten 
Bedingungen geniigen, die wir spater (in Kap. 3, § 11) angeben werden. 


1 Als Beispiel betrachten wir etwa den Einheitskreis und setzen auf ihm 
g(t) = = . Fiir jeden von 0 verschiedenen Punkt z im Innern des Einheitskreises 
hat die durch (3) dargestellte Funktion den Wert 

1 i , ; 
i) : it : (f | =e i at) = (271 — 221), 
t (t — 2) z ie t z 
Cc Cc C 
also den Wert 0 (der tibrigens auch im Nullpunkt vorliegt). 
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Wissen wir aber von vornherein, daB g(z) mit den Randwerten 
einer analytischen Funktion f(z) tibereinstimmt, so ergibt sich auf Grund 
der Cauchyschen Integralformel speziell das Resultat: Eine analytische 
Funktion f(z) besitzt stetige Ableitungen, welche durch die Formeln 
(6) (Gia a la ds Ceo) 


Qni J (¢— art 
co 
gegeben werden; es sind also sdmtliche Ableitungen analytischer Funk- 
tionen wieder analytische Funktionen1. Hierbei bedeutet C eine den 
Punkt z umschlieBende Kurve, welche samt ihrem Innern in dem Re- 
gularitatsgebiet der Funktion f(z) gelegen ist. 

Der vorstehende Beweis bleibt Wort fiir Wort erhalten, wenn G 
nicht das Innen-, sondern das AuBengebiet der Kurve C bedeutet und z 
in G liegt. Daher stellen die Formeln (3) und (4) nicht nur fiir das Innere, 
sondern auch fiir das AuBere der betrachteten Kurve C eine analytische 
Funktion nebst ihren Ableitungen dar. Diese beiden analytischen 
Funktionen haben aber an sich nichts miteinander zu tun. Ist beispiels- 
weise g(z) mit den Randwerten einer im Innern und auf der Kurve C 
gegebenen regularen Funktion /(z) identisch, so stellt das Integral (3) 
fiir jeden Wert von z auBerhalb C den Wert 0 dar, wie unmittelbar aus 
dem Cauchyschen Satze folgt, da die Funktion ae fiir alle auBerhalb 
C gelegenen Punkte z) eine innerhalb C und auf C regulare analytische 
Funktion darstellt. 

Ist aber C eine einfache nicht geschlossene Kurve, so stellen die 
Formeln (3) und (4) eine in der ganzen Ebene mit AusschluB der Kurve C 
regulare analytische Funktion dar. Auch hierfiir gilt wértlich der obige 
Beweis. 

Aus den gewonnenen Resultaten folgt die Umkehrung des Cauchy- 
schen Integralsatzes*, namlich der Satz: Ist die Funktion f(z) in dem 
Gebiete G stetig und verschwindet das Integral von f(z) tiber jede be- 
hebige ganz in G liegende einfache geschlossene Kurve, so ist f(z) in G 
analytisch. 


Zum Beweise brauchen wir nur auf die Uberlegungen von § 3 zuriick- 
iz 


zugehen. Sind z) und Z zwei Punkte in G, so ist das Integral f f(z) dz 


Zo 
nach unserer Voraussetzung vom Integrationswege unabhangig und 
bei festem 2) und variablem Z eine Funktion F(Z) von Z allein, deren 
Real- und Imaginarteil stetig sind und stetige partielle Ableitungen 
besitzen, die den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen ge- 


1 Im Komplexen liegen also die Verhaltnisse wesentlich anders als im Reellen, 
wo die Existenz und Stetigkeit der ersten Ableitung keineswegs die aller weiteren 
nach sich zieht. 

2 In der Literatur auch als ,,Satz von MorERA bezeichnet. 
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nigen (vgl. S. 281). Daher ist F(z) eine analytische Funktion von z, 
also nach den obigen Resultaten auch ihre Ableitung (2). 

Wir sehen aus diesem Resultat, daB wir beim Aufbau der Funk- 
tionentheorie ebensogut von der Forderung der Integrierbarkeit wie 
von der der Differenzierbarkeit hatten ausgehen kénnen. (Vel. die 
Einleitung zu diesem Kapitel.) 


§ 8. Konforme Abbildung. 


In unsern weiteren Entwicklungen wird eine Eigenschaft der ana- 
lytischen Funktionen im Mittelpunkt der Betrachtung stehen, welche 
den geometrischen Ausdruck der Differenzierbarkeit bildet: die kon- 
forme Abbildung. 

Indem wir jedem Punkte des Gebietes G der z-Ebene durch die 
in G analytische Funktion ¢ = f(z) einen Punkt der ¢-Ebene zuordnen, 
erhalten wir eine Abbildung des Gebietes G auf eine gewisse Punkt- 
menge der ¢-Ebene. Wir wollen jetzt die Natur dieser Abbildung genauer 
studieren. Es sei z ein Punkt vonG, in dem /’ (z) + 0 ist. Nach dem in 
§ 2 bewiesenen Satze von der Gebietstreue einer durch eine analytische 
Funktion vermittelten Abbildung wird eine hinreichend kleine Um- 
gebung des Punktes z umkehrbar eindeutig auf eine Umgebung des 
entsprechenden Punktes der ¢-Ebene abgebildet. 

Durch den Punkt. z legen wir zwei Kurven C, und C,, die mit be- 
stimmten Orientierungen versehen sind und im Punkte z die beiden 
mit dem entsprechenden Richtungssinn versehenen Tangenten ¢, und ¢, 
besitzen mégen; mit g, und q@, bezeichnen wir die Winkel von ¢, und ¢, 
gegen die positive x-Achse, mit 6 = gm, — gy, den zwischen ihnen ein- 
geschlossenen Winkel. Nun sei 2, = 2 + /, ein Punkt auf C,, der also 
mit verschwindendem absoluten Betrage von h, gegen z riickt, 2g =z -+ hy 
ein ebensolcher Punkt auf C,; dann wird sowohl 


(1) mnie pre sees (50) 
wie auch : 
(2) lim 24 *s) — 1) _ fr@) 


Nehmen wir insbesondere h, und h, von gleichem absolutem Be- 
trage 7, indem wir 
(3) pa 08 Pa wes pervs 


setzen, wo y, und », noch von 7 abhingen, so folgt aus (1) und (2) wegen 


f (2) + 0 


BAEC he) iG) hee 
Dee it) I 
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also, da bei geeigneter Normierung von y, und y, (die man ja nach Be- 
lieben um Vielfache von 2% vermehren kann) 


lim y; = P1> lim p, = Pz 
r>o0 70 
ist, 
ze his i 
lm | =e,” 
etal at 


Schreiben wir 
f(e+h,) —f 2) =o0,e%, f(z + he) — f (2) = 026°; 


so nimmt die letzte Beziehung die Form 


lim £2 et%-m) = et8 
r>o @1 


an, und diese Gleichung zerfallt sofort in die beiden Relationen 


(4) lim © = 1, 
r>o @1 
(5) lim (y, — 71) = 9; 
r>0 


falls bei Messung der Winkel von Vielfachen von 27 abgesehen wird. 
Nun werden, wie man leicht sieht, durch die Funktion f(z) die Kurven 
Cy, C, der z-Ebene auf zwei Kurven I, I’, der ¢-Ebene abgebildet, welche 
im Punkte ¢ = f(z) Tangenten besitzen; nach der Definition von y, 
und v, konvergieren diese Winkel bei gegen Null abnehmendem 7 gegen 
zwei Winkel, welche die Tangenten tT, und t, von J, und J’, im Punkte 
€ mit der positiv-reellen Achse bilden. Die Relation (5) besagt daher, 
daB der Winkel zwischen den Tangenten tT, und T, in der ¢-Ebene gleich 
dem entsprechenden Winkel zwischen den Tangenten ¢, und ¢, in der 
z-Ebene ist; der Richtungssinn auf t, und T, ist hierbei entsprechend 
derjenigen Orientierung der Kurven J, und J’, gewahlt, die sich ver- 
mége der Abbildung aus dem Richtungssinn von C, und C, ergibt. 
Bildet man also die z-Ebene durch die analytische Funktion f(z) auf die 
¢-Ebene ab, so bleiben die Winkel zwischen entsprechenden Kurven in 
jedem Punkte, fiir den f’(z) +0 ist, der Gréfe und dem Sinne nach 
erhalten; die Abbildung ist, wie man auch sagt, ,,winkeltreu‘’ oder 
, konform“‘. 

Als Ergebnis halten wir fest: Eine analytische Funktion vermittelt 
eine konforme Abbildung, genauer eine konforme Abbildung mit Erhaltung 
des Drehsinns. 

Man kann die obigen Schliisse riickwarts durchlaufen und erkennt 
so, daB aus der Konformitat der Abbildung unter Voraussetzung der 
Existenz und Stetigkeit der Ableitungen von w und v umgekehrt die 
Differenzierbarkeit der Funktion ¢ = f(z) = u + 7v folgt. Setzt man 
noch voraus, da w, und v, in dem betrachteten Gebiéet nirgends beide 
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zugleich verschwinden, so folgt iiberdies, daB /’(z) in dem Gebiet iiberall 
von Null verschieden ist. 

Die Konformitat der Abbildung ist unter der eben erwihnten V or- 
aussetzung mit dem analytischen.Charakter der Abbildungsfunktion mit 
der Nebenbedingung des Nichtverschwindens der Ableitung déquivalent. 


Bei einer winkeltreuen Abbildung muB ein kleines Dreieck der 
z-Ebene offenbar annahernd in ein ahnliches Dreieck der ¢-Ebene 
tibergehen. Man nennt daher eine konforme Abbildung auch ,,in den 
kleinsten Tetlen ahnlich. Der Ausdruck 


If @|= | M2 eas | %,? + 0,? 
stellt dabei, wie aus Gleichung (1) hervorgeht, das lineare Vergréferungs- 
verhdlinis dar. 
Wird durch die analytische Funktion ¢ = f(z) ein Gebiet G der 
xy-Ebene auf ein Gebiet J’ der wv-Ebene konform abgebildet, so ist 
der Flacheninhalt des Bildgebietes J” durch das Integral 


J fade = JS (i Vy — Uy0,) dxdy =J f(a? + 0,7) dxdy 
= ff\t @ Paxdy 
gegeben. e 


Fiir die Konformitat der Abbildung ist das Nichtverschwinden der 
Ableitung wesentlich. Wir werden spater (Kap. 4, §1 und 2) sehen, 
wie sich die Abbildung an Stellen verhalt, fiir welche die Ableitung 
verschwindet. 

Neben den betrachteten konformen Abbildungen, welche GréBe 
und Drehsinn der Winkel erhalten, treten gelegentlich auch Abbildungen 
auf, bei denen zwar die GréBe der Winkel erhalten bleibt, aber ihr Dreh- 
sinn umgekehrt wird. Eine solche Abbildung werden wir stets als kon- 
forme Abbildung mit Umlegung der Winkel bezeichnen. Das einfachste 
Beispiel einer derartigen Abbildung bekommen wir durch 


C=2, 
wobei z, wie ublich, die zu z= x«-+7y konjugiert komplexe Zahl 
Z=%—t1y bezeichnet; geometrisch bedeutet diese Abbildung eine 
Spiegelung an der reellen Achse. Ebenso definiert die Zuordnung von 


z zu den konjugiert komplexen Werten ¢ einer analytischen Funktion 
€ = f(z) eine konforme Abbildung mit Umlegung der Winkel. Da um- 
gekehrt jede solche Zuordnung von € und z zu einer analytischen Funk- 
tion ¢ = f(z) fiihrt, so folgt hieraus, da8 wir auf diese Art zu allen kon- 
formen Abbildungen mit Umlegung der Winkel gelangen. Als einfaches 
Beispiel diirfte dem Leser die Transformation durch reziproke Radien 
bekannt sein, auf die wir auch spater eingehen werden (Kap. 4, § 3). 

Die Bedeutung konformer Abbildungen fiir die Anwendungsgebiete 
der Mathematik (Kartenprojektion u. a.) ist hinreichend bekannt. 
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Drittes Kapitel. 


Folgerungen aus der Cauchyschen 
Integralformel. 


Bevor wir daran gehen, die Konsequenzen des Begriffes der kon- 
formen Abbildung zu entwickeln, wollen wir in diesem Kapitel eine 
Reihe von allgemeinen funktionentheoretischen Tatsachen ableiten, 
welche alle mehr oder weniger unmittelbare Folgerungen aus der 
Cauchyschen Integralformel sind. 


§ 1. Der Satz vom arithmetischen Mittel. 
Prinzip vom Maximum und Schwarzsches Lemma. 


Durch Anwendung der Cauchyschen Integralformel auf einen mit 
dem Radius @ um den Punkt z beschriebenen Kreis, welcher ein ab- 
geschlossenes Regularitatsgebiet der Funktion /(z) bildet, bekommen 
wir die Formel 


() (=z [fe teeinag. 


Der Wert von f(z) im Punkte z ist also gleich dem arithmetischen Mittel 
der Funktionswerte auf dem Umfange des Kreises um 2. 


Ist M eine obere Schranke ftir den absoluten Betrag von f(z) auf 
dem Kreis, so folgt aus der Formel (1) unmittelbar | f(z) | < M. 

Dieser Abschatzung kénnen wir den folgenden als ,,Prinzip vom 
Maximum und Minimum“ bezeichneten Satz entnehmen: Der absolute 
Betrag einer 1m abgeschlossenen Gebiete G regularen analytischen Funktion 
f(z) erreicht seinen groéften und, wenn f(z) in G nullstellenfret 1st, auch 
seinen kleinsten Wert auf dem Rande von G, und zwar, wenn f(z) in G 
nicht konstant ist, auch nur auf dem Rande. 

Wir schicken die Bemerkung voraus, daB | (z) | dann und nur dann 
konstant wird, wenn f(z) = u +7v eine Konstante ist. Man erkennt 
dies entweder durch Ubergang zur Funktion log/(z) oder dadurch, daB 
man die Gleichung u? + v? = konst. nach x und y differenziert und 
dadurch unter Beriicksichtigung der Cauchy-Riemannschen Differential- 
gleichungen zu den beiden Relationen vu, — uv, = 0, uu, + vv, = 0 
gelangt;aus diesen folgt, daB entweder die Determinante wu? + v2 oder 
u, =v, und v, = — 4, verschwindet. 

Ist f(z) konstant, so ist der obige Satz trivial. Wiirde bei nicht 
konstantem f(z), also auch nicht konstantem | f(z)|, der gréBte Wert 
M von | f(z)| im Inneren von G angenommen, so miiBte es auch einen 
inneren Punkt z* geben, in welchem | f(z*)| = M ist und in dessen be- 
liebig klein gewahlter Umgebung Punkte liegen, fiir die | (z)| <M wird. 
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Man kénnte also um 2* einen ganz in G gelegenen Kreis vom Radius 0 
derart beschreiben, daB | f(z) | auf seinem Rande nirgends gréBer als 
M, langs eines oder einiger Stiicke des Randes aber kleiner als M ist. 
Dies steht aber im Widerspruch mit der nach (1) notwendigen Un- 
gleichung 


20 


(2) MSL [Ifer + eet) lap. 


Die Behauptung iiber das Minimum ergibt sich durch Anwendung des 
eben bewiesenen Satzes auf die unter der Voraussetzung der Null- 


stellenfreiheit in G regulare Funktion 5 ; 

Eine unmittelbare Folgerung aus dem Satze vom Maximum und 
Minimum ist das sogenannte Schwarzsche Lemma. 

Es sei f(z) eine im Einheitskreise | z| <1 regulare analytische 
Funktion mit /(0) = 0, fiir welche 


if (2) css, De tursalle-zemit.(<\2)-< 1 
gilt. Dann besagt das Schwarzsche Lemma, daB fiir | z| <1 sogar 
If@|Slz| 
bleibt, wobei das Gleichheitszeichen nur dann in mindestens einem 


Punkte gilt, wenn /(z) die Form 


= ev” reell 
‘eae i (2) z (y ) 


Zum Beweise betrachten wir die Funktion ie) 


—- Wie man durch 
Entwicklung von f(z) in eine Potenzreihe und Division durch z sieht, 
ist die Funktion ae 
ihr Betrag nimmt fir jeden Kreis | z| < R mit R <1 sein Maximum 
auf der Peripherie an. Nach Voraussetzung gilt also 


| #(2) | 1 
eae 


fir |z| <1 (also auch im Nullpunkt) regular, und 


woraus sich durch den Grenziibergang R-— 1 sofort die Behauptung 
ergibt. Wenn das Gleichheitszeichen an einer einzigen Stelle gilt, so 
eH = 1 sein, da dann O sein Maximum 
f (2) 


a 


muB8 fiir | z| <1 durchweg 


in einem inneren Punkte annimmt; also ist auch konstant und 


f(z) =e*"’ z, wo y eine reelle Konstante bedeutet. 


§ 2. Abschatzungsformeln. Satz von Liouville. 


Aus der Integralformel (6) von Kap. 2, §7 kénnen wir leicht Ab- 
schatzungsformeln fiir die Ableitungen einer analytischen Funktion im 
Innern eines Regularitatsgebiets erhalten. Es sei C eine einfach ge- 
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schlossene Kurve der Lange L, welche samt ihrem Innern dem Re- 
gularitatsgebiet der Funktion f(z) angehért; ferner sei M eine obere 
Schranke fiir die Werte von | /(z)| auf der Kurve C und z ein Punkt 
im Innern von C, welcher von dieser Kurve einen Abstand mindestens 
gleich 6 besitzt. Dann folgt aus Formel (2) von Kap. 2, §7 die Ab- 
schatzung 


ML 
() lf @lSa5 
bzw. aus (6) Kap. 2, §7 die Abschatzung 
mIML 
(2) PONS gee (j= 1 oes 


die fiir » = 0 die vorige umfaBt. Ist C insbesondere ein Kreis um den 
Punkt z mit einem Radius @, so gilt 


(3) (@|S==  @=0,1,2..) 
Aus dieser Formel, welche fiir » = 1 

; M 
(4) NOW a 


lautet, folgt der Liowvillesche Satz: Wenn eine Funktion in der ganzen 
Ebene reguliér und beschrankt ist, so ist sie eine Konstante. Man kann dann 
namlich den Radius @ beliebig groB nehmen, so daB aus (4) folgt: / (z) 
ist identisch Null. 


§ 8. GleichmaBige. Konvergenz. 
Ein Konvergenzsatz von WeierstraB. 


Wir wenden uns nunmehr von der Untersuchung einzelner analy- 
tischer Funktionen zu der Betrachtung von Funktionenmengen, wobei 
uns vor allem die Frage der Konvergenz von Funktionenfolgen in- 
teressiert. Hierzu erinnern wir an den Begriff der gleichmaBigen Kon- 
vergenz (Kap. 1, §1). Eine Funktionenfolge f, (z), /.(z), ..., die in einer 
Punktmenge M definiert ist, heiBt in M gleichmaBig konvergent, wenn 
sie in jedem Punkte z von M konvergiert und zwar fiir alle diese Punkte 
» gleich gut“, in folgendem prazisen Sinne: Ist f(z) die in M definierte 
Grenzfunktion lim fn(2), so laBt sich zu gegebenem ¢> 0 stets eine 


natiirliche Zahl N finden von der Beschaffenheit, daB fiir 1 > N 
[fn (2) —f@)|<e 

ist — gleichgiltig, welchen speziellen Punkt z von M man dabei ins 

Auge faBt. Ist G ein Gebiet oder C eine stetige Kurve in der Ebene und 


sind die Funktionen f,, (z) in G oder langs C stetig, so ist auch die Grenz- 
funktion f(z) = lim /,(z) inG bzw. langsC stetig; das kann man genau 
nN -> co 


so beweisen wie den entsprechenden Satz im Reellen. 
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Sind die Funktionen f,(2), f.(z), ... langs der stiickweise glatten 
Kurve C stetig und konvergiert ihre Folge auf C gleichmafig, so geniigt 
die Grenzfunktion f(z) der Bedingung 


lim Jin )dz= Ji () 


Zunachst folgt namlich aus dem oben Gesagten die Stetigkeit, also 
auch die Integrierbarkeit von f(z). Da nun 


dfn )dz— ff (2) dz|=| Jif, @) — £@) de 


ist, so folgt aus der gleichmaBigen Abschatzung von | /,(z) — f(z) | 
und der Integralabschatzung § 3, (2) unser Satz genau so wie der analoge 
Satz im Reellen. 

Man kann diesen Satz kurz so aussprechen: Bei gleichmaBiger Kon- 
vergenz darf man Integral- und Limeszeichen vertauschen. 

Unter den tieferen Satzen tiber konvergente Funktionenfolgen steht 
nun an erster Stelle der folgende von WEIERSTRASZ herrihrende Satz: 
Ist f1(2), fo(2), fg (2), ... eine Folge von Funktionen, welche in dem ein- 
fach zusammenhdangenden Gebiete G mit der Randkurve C einschlieBlich 
des Randes reguléry sind und auf dem Rande gleichmifig konvergieren, 
so konvergieren sie auch im Innern gleichmaéBig. Die Grenzfunktion f(z) 
ist eine in G regulare analytische Funktion, deren Ableitungen die Grenz- 
funktionen der entsprechenden Ableitungen von f,(z), f2(2), f(z), .. . sind. 


Die gleichmaBige Konvergenz fiir das Innere von G folgt sofort 
aus dem Satze vom Maximum und Minimum, da das Maximum des 
Absolutbetrages der Differenz /,,(z) — f(z) auf dem Rande C erreicht 
Fy (t) 

vA 


wird. Die Funktionenfolge ; y = 1,2,3,...) konvergiert offenbar 


ebenso wie die Pumictionelioles i ) langs C gleichmafig. In der Formel 
: lehce cy Aly) 
f (2) = lim f, (2) = lim 9 | jdt 


71 
y—> co oe 
C 


darf man also nach dem obigen Hilfssatz Integral- und Limeszeichen 
vertauschen, und demnach laBt sich die Grenzfunktion f(z) im Innern 
von G mittels der Cauchyschen Integralformel darstellen: 


7 es (ae 


Cc 


Hieraus ergibt sich, wie in Kap. 2, §7 gezeigt wurde, unmittelbar die 
stetige Differenzierbarkeit der Grenzfunktion im Innern, d.h. ihr 
analytischer Charakter, und derselbe Paragraph liefert fiir die Ableitung 
die Formel 
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woraus wegen der leicht einzusehenden gleichmaBigen Konvergenz der 


Funktionenfolge ws (9 == 1,2; 3;. 1) wiederum 


t 1 fy (t) : , 
‘(z) = lim : dt = lim Zz 
/ (z) lintel =o Gale (z) 


folgt. In derselben Weise ergibt sich auch fiir die n-te Ableitung die 
Formel 


{™ (z) = lim 7, (2). 


vy—-> co 


Es ist mitunter niitzlich, den Begriff der gleichmaBigen Konvergenz 
durch einen anderen, ihm gleichwertigen Begriff zu ersetzen. Einen 
solchen liefert die folgende Definition: 

Eine in dem Gebiet G definierte Folge von Funktionen f, (2), f.(2), . . - 
heiBt in G stetig konvergent gegen eine Funktion f(z), wenn folgende Be- 
dingung erfillt ist: Ist z ein beliebiger Punkt aus G und 2, 29, 23,... 
irgend eine Folge von Punkten, die gleichfalls zu G gehéren und tiber- 
dies gegen z konvergieren, so konvergiert /,, (z,) gegen f(z), unabhangig 
von der speziellen Wahl der Punkte z,. 

Insbesondere diirfen dabei alle z, mit z zusammenfallen. Aus der 
stetigen Konvergenz folgt also die Konvergenz im gewoéhnlichen Sinne. 


Ist B ein beschranktes abgeschlossenes Gebiet, so ist eine Folge stetiger 
Funktionen f,(z), {2(z), ... dann und nur dann in B gleichmafig kon- 
vergent, wenn sie dort stetig konvergent 1st. 


Da8 aus der gleichmaBigen Konvergenz die stetige folgt, ist leicht 
zu sehen. Es sei lim z, = z, wobei z und die z, zu B gehéren. Bei ge- 


n> co 


gebenem ¢> 0 ist dann in der Ungleichung 


wegen der gleichmaBigen Konvergenz das erste Glied der rechten 


Seite kleiner als . , sobald etwa nm => N(e) gemacht wird. Da tiberdies 
die Grenzfunktion f(z) als gleichmaBiger Limes stetiger Funktionen in 
B stetig ist, so ist, wenn N hinreichend groB gewahlt wird, fiir n > N 


auch | f(z,) — f(z)| < = demnach 
Valea) a i (2) | <é, 


womit die stetige Konvergenz bewiesen ist. 

Umgekehrt setzen wir nun die stetige Konvergenz der f(z) voraus. 
Es sei Ny, N,, Ns,... eine Folge ganzer Zahlen, die ins Unendliche 
wachsen. Ware die Konvergenz der f,,(z) nicht gleichmaBig, so giibe es 
ein « > 0 und eine Folge in B gelegener Punkte z,, 25, z3,... von der 
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Beschaffenheit, daB fiir. k =1,2,3,... jedesmal fiir ein geeignetes 
n= nk) = N;, 


(1) | fn (2) — F(a) | > & 


ware. Fir jedes feste k strebt aber die Folge der Zahlen f, (z;), fo (Z,), - + « 
gegen den Grenzwert f(z;). Wegen (1) gabe es also zu jedem & einen wei- 
teren Index m, den wir gréBer als n wahlen kénnen, so daB auch schon 


(2) | tn (2x) — fm (x) | > 

ware. Da nun der Bereich B beschrankt und abgeschlossen ist, so hat 
die Folge der Punkte z, mindestens einen in B gelegenen Haufungs- 
punkt z. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, 


daB z = limz;,, ist. LaBt man in (2) die Zahl k und damit m und m tiber 
k>oo 


alle Grenzen wachsen, so folgt wegen der vorausgesetzten stetigen Kon- 
vergenz: 


LF y= FG) | So 


und damit ein Widerspruch, so da8 die Annahme ungleichmaBiger 
Konvergenz hinfallig wird. 

Wie sich aus diesem Satz ohne weiteres ergibt, ist eine Folge stetiger 
Funktionen in einem beschrankten offenen Gebiet dann und nur dann 
stetig konvergent, wenn sie in jedem abgeschlossenen Teilbereich gleich- 
maBig konvergiert. 


§ 4. Die Taylorsche und Laurentsche Reihe. 


Die Cauchysche Integralformel erlaubt uns, eine analytische Funk- 
tion in eine Potenzreihe zu entwickeln und damit den Anschlu8 an den 
WeierstraBschen Aufbau der Funktionentheorie herzustellen. Diese 
Uberlegungen seien hier in Kiirze durchgefihrt. 

Bedeutet z) einen festen Punkt im Innern der Kurve C, so erhalten 
wir aus der Cauchyschen Integralformel fiir die Punkte z innerhalb 
von C die Gleichung 
(1) eg erg (ee ad 


_ nis t—z 201 P95 Z— Zp 
Cc Cc = eee 


t— Zo 


In ihr kénnen wir den zweiten Faktor im Integranden in die geometrische 


Reihe 
1 2— 2 2)" 
a = | 
l 2— by 14 t— & i ts 
wera 


” 


&— &% 


entwickeln, wenn der Quotient ——~ absolut kleiner als List. Dies trifft 
he Gd) 


sicher dann zu, wenn z im Innern eines Kreises K um den Punkt 2 
liegt, welcher samt seinem Rande ganz dem Innern von C angehort, 


Hurwitz-Courant, Funktionentheorie. 3. Aufl, 20 


306 Ill, 3. Folgerungen aus der Cauchyschen Integralformel. 


und zwar konvergiert die Reihe dann sogar gleichmaBig in bezug auf ¢. 
Nach §3 diirfen wir also nach Eintragung der geometrischen Reihe in 
die Gleichung (1) gliedweise integrieren und gewinnen dadurch unter 
Beachtung der Beziehungen (6) aus Kap. 2, §7 die Entwicklung 


(2) (2) =F (ee) + @ — me) + Ee — 22 $e 
re Se ( Zo)" 


giiltig fiir alle Werte von z im Innern des Kreises K um 2 . In Analogie 
zu der in der elementaren Differentialrechnung tblichen Bezeichnung 
nennt man diese Reihe die Taylorsche Reihe der Funktion f(z) in der 
Umgebung der Stelle z) und das gewonnene Ergebnis den Taylorschen 
Saiz. 

Die Taylorsche Reihe (2) konvergiert gleichmaBig in jedem Kreise 
um Z , der samt seinem Rande im Innern des Regularitatsgebietes von 
f(z) liegt. Nach dem WeierstraBschen Konvergenzsatz aus §3 stellt 
sie also dort eine analytische Funktion dar, die in der Umgebung der 
Stelle z) mit der gegebenen Funktion /(z) iibereinstimmt. 

An die Taylorsche Formel kniipfen wir folgende Definition an: 
Wenn fiir die Stelle z = z sowohl f(z) als auch die Ableitungen / (2), 
..., {®-)(z) verschwinden, wahrend /™) (z)) + 0 ist, wenn also die 
Entwicklung von f(z) in ihre Taylorsche Reihe 

f(2) = (@—%)"(@+b(e—%) +:-:) (a + 0) 
lautet, so sagen wir, f(z) habe an der Stelle z = z eine n-fache Null- 
stelle. 

Aus der Taylorschen Entwicklung 1aBt sich noch eine wichtige 
Folgerung ziehen, die wir 6fters benutzen werden. Die Funktion /(z) 
sei in einer Umgebung des Punktes z = z) regular und lasse sich dort 
in die Potenzreihe 


E AZ) =Cyrh C1 (2 = £5) Gg (2 =— 20)" ae 
entwickeln. Vorausgesetzt werde, daB diese Reihe wenigstens einen von 
Null verschiedenen Koeffizienten hat. Ist etwa c, (k = 0) der fritheste 
nicht verschwindende Koeffizient, so ist die Funktion 


ee a 


Z— 2, 


= 0, 


in der Umgebung von z = z) mit AusschluB dieses Punktes selber de- 
finiert und dort regular; zugleich gestattet sie in diesem Gebiete die 
Reihenentwicklung 
Ge) Ce ag ie 20) ae 
Setzt man also noch 
& (%) = & 5 
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so ist die Funktion g(z) in einer ganzen Umgebung von z, regular und 
geniigt der Bedingung 


(3) (2—2)"e (2) =f(@), 

wenn im Falle k = 0 unter (z — 2)* auch fiir z = z, die Zahl 1 ver- 
standen wird. Da die Funktion g(z) im Punkte z, den von Null ver- 
schiedenen Wert c, hat, so laBt sich wegen der Stetigkeit eine ganze 
Umgebung von 2» abgrenzen, in der iiberall g(z) + 0 ist. Aus (3) folgt 
alsdann, daB in dieser Umgebung, vom Punkte zy selbst abgesehen, 
tiberall f(z) = O ist. 

Damit ist der Satz bewiesen: 


Ist die Funktion f(z) im Punkte z = 2 regulér und in seiner Um- 
gebung nicht identisch Null, so kann 2, kein Haufungspunkt von Null- 
stellen von f(z) sein. 


Auf Grund des Taylorschen Satzes erkennt man ohne weiteres, 
daB die bekannten unendlichen Reihen fir e*, log(1 +z), (1 + )* 
auch fiir komplexe Werte von z bestehen bleiben und mit Riicksicht 
auf die obige Bemerkung iiber die Konvergenz der Reihe (2) (S. 306) 
in der ganzen Ebene bzw. im Innern des Einheitskreises konvergieren. 

Eine Verallgemeinerung der Taylorschen Reihe (2), bei der wir die 
Funktion /(z) als regular in einem gewissen Kreise K um 29 voraus- 
gesetzt haben, ist die Laurentsche Reihe. Es sei die Funktion f(z) in 
einem von zwei Kreisen K, und K, um Z, begrenzten Ringgebiet mit 
EinschluB des Randes regular. Fir Werte z im Innern des Ringgebietes 
nimmt die Cauchysche Integralformel die Gestalt an: 


fe) =s [7 a4 rai Ji: dt, 


De) Al) Ee 
Ky 


wobei tiber K, und K, so zu integrieren ist, daB das Ringgebiet zur 
Linken bleibt. Auf dem auBeren Kreise, etwa Kg, setzen wir 


1 1 1 ean siaee 
fz §-% 2% cay t— Zz 


n=0 


t— & 


und auf dem inneren Kreise K, 


[o) 


bby Se 1 1 1 y(esy 
i=e 2 Z— & 1 t— % ee ey Neo 


n=0 


Z— Zo 


Dann entsteht durch gliedweise Integration die Entwicklung 


& hl H(0 
(4) f(z) = S'(@ — %) sal Siler 
n=0 Ke 
= i if n 
ee ey, 
n=0 Ky 
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wobei die Integration itber K, und K, beidemal im positiven Sinne 
lauft, oder auch 


6) {= Seal pe | po De 
n=—=co C n=— oo 

wobei die Integrationskurve C eine beliebige einfache, geschlossene 
Kurve um z, im Ringgebiet ist. Dieses Ergebnis bezeichnet man als den 
Laurentschen Satz. Die Entwicklung (4) oder (5) heiBt die Laurentsche 
Reihe der Funktion }(z); sie ist namentlich dann von Bedeutung, wenn 
sich f(z) in einer gewissen Umgebung von 2) mit alleiniger Ausnahme 
der Stelle z) selbst regular verhalt. Dann gilt die Entwicklung (5) in 
einem gewissen Kreise um Zp, aus dem 2) selbst ausgeschlossen ist. 

Ist C speziell ein Kreis mit dem Mittelpunkt z) und dem Radius @ 
und bedeutet M eine obere Schranke fiir den Betrag der Funktion f(z) 
auf C, so folgt aus (5) fiir den Koeffizienten c,, der Laurentschen Ent- 
wicklung die Abschatzung 


(6) le.) (n= 0p — 10,1, 25 ees) 


Ferner ergibt sich fiir den Koeffizienten c_, der Ausdruck 
1 
Cc_3y~ = sar lt (2) dt. 
CG 


Der Koeffizient c_, ist also im Sinne von §5 das Residuum von f(z) 
an der Stelle zp. Ftir diesen Fall gilt ferner der Satz: 

Hat der Ausdruck (2 — 29) f(z) fiir z — 2 einen Grenzwert, so ist dieser 
gleich dem Residuum der Funktion f(z) im Punkte 2p. 

Da namlich (z — 29) f(z) zufolge der Voraussetzung in der Umgebung 
von Z) beschrankt ist, so miissen in der Laurentschen Entwicklung dieser 
Funktion fiir die Umgebung des Punktes z, die Koeffizienten aller 
Glieder mit negativem Exponenten verschwinden. Der Beweis ergibt 
sich ohne weiteres z. B. aus dem Laurentschen Satze; denn wir kénnen 
in (6) die Zahl @ beliebig klein wahlen. Aus 


(2 — 29) f (2) = ly + Cy (2 — 2q) + €, (2 — 2%)? +-- 
folgt aber 


zi) 


f(z) = + Cyt Cs (@— Zo) 35 


Z— 2 
das Residuum von f(z) an der Stelle z) hat also den Wert 
Co = lim'(z — 2,) f (2). 
Z> 2 
Haben in der Laurentschen Entwicklung der Funktion f(z) fiir die 


Umgebung eines Punktes z) nur endlich viele nichtverschwindende 
Glieder, aber mindestens eins, einen negativen Exponenten, so heiBt 


die Stelle z) ein Pol der Funktion f(z). Ist etwa TETAG (n>1, c +0) 
a7 % 
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das niedrigste Glied, so heiBt z9 ein Pol n-ter Ordnung oder ein Pol von 
der Vielfachhett n. 

Um jeden Poleiner Funktion f(z) laBt sich eine Umgebung abgrenzen, 
in welcher die Funktion, abgesehen vom Mittelpunkt, dem Betrage nach 
durchweg gréBer als eine vorgegebene positive Konstante C ist. Denn ist 


aah oe ee (C_n+0, n= 1) 


(2 — 2)” 
die Laurentsche Reihe fiir f(z) in der Umgebung des Punktes 2», so ist 
die Funktion 


(7) 8 (2) =i g FC Linon) (2 — 2p) Fe ©? ey (2 — 29) +e, (2 —2,)"*1+--- 
in einer Umgebung von 2) regular und, abgesehen vom Mittelpunkt, 
gleich (z — 2)"f(z). Es ist g(z) =c_,; wegen der Stetigkeit gibt es 
also eine Umgebung von 2p, in welcher durchweg 


1 
lg@|>zle-n| >0 
ist. Wahlt man diese Umgebung iiberdies so klein, da8 in ihr itiberall 


| on | 


[ey | oe 


ist, so folgt aus (7), da®B in dieser Umgebung mit AusschluB des Punktes 
Z selbst 
[f@)|>e 


wird. — Insbesondere kann ein Pol also niemals Haufungspunkt von 
Nullstellen sein. 

Durch die Ausfithrungen dieses Paragraphen ist der Anschlu8 an 
die WeierstraBsche Auffassung der Funktionentheorie hergestellt. Dvze 
Klasse dey durch Potenzrethen definierten Funktionen ist vollstandig 
identisch mit der Klasse der Funktionen, welche wir auf Grund der Existenz 
stetiger Ableitungen als analytisch bezeichnet haben. 


§ 5. Anwendungen des Cauchyschen Integralsatzes und 
Residuensatzes. 


Der Cauchysche Integralsatz (Kap. 2, §4) und seine Erweiterung, 
der Cauchysche Residuensatz (Kap. 2, § 5), bieten neben ihren zahllosen 
Anwendungen in der Funktionentheorie auch fiir andere mathematische 
Disziplinen ein vielfach niitzliches Hilfsmittel. Im folgenden sollen 
hierfiir einige Beispiele aus der reellen Analysis gegeben werden. Die 
beiden Satze werden hier oft mit Vorteil dazu benutzt, unhandliche 
reelle Integrale, namentlich iiber ein unendliches Integrationsintervall, 
‘auf dem Umweg itber das komplexe Gebiet explizit auszuwerten. Wir 
bringen die nachstehenden Beispiele erst jetzt, weil bei den Anwendungen 
des Residuensatzes ein Satz aus dem vorigen Paragraphen benutzt wird. 
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Als erstes Beispiel betrachten wir das Integral 


= {= dz 


iiber den positiv durchlaufenen Rand des in Abb. 84 angegebenen 
Bereiches. Der Integrand ist in diesem Bereich mit Einschlu8 des Randes 
regular. Durch Zerlegung des Integrationsweges kann man J folgender- 
maBen als Summe von Integralen iiber reelle Integrationsintervalle 
darstellen: 


R 


| j={2 dx + fe-Rsng+inwse j dy 
0 


x 
ef 


(1) ae P 
| 4 [Sax 4 ferrinetirnniag. 
—R oD 


Wir lassen nun 7 gegen 0 streben und unabhangig davon R iber alle 
Grenzen wachsen. Das zweite Glied der rechten Seite von (1) strebt 
dann gegen Null; denn der Betrag des Integranden 


| e— Rsing +i R cos | — e—Rsiny 


ist in jedem der Teilintervalle 0, Ss und ae z monoton und konvergiert 


dort tiberall, von den Endpunkten 0 und a abgesehen, gegen Null. Das 
vierte Integral strebt gegen 


0) 
fidy = — xi. 

Endlich ergeben das erste und dritte Inte- 
ae gral zusammen nach Kap. 2, §6, (5) den 

Wert 

R R 
Abb. 84. (pases Ei 2 yee “dx. 
a r 


Andrerseits hat J nach dem Cauchyschen Integralsatz den Wert 0; 
durch den Grenziibergang ergibt sich also: 


Ferner bilden wir z. B. das Integral 
[= if eae 
liber die positiv umlaufene Berandung eines Kreissektors mit den 


Ecken 0, 7, re’? und dem Mittelpunkt 0, wobei r>0, 0 < Des + sein 
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soll (Abb. 85). Nach dem Cauchyschen Integralsatz hat J den Wert 0. 
Auf dem Kreisbogen ist nun 

CAT 6**) 2 72 020e = 7? (cos2n, 4-4 sin 2a) O50 5 9); 
also nach Kap. 2, §6, (6) 


—27| — p—?1r*cos2a. 
|e =€ : 


daraus ergibt sich fiir das tiber den Bogen erstreckte Integral die Ab- 
schatzung 
reiP 2 
| fe-# dz | <r femora dy , 
ni 0 


Die rechte Seite strebt mit wachsendem 7 gegen Null; das ist im Falle 


p< re ohne weiteres ersichtlich, wahrend es sich 
eg 
im Falle gy = a durch eine besondere Diskussion A 
ergibt, die wir, da sie der reellen Analysis an- 

gehort, hier nicht auszufthren brauchen. Folg- 

lich hat auch das Integral tiber den Kreisbogen 


bei 7 — oo den Grenzwert 0. Es wird also f ct 


ra? : Abb. 85. 
(2) lim fe-#dz=lim fe-# dz, 

T—>o 0 : T> co V0 
falls einer der beiden Grenzwerte existiert. Dies ist aber gewiB der Fall; 
denn nach einem bekannten Satze der reellen Analysis ist das uneigent- 
liche Integral 


co 
fe-® dx 
6 


konvergent und hat den Wert 4 yz. Da fir jedes 7 


ref r 


fe-*dz = cin fer e dz, 
6 6 


ree f. 
eW tf e-# dp f c= (cos2p+ésin 2p) 2 dz 
fo) 0 


ist, so ergibt sich beim Grenztibergang y + oo durch Trennung von Real- 
und Imaginarteil unter Beriicksichtigung von (2) 


(oo) 


: 1 a 
fe-#*s27 cos (x? sin 2p) dx = 9 COSP: /z, 
0 


e : ee re 
ferasreosee sin (x? sin 2 P) LX% = 3 sin: |x a 
0 
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Speziell fiir => lauten diese Formeln 


foe} co ; l = 
Joosxda = Jsin x? dx = x Vz 
(Fresnelsche Integrale). 


Eine Anwendung des Residuensatzes liefert das Integral 


ee dz (k positiv-reell) 
iiber den positiv durchlaufenen Rand 
C des zweifach zusammenhangenden 
Bereiches aus Abb. 86. Das Integral 
ist gleich dem 2a7-fachen der zuge- 
horigen Residuensumme. Da der Punkt 
kz die einzige im Innern gelegene sin- 
gulare Stelle ist und andrerseits das 
dortige Residuum nach §4 den Wert 
age? ; ae? hie Ge 


lim (z — kt) —=—,, = lim —) == 
speed: )2yR PIS ae ed 2Qki 2 


hat, so folgt 


Abb. 86. 


Zer% 
= —k 
(ees dz=116 
Cc 


Das tuber den Halbkreisdurchmesser von — vy nach + 7 erstreckte In- 
tegral hat nun nach Kap. 2, § 6, (5) den Wert 


“ Tr 
wee (e#* — e-72) .{ * sin % 
Jace of ars dx = 2i{ 274 ax 
be 0 
Das Integral tiber den Halbkreis ist dem Betrage nach gleich dem 
Ausdruck 


ww 
if yer? eT p+tir cosp 55 ip 


v2 : 
2 2iF +B a9) =< es afer dq , 
10) 


wt 


strebt also mit wachsendem 7 gegen Null. Durch den Grenziibergang 
7—> co folgt also: 


foe) 


# sin v . 
= —k 
} gry pik = aie ; 
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Eine Verallgemeinerung des ,,GauBschen Fehlerintegrals‘ fe-wa % 


ist das uneigentliche Integral 


fe-# cos ax dx 

mit reellem a. Zu seiner Berechnung dient uns folgende Hilfsbetrach- 
tung: Es sei c=r-+d7s eine 
beliebige nicht reelle Zahl, « > 0. 
Uber das Parallelogramm P mit 
den Ecken + « und c+ « er- 
streckt (Abb. 87), hat dann das 
Integral 


fe-#dz 
P 


nach dem Cauchyschen Integral- Abb. 87. 

satz den Wert 0. Bei festem c und 

wachsendem « bleibt die Lange der beiden nicht horizontalen Seiten 
erhalten, wahrend der Betrag des Integranden 


Jem? | = eR(-2") — olGe)*— (Ra? 
— ets?—trta)? O=S%s 1) 


auf diesen Seiten unterhalb einer mit wachsendem « gegen Null kon- 
vergierenden Schranke bleibt. Der Grenziibergang « — 00 liefert also 
die Gleichung 


[o) co 


fe-@te? dx = fen dx = |x. 


—oo = (29) 


Setzt man nun hierin c = 1— 


3» So folgt weiter: 


a oc 


Sep ie 
|x = fe 2) dx = e* fe-@e-iazdx; 
= 08 —0o 


durch Ubergang zum Realteil ergibt sich also: 


Go i ae ie 
Je-® cosa x dx =e tn. 
Eine sehr allgemeine Klasse von Integralen laBt sich mit Hilfe des 
folgenden Satzes auswerten: 


Die Funktion f(z) sei in der oberen Halbebene 32> 0 regulir mit 


Ausnahme von endlich oder abzihlbar unendlich vielen singularen Stellen 
24, 2) 23, -- -, Ae sich im Endlichen nirgends hiufen. Auf der reellen Achse 
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sei (2) tiberall regular. Es gebe drei positive Zahlen r, C und e so, dap fiir 
|2| =r tiberall 


(3) lf] < 


Cc 


jz lene 


ist. Dann existiert das reelle uneigentliche Integral 


oi (x) dx 


und ist gleich dem 221-fachen dey Summe der Residuen von f(z) in den 
singuliven Punkten z,, wenn diese Punkte im Falle unendlicher Anzahl 
nach wachsenden Betragen geordnet werden. 


Beweis: Die Existenz des yee folgt unmittelbar daraus, daB 


} (x) fiir groBe | x| die Majorante —__ - hat und das Integral Nea 


se 
konvergiert. In der Relation 


Ste) dx = lim fits) 


R>o —- 
darf man sich R sprungweise ins Unendliche wachsend denken, und zwar 
midge dies so geschehen, daB die obere Halfte des Kreises | z| = R dabei 
niemals durch einen singularen Punkt von f(z) geht. Bedeutet nun K 
den von — R nach + F durchlaufenen Halbkreis (Abb. 88), so folgt 
aus dem Residuensatz die Gleichung 


R 
Si(e)dx = Jf) dz+ 2n4 S,, 
K 


wo 7, das Residuum von /(z) im Punkte z, 
bedeutet und die Summe iiber alle Indizes 
y zu erstrecken ist, fiir welche z, im Innern 
des Halbkreises liegt. Fir Rv ist aber 


Abb. 88. hierin nach aud 2, § 3, (2) 
| Je dz|< = Sie — eR = _ 


mit wachsendem FR konvergiert also das Integral iiber den Halbkreis 
gegen Null. Durch den Grenziibergang R— oo folgt also 


St (x) dx =2n1 S'7,, 


worin die Summe itber die Indizes alley singularen Stellen 2, (bei un- 
endlicher Anzahl in der oben naher bezeichneten Reihenfolge) zu er- 
strecken ist. 

Beispiel: Die Funktion 
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in der die Koeffizienten a, b, c reelle, der Bedingung 
OB —4ac=0 
genigende GréBen sein sollen, ist in der Halbebene Y¥z = 0 mit Aus- 
1 SS iyeerae a 
nahme des Punktes z Soy ae? \4ac — 6?) = 2,, wo der Quadrat- 


wurzel das Vorzeichen von a zu geben ist, regular und erfullt fiir hin- 
reichend groBe | z| die Bedingung (3) mit «= 1 und geeignetem C. 
Das Residuum von f(z) im singularen Punkte z = z, hat den Wert 


: 1 : Z— & ] i) 
lim (2 — z,) ————— = lim —1___ = = = —___., 
5) Wagetbete z>2, 4 (2 — 4%) (2 — 4%) a (24—24) 1J4ac — b? 


Nach unserm Satz ist also 


1 22 
jap? Sa 

Auf die groBe Bedeutung des Cauchyschen Integral- und Residuen- 
satzes fiir die analytische Zahlentheorie kann hier nur hingewiesen 
werden. Dagegen ist fiir uns eine Anwendung des Residuensatzes auf die 
Funktionentheorie von Wichtigkeit. Es handelt sich um die Abzahlung 
der Nullstellen und Pole einer analytischen Funktion. 

Die Funktion f(z) sei auf einer einfachen geschlossenen Kurve C 
und in ihrem Innern regular, abgesehen von den endlich vielen Punkten 
Ay, 4g, ..., 4,; diese sollen Pole von f(z) sein. Auf C selbst sei die Funktion 
durchweg regular und von Null verschieden. Die Nullstellen von f(z) 
im Innern von C seien 0,, b.,..., 6,. Ihre Anzahl ist notwendig endlich, 
da sie andernfalls eine Haufungsstelle im Innern von C oder auf C 
selbst besitzen miiBten, die nach §4 weder eine regulare Stelle noch 
ein Pol sein kénnte. 

Die Funktion ce ist nun offenbar auf C und im Innern regular, 
abgesehen von den Punkten ay, a, ..., 4, by, bg, .. ., Os. 

Hat f(z) in der Umgebung einer Stelle z) die Gestalt 


f(z) = (2 — 2)*g (2), 


wo k eine positive oder negative ganze Zahl und g(z) eine im Punkte 
z = Z  regulare und nicht verschwindende Funktion bezeichnet, so ist 


f' (2) = k(z — 2o)*-*¢ (2) + (2 — %)* 8" (2) 
== (zi — 1%)" A(z); 


wobei auch die Funktion h(z) = kg(z) + (2 — 2)g’ (2) im Punkte z = 2, 
regular und von Null verschieden ist. Daher wird 
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Die Funktion aa nimmt an der Stelle z = z) den Wert & an, besitzt 
also in der Umgebung dieser Stelle eine Entwicklung 


=k + & (@ — %) + C2 (2 — 4)? +°-°; 


g (2) 
so daB # (2) bs 
a0) me parE holmes Sago! 
wird. Der Punkt z, ist dann also ein Pol von an und & das zugeh6rige 


Residuum. Wenn & eine positive Zahl ist, so ist % eine Nullstelle k-ter 
Ordnung von f(z). Ist dagegen k eine negative Zahl, so ist Z ein Pol von 
}/(z) und — k seine Ordnung. Der Residuensatz (Kap. 2, § 5) ergibt nun 


rai] Fa4 = (hy thy tees +B) — ty tig toe + hy), 
wo ky, Ry, ..., Rs die Vielfachheiten der Nullstellen 0,, b,,..., 6, und 
hy, hy, .. ., h, die Vielfachheiten der Pole a1, a, ..., a, bedeuten und die 


Integration tiber C im positiven Sinne vorgenommen wird. Rechnen wir 
jede Nullstelle und jeden Pol so oft, wie ihre Vielfachheit angibt, so ist 
ky +k, +::+:+ hk, die Gesamtzahl der Nullstellen undh, + h,+---+h, 
die Gesamtzahl der Pole von f(z) innerhalb der Kurve C. Also: 

Bezeichnet N die Gesamtzahl der Nullstellen, P die Gesamtzahl der 
Pole von f(z) innerhalb der Kurve C, so ist 


(4) 


NP 


wenn das Integral tiber C 1m positiven Sinne erstreckt wird. 

In ganz ahnlicher Weise kann man noch folgende Verallgemeinerung 
dieses Satzes ableiten: 

Ist A > 0 eine ganze Zahl, so ist 


1 Yr 
@ gat] Tae Shh — Bo 
Cc 


wenn wiederum 44, a, ..., a, die Pole, b,, by, .. ., 6, die Nullstellen von 
f(z) im Innern der Kurve C bezeichnen. 


§ 6. Das Haufungsstellenprinzip fiir analytische Funktionen. 


Die Resultate von § 2 erlauben es, den Beweis eines tiefer liegenden 
allgemeinen Satzes zu erbringen, welcher eine Reihe scheinbar aus- 
einanderliegender Tatsachen der Funktionentheorie von einem einheit- 
lichen Gesichtspunkte beleuchtet. Wir wollen ihn aus diesem Grunde 
hier entwickeln, obwohl wir unsere spateren Uberlegungen stets unab- 
hangig von ihm durchfithren werden. 


§ 6. Das Haufungsstellenprinzip fir analytische Funktionen. Sly 


Viele Uberlegungen und Beweise der Analysis stiitzen sich auf 
den elementaren WeierstraBschen Haufungsstellensatz: Jede in einem 
beschrankten Gebiete liegende unendliche Zahlenmenge besitzt min- 
destens einen Haufungspunkt. Schwierigkeiten, die sich bei Beweisen der 
Analysis, besonders bei Existenzbeweisen, ergeben, beruhen haufig darauf, 
da8 es nicht immer méglich ist, einen entsprechenden Satz fiir Mengen 
anderer mathematischer Objekte aufzustellen. Z. B. ist es nicht richtig, 
da man aus jeder Menge von unendlich vielen in einem festen Intervalle 
stetigen und dem Betrage nach unterhalb einer festen Schranke liegenden 
reellen Funktionen eine konvergente Teilfolge auswahlen kann. 

Es ist nun fiir die Theorie der analytischen Funktionen einer kom- 
plexen Variablen von der gréBten Bedeutung, daB hier ein Haufungs- 
stellenprinzip in weitem Umfange gilt, was natiirlich darauf beruht, 
da8 der Begriff der analytischen Funktion einer komplexen Variablen 
ein viel engerer ist als der der stetigen reellen Funktion einer reellen 
Variablen. Wir sprechen das Haufungsstellenprinzip in folgender Form! 
aus: Ist eine Folge unendlich vieler Funktionen f,(2), f(z), ... in einem 
Gebiete G regulér analytisch und sind ihre absoluten Betrige in G gleich- 
miafig? beschrankt, so laBt sich aus thnen eine Teilfolge auswahlen, welche 
in jedem ganz in G liegenden abgeschlossenen Bereich gleichmaBig gegen 
eine rvegulave analytische Grenzfunktion konvergiert. 


Wir fiihren den Beweis in mehreren Schritten. 


Zunachst zeigen wir: Ist B ein abgeschlossener einfach und sttick- 
weise glatt berandeter Teilbereich von G, so sind die samtlichen Funk- 
tionen /,,(z) in B gleichmaBig stetig, d.h. es gibt zu jedem d > 0 eine 
nicht von ” abhangige positive GréBe 6 = 6(d), welche mit d zugleich 
gegen 0 strebt, derart daB | fy (21) — fn (22) | < 6(d) wird, wenn z, und 
Z, zwei Punkte von B sind, fiir welche | z, — z,.| <d gilt. Zum Beweise 
dieser Tatsache bezeichnen wir mit @ eine solche positive GréBe, daB 
jede Kreisscheibe mit dem Radius @ um einen Punkt von B ganz zu 
G gehért. Dann gilt fur jeden Punkt z von B auf Grund der Abschatzung 


(4) §2 
i OSS, 


wenn M eine obere Schranke fiir die absoluten Betrage aller Funk- 
tionen },, (2) bedeutet. Werden die beiden Punkte z, und z, von B durch 
eine in B liegende Kurve der Lange / verbunden, so ist (wenn iiber jene 
Kurve integriert wird) 


[ta la) — fale = 1Jh' @ael 


1 Uber dieses Haufungsstellenprinzip, seine Verallgemeinerungen und Anwen- 
dungen vgl. z. B. die Arbeiten von Monter und Jutta. (Monter: Ann. Ec. Norm. 
sup. 1912, 1916; Jutta: Journ. d. math. 1918 und Ann. Ec. Norm. sup. 1919, 1920.) 

2D. h. durch eine fiir alle diese Funktionen gemeinsame obere Schranke. 
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Die Lange / dieses Weges kann aber, wenn die Distanz d von 2, und Z, 
beliebig klein gewahlt wird, ebenfalls, und nur von d abhangig, beliebig 
klein gemacht werden}. 

Nunmehr beweisen wir die folgende Tatsache: Wenn eine Folge 
91 (2), P2(z), -.. von Funktionen, welche in G analytisch und gleich- 
maBig beschrankt sind, in einem abgeschlossenen Teilbereich B von G 
oder auch nur in einer in B iiberall dichten Punktmenge konvergiert, 
so konvergiert sie in dem ganzen Bereiche B gleichmaBig. Wir fihren 
den Beweis indirekt. Falls die behauptete gleichmaBige Konvergenz 
nicht bestiinde, so gabe es eine positive Konstante «, eine unendliche 
Folge 21, Z,,... von Punkten in B und ganze Zahlen p = p(m), q = q(m), 
welche zugleich mit m beliebig groB werden, derart, daB 


| Gp (Zm) — Pq @m)|>a>0 (m=1,2,...) 


ist. Nach dem WeierstraBschen Haufungsstellensatz besitzen die 
Punkte z,,, mindestens einen Haufungspunkt z in B; wir diirfen, notigen- 
falls nach Weglassung anderer Punkte und Umnumerierung, annehmen, 
da8B lim z, = 2 ist. In beliebiger Nahe des Punktes z gibt es nach Vor- 


N—> co 
aussetzung einen Punkt #, fiir welchen die Funktionen », konvergieren 


(unter Umstanden gilt dies bereits fiir z selbst). Ist ¢ eine vorgegebene 
beliebig kleine positive Zahl, so kénnen wir den Punkt ¢ nach dem 
vorhin bewiesenen Satze so nahe an z wahlen, daB fiir alle Indizes n 


| Pn (2) — Gn) | <= 


wird. Wenn m hinreichend gro8 ist, wird andererseits 


also | Po @m) — Po (@) | a5 und | q (%m) — Pa (2) | ys 


| P> @m) — Pa @m) |< | Po (2) — Ge @)|+ 4 <le00 — oO |+5- 


Da die Funktionen gy, nach Voraussetzung im Punkte ¢ konvergieren 
und # und gq zugleich mit m tiber alle Grenzen wachsen, so wird bei 
hinreichend groBem m auch 


lr @) — ee W| <5. 
also 
| Pp (2m) aoe Rey 


was der Voraussetzung « > 0 widerspricht. 


1 Andernfalls gabe es namlich in B eine Folge von Punktepaaren, deren Ab- 
stand gegen Null konvergiert und welche sich nicht in B durch eine Kurve von 
einer Lange kleiner als eine feste positive Zahl « verbinden lassen. Diese Punkte- 
paare mti®ten aber einen zu B gehdrigen Haufungspunkt besitzen; und da alle 
Punktepaare in B, welche in einer hinreichend kleinen Umgebung dieses Haufungs- 
punktes liegen, sich durch eine beliebig kurze Kurve in B verbinden lassen, so 
wiirden wir zu einem Widerspruch gelangen. 
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Nunmehr ergibt sich der Beweis des Haufungsstellenprinzipes, 
indem wir aus der Funktionenfolge /, (z), f(z), . . . eine Teilfolge heraus- 
greifen, welche in einer in G iiberall dichten abzihlbaren Punktmenge 
konvergiert. Eine solche Punktmenge, deren Punkte wir mit ¢,, 4, ... 
bezeichnen, erhalten wir etwa in der Gesamtheit aller zu G gehérigen 
Punkte mit rationalen Koordinaten. Auf Grund des WeierstraBschen 
Hautungsstellensatzes kénnen wir, da die Funktionswerte /,,(¢,) be- 
schrankt sind, eine Teilfolge y,(z), y.(z), ... unter der Folge f,(z), 
f,(2), ... derart auswahlen, daB die Werte y, (¢,;) einen Grenzwert be- 
sitzen. Aus der Funktionenfolge y,(z), y2(z), ... kénnen wir ebenso 
eine Teilfolge 7,(z), %2(2), ... auswahlen, derart, daB die Werte 7, (é,) 
einen Grenzwert besitzen. Ebenso wahlen wir unter den Funktionen 
%n(z) eine Teilfolge w,(z), w.(z), ... derart aus, daB die Werte w,, (ts) 
einen Grenzwert haben, usw. Bilden wir nun die _ ,,Diagonalfolge“ 
3 (2) = Yi(2), Yo(2) = %2(2), H3(%) = ws (2), ..., so konvergiert diese 
offenbar in allen Punkten #,. Da die Punktmenge der ¢, auch in jedem 
abgeschlossenen Teilgebiete von G iberall dicht liegt, so ist nach dem 
obigen Satze diese Diagonalfolge eine Teilfolge der urspriinglichen 
Folge f,(z), f.(z), ..., welche die behauptete Konvergenzeigenschaft 
besitzt. 

Eine unmittelbare Anwendung ist der Satz von ViTati: Eine in dem 
Gebiete G gleichmafig beschrankte Folge analytischer Funktionen },(z), 
fo(z), .. . Ronvergiert in G gleichmafig, wenn sie in einer Punktmenge M 
konvergiert, die einen zu G gehorigen Haufungspunkt € hat. 


Es sei 21, 2, 23, .. - eine Folge zu M gehoriger Punkte mit dem Grenz- 
wert ¢. Da die Funktionenfolge /,(z), /.(z), ... in G gleichmaBig be- 
schrankt ist, so laBt sich nach dem vorigen Satz eine in jedem ab- 
geschlossenen Teilgebiet von G gleichmaBig konvergente Teilfolge 
£1(2), 22(2), ..- herausheben, die in G gegen eine dort regulare Funktion 
g(z) konvergiert. Diese Grenzfunktion stimmt in den Punkten z,, 
(nm = 1, 2,3,...) mit den dortigen Grenzwerten limf, (z,,) = f(z,) tiber- 


v—->oo 


ein. Wahlt man aus der Folge /, (2), /.(z), . . . irgend eine andere in jedem 
abgeschlossenen Teilgebiet von G gleichmaBig konvergente Teilfolge 
h,(z), 4g (z), ... aus, so konvergiert sie in derselben Weise in G gegen eine 
dort regulare Funktion h(z), welche den Bedingungen h(z,) = f (2n) 
geniigt. Die Differenz g(z) — h(z) ist also in G regular und hat in den 
Punkten 2,, 2,, 23... den Wert 0. Nach § 4 (S.307) verschwindet sie also 
im ganzen Gebiet G; d.h. fiir alle z aus G ist g(z) = h(z). Alle in jedem 
abgeschlossenen Teilgebiet von G gleichmaBig konvergenten Teilfolgen 
der gegebenen Funktionenfolge streben also im Gebiete G gegen eine 
und dieselbe Grenzfunktion. Daher hat die gesamte Folge /, (2), /.(2), -- - 
in G nur eine Haufungsfunktion, ist also dort konvergent, und in jedem 
abgeschlossenen Teilgebiet ist die Konvergenz sogar gleichmaBig. 
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§ 7. Zusammenhang mit der Potentialtheorie. 


Aus der in Kap. 2, §7 bewiesenen Tatsache, daB eine analytische 
Funktion in ihrem Regularitatsgebiet unbeschrankt differenzierbar ist, 
folgt unmittelbar, daB auch die Real- und Imaginarteile w(x, y) und 
v(x, ) einer analytischen Funktion von z= %-+7y unbeschrankt 
differenzierbare Funktionen der reellen Variablen x und y sind; ins- 
besondere diirfen wir also die Cauchy-Riemannschen Differential- 
gleichungen nach x und y differenzieren. Da hierbei die gemischten 
zweiten Ableitungen stetig und daher von der Reihenfolge der Differen- 
tiation unabhangig sind, so ergeben sich sofort die beiden Differential- 
gleichungen 

Ou O24 O02” 0? uv 
(1) ay gy 0 age Gps 
Real- und Imaginarteil einer analytischen Funktion sind also Lésungen 
der partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung 


A oh, OF 
wo zur Abkiirzung 
Pp , Py 
AP = att OF 


gesetzt ist. Diese Differentialgleichung, welche in zahlreichen An- 
wendungen eine Rolle spielt, heiBt die ,,Potentialgleichung‘‘; ihre L6- 
sungen werden als ,, Potentialfunktionen“ oder ,,Potentiale“ bezeichnet. 
Eine Potentialfunktion heiBt in einem Gebiete G vegulidy, wenn sie 
dort mit ihren samtlichen partiellen ersten und zweiten Ableitungen 
stetig ist. Real- und Imagindrteil einer analytischen Funktion sind also re- 
guldre Potentialfunktionen. Eine Funktion v, welche mit einer regularen 
Potentialfunktion w durch die Cauchy-Riemannschen Differential- 
gleichungen verknipft ist, ist wieder eine regulare Potentialfunktion 
und heiBt eine zu « konjugierte Potentialfunktion. Die konjugierte 
Potentialfunktion ist bis auf eine additive Konstante durch u eindeutig 
bestimmt. Nach dieser Definition ist « konjugiert zu — v. 

Ist v eine Zu u konjugierte Potentialfunktion, so schneidet jede 
Kurve der Schar u(x, y) = konst. jede Kurve der Schar v(x, y) = konst. 
unter rechtem Winkel, ausgenommen die Stellen, an denen u, = u, = 0 
ist. Dies folgt ohne weiteres aus der allgemeinen Tatsache der kon- 
formen Abbildung, da diese Kurven die Bilder der in der wv-Ebene 
aufeinander senkrechten Geraden uw = konst., v = konst. sind}, 

Gehen wir statt von einer analytischen Funktion /(z) von einer 
beliebigen regularen Potentialfunktion w(x, y) aus, so kénnen wir uns, 
vermége der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen, eine kon- 


1 Ubrigens folgt dies auch unmittelbar aus der Beziehung 


Ug Ug Uy Vy = — Uy Uy + Uy Uy = 0. 
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jugierte Potentialfunktion v(x, y) und dadurch eine analytische Funktion 
f=wu-+1v konstruieren. Die Theorie der regulaven Potentialfunktionen 
ast also dquivalent mit der Theorie der analytischen Funktionen}. 

Wahrend bisher bei der Untersuchung analytischer Funktionen 
Real- und Imaginarteil grundsatzlich nicht getrennt wurden, wird in 
dem folgenden Teile dieses Kapitels mehr der potentialtheoretische 
Gesichtspunkt in den Vordergrund treten. 


§ 8. Darstellung der analytischen Funktionen und der 
Potentialfunktionen durch das Poissonsche Integral. 


Ist die Funktion f(z) = u«-+ iv im Innern und auf dem Rande 
eines Kreises K vom Radius R regular (als Mittelpunkt des Kreises 
wahlen wir etwa den Nullpunkt), so gilt fiir einen beliebigen Punkt 


z= %«-+7y=re'¥ im Innern von K nach der Cauchyschen Integral- 
formel 


(1) eyes eg | eA ad fr Rei®) dy. 


ears b= iP pty? 


Betrachten wir andererseits irgend einen auBerhalb von K gelegenen 
Re eae ; : : 
Punkt z*, etwa den Punkt z* = >= ee, so wird die Funktion 


— in K einschlieBlich des Randes regular sein, also die Gleichung 


2 7 
tp 
(2) Or MO dt = t [i(Ret) "ag 
0 


Q2nt J t— 2 yer? — Ret? 
K 


bestehen. Durch Se egy von (1) und (2) folgt 


ba (ee et?) Ree AM a 
Dix, BE? = re? — Rev ee 


wofiir wir auch aah k6nnen 


: 1 Ao R?2_ 72 
I (2) autio=s [7(Re”) wap ee Pee: 
0 


1 Hieran schlieBt sich der folgende Satz: Ist p(*, y) eine in einem Gebiete G 
dey xy-Ebene veguléve Potentialfunktion und ist u + iv = f(z) =f(¥ +72y) eine 
in diesem Gebiete reguléve analytische Funktion von 2, welche das Gebiet G auf ein 
Gebiet I’ dey uv-Ebene abbildet, so geht die Funktion p(x, y) bet Einfiihrung der 
neuen unabhingigen Verinderlichen u und v in eine im Gebtete I’ reguldve Potential- 
funktion p* (u,v) = p(x, y) téber. Bedeutet namlich q(¥, y) die zu p konjugierte 
Potentialfunktion, so ist p + iq eine analytische Funktion von z in G, also auch 
eine analytische Funktion von €=wu-+div in J. Die Einfiihrung der neuen 
Variablen u,v statt x, y werden wir gelegentlich als , Ubertragung der Poten- 
tialfunktion ~ von G nach J’ bezeichnen. 
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Trennen wir links und rechts Reelles und Imaginares, so erhalten wir 
die Formel 


1 R27 d 
(3) u(r, Di oe UN ESO) par io Rf con teeny? uae 
0 


welche die Poissonsche Integralformel heiBt. Da sich jede regulare 
Potentialfunktion als Realteil einer analytischen Funktion auffassen 
laBt, wird durch diese Formel der Wert jeder Potentialfunktion im 
Innern eines Kreises durch ihre Randwerte ausgedriickt. Wir merken 
noch an, da8 man die partiellen Ableitungen von w nach r und y (oder 
x und y) fiir das Innere des Kreises aus der Formel (3) erhalt, indem 
man unter dem Integralzeichen differenziert. 

Besonders einfach gestaltet sich die Formel (3), wenn vr = 0 wird; 
dann ergibt sich 


4) u(0) =4(0, y) =a | w(R, pag. 


Es ist also der Wert einer reguléren Potentialfunktion 1m Miuttelpunkt 
eines Kreises gleich dem arithmetischen Mittel der Werte auf dem Rande 
des Kreises. 

Selbstverstandlich gilt eine entsprechende Formel, wenn wir u 
durch eine konjugierte Potentialfunktion ersetzen. 

Wir kénnen aber auch die zu uw konjugierte Funktion v, bis auf 
eine additive Konstante, durch die Randwerte von wu ausdriicken. 
Hierzu addieren wir die beiden Gleichungen (1) und (2); dann er- 


gibt sich 
Rev? ve? 
Retr )( - - )a 
=A fn Reb? _—yet¥ v | Viel pae % 


oder 
{@)=u+iv 
22% 
vay “ : 2Ryrsin (y — q) 
as — ?) +iv(R,9)) (1 rt R? — 2Rrcos(p— 9) <a) ae. 
s 27% 
1 é 
Da nach (4 oelhe (R, y)d v (0) ist, so folgt hieraus durch Tren- 


nung von Reellem und Imaginarem die Relation 
“% ini Rysin (yw — g) 
Ce Det MU fei RAMEN Cie wrens cic = AR: 


0 


welche die gesuchte Darstellung leistet. 
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Durch Zusammenfassung dieser Gleichung mit der Gleichung (3) 
erhalten wir fir f(z) = f(re'’) =u + iv 


(2) = ou (R, 9) osha 
+ fe Shoe oa oeceremee 
=e 0s fcr eee 
-- iv (0) ose 9) 4p 


Entwickeln wir hierin den Bruch a8 


Mee . . . 
; in eine geometrische Reihe 


parse Sop ar4sS Greens 


so diirfen wir gliedweise integrieren und bekommen dann 


(6) {(2) =iv(0) +2 +5 S| (5) a, env 
mit 
Qa 
(7) an = 1 fu (R, g)e-rdg (pe Oey 2) tet.) 
0 
oder 
(8) u(r, y) = 2 +3) () (a, cosnyp + b, sinn y) , 
n=1 
(9) wr, By) = 0 + XC jal (— b, cosny +a, sinn yp) 
mit & 


a =1{u(R, 9) cosnpdy (Ge OED ae 8) 


0 


b, = 1 [u(R, 9) sinn pag (ewe os.) . 
0 


Da jedes Glied in (8) oder (9) fiir sich eine Potentialfunktion darstellt 
(es ist z. B. 7” cosmy der Realteil der analytischen Funktion 2) sO 
21* 
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haben wir in den Formeln (8) und (9) die Entwicklung einer beliebigen 
regularen Potentialfunktion w und der zu ihr konjugierten Potential- 
funktion v in eine konvergente Reihe besonders einfacher Potential- 
funktionen vor uns. 

Ersetzen wir in den obigen Formeln (3) und (5) u(R, gy) durch 
eine beliebige lings der Kreisperipherie stetige oder auch nur stiickweise 
stetige! Funktion g(), so werden durch die Formeln 


27 
1 R2 — 72 

(10) u (7, Yee g (@) Rin oR ae ayy 

0 
und 

20 
1 Rrsin (py — ¢—) 
(11) u(r, =O +2 fe pee dy 
0 


zwei Funktionen definiert, welche im Innern des Kreises selbst wieder 
Potentialfunktionen, im Falle eines durchweg stetigen g() sogar re- 
gulare Potentialfunktionen sind. Wir kénnen namlich die Ausdriicke 
Au und Av durch Differenzieren unter dem Integralzeichen bilden, 
wobei sich identisch Null ergibt, da die Faktoren von g(q@) selbst Po- 
tentialfunktionen sind. Wir werden in §10 sehen, daB die durch diese 
Formel dargestellte Funktion uw auch die Randwerte g(q) besitzt. Vor- 
her ziehen wir aus den gefundenen Resultaten einige Folgerungen. 


§ 9. Folgerungen. 


Wir kénnen aus dem Vorangehenden eine Reihe von Folgerungen 
ziehen, welche den oben bei der Cauchyschen Integralformel gewonnenen 
Resultaten entsprechen. Aus der Mittelwertformel (4) §8 folgt der 
Satz vom Maximum und Minimum einer Potentialfunktion: Eine in 
einem Gebiete G einschlieBlich des Randes reguliére Potentialfunktion 
nimmt thren gropten und thren kleinsten Wert am Rande an; wird ein 
solcher Extremwert 1m Innern angenommen, so ist die Funktion konstant. 
Der Beweis verlauft ganz analog zu dem in §1 gegebenen Beweis des 
Prinzips vom Maximum und Minimum fir den Betrag einer analytischen 
Funktion; die Betrage | f(z) | sind dabei durch die Potentialfunktion zu 
ersetzen, und die zu der Formel (2) aus § 1 analoge Formel gilt sogar mit 
dem Gleichheitszeichen. 

Ebenso laBt sich der Konvergenzsatz aus §3 in folgender Form 


tibertragen (,,Satz von HARNACK"): Es sei u,(r, p), Uo(7, yp), ... eine 
Folge von Potentialfunktionen, welche in einem Kreise K einschlieBlich 
des Randes reguliér sind und deren Randwerte g,(), &o(9), ... gleich- 


mipig gegen eine stetige Funktion g(p) konvergieren. Dann konvergieren 


1 Vgl. S. 262, FuBnote. 
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die Potentialfunktionen u, tiberall im Kreise K gleichmaBig gegen eine 
vegulére Potentialfunktion u mit den Randwerten g(q). 


Der Beweis verlauft wie bei dem WeierstraBschen Satze von § 3. 
Das Maximum der Differenz | uv, — wu | liegt auf dem Rande, wo die 
Differenz | g, — gm | nach Voraussetzung fiir hinreichend groBes m und 
allem > n gleichmaBig in p beliebig klein ist; daher konvergieren die 
Funktionen w, tiberall in K gleichmaBig gegen eine stetige Grenzfunktion 
u mit den Randwerten g(q). Die Funktion u 1aBt sich, da wir den Grenz- 
ubergang wegen der GleichmaBigkeit der Konvergenz unter dem Integral- 
zeichen ausfiihren diirfen, durch das Poissonsche Integral (3) § 8 aus- 
driicken. Dieses stellt aber, wie oben bemerkt, im Innern von K eine 
regulare Potentialfunktion dar. 

Eine weitere Folgerung aus den Uberlegungen des vorigen Para- 
graphen ist der folgende Konvergenzsatz fiir analytische Funktionen, 
den wir an spaterer Stelle (Kap. 6, § 2) gebrauchen werden: Wenn in 
einem Gebtete G die Funktionen einer Folge w,(z), @2(z), ... im einem 
Punkte, etwa z = 0, mit wachsendem Index gegen Null streben und wenn 
die Realteile dieser Funktionen im Gebiete G gleichmaBig gegen Null kon- 
vergieren, so konvergieren die Funktionen w,(z) in jedem abgeschlossenen 
Teilgebiete von G gleichmafig gegen Null. Ist namlich G* irgend ein 
abgeschlossenes Teilgebiet von G, so verstehen wir unter R eine solche 
positive Zahl, daB jede abgeschlossene Kreisscheibe vom Radius R um 
einen Punkt von G* noch ganz im Gebiete G liegt (vgl. Kap. 1, § 2, 
S. 264). Fiir jeden Punkt P des Gebietes G* wenden wir die Formel (3) 
§ 8 mit diesem Punkt als Mittelpunkt an, differenzieren sie nach 7 
und setzen y = 0; dann erhalten wir 


du, (0, 1 
ee u,(R, p) cos (y — yp) dp. 


0 
Hieraus folgt: Gilt im ganzen Gebiete G fiir die Realteile | u,| < M,, 
0 tp = — 2M, 
Ox Doshi meee 
Wegen der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen sind also 
auch die Ableitungen der Imaginarteile v, ihrem Betrage nach unter 
derselben Schranke gelegen; also konvergiert die Schwankung? der 
Funktion v in dem abgeschlossenen Teilgebiet G* gleichmaBig gegen 
Null, womit unser Satz bewiesen ist. 

Die Formeln (10) und (11) von §8 erlauben uns ferner, fiir den 
Real- und Imaginarteil einer im Innern und auf dem Rande eines 
Kreises | z| < R regulaéren Funktion /(z) = « + 7v prazise Schranken 
anzugeben; wir setzen hierbei voraus, daB die Randwerte g(qy) des 
Realteils fiir die Peripherie des Kreises einen Betrag < 1 haben. 


so ist in jedem Punkte P von G* sowohl | 


1 D.h, der grote auftretende Betrag der Differenz zweier Funktionswerte. 
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Die beiden Ausdriicke 


Rrcos(y— g) —” 
Q) ug y—uQ=2[e@) pee ade, 


Rysin (y — g) 
(2) u(r, yp) — v (0) = — EAP) Fa TR ee 


seien zundchst positiv. Sie erhalten dann unter der Voraussetzung 
| g(@) | <1 einen méglichst groBen Betrag, wenn man g(q) dort gleich 
1 setzt, wo der zweite Faktor des Integranden positiv ist, dagegen sonst 
g(v) = —1 nimmt. Da stets R? + 7? — 2 Rrcos(p — y) = 0 ist, so 
hat man nur den Zahler jener Faktoren zu beachten. Man hat also dem- 
gemaB in (1) 

Y 


ao) fir cos (y — @). 


2) by 


= 
g(y)=—1 fir cos(y—9) S% 


zu setzen. Ebenso erhalt man fir (2) als vorzuschreibende Randwerte 
g(g) = 1 CUT ee O22 Wie Oh re 
g@=-—-1 fir azaSsy—eps2n. 


— Ist einer der beiden Ausdriicke (1), (2) negativ oder Null, so bringt 
man, um eine Abschatzung fiir den Betrag zu erhalten, die Funktions- 
werte g(y) =1 und g(g) = —1 gerade in entgegengesetzter Ver- 
teilung an. 

Unter diesen Annahmen lassen sich die beiden Integrale direkt aus- 
rechnen, und man erhalt 


(3) |u(r,y) —u(0)|S = aresin 5, 
(4) lz (ry) — 90) |S = log 


Die erste dieser beiden Abschatzungen wird auch als ,,Schwarzsche 
Arcussinus-Formel“ bezeichnet ?!. 


§ 10. Losung der Randwertaufgabe der Potentialtheorie 
fiir den Kreis. 


Bisher diente uns das Poissonsche Integral zur Darstellung einer 
von vornherein als bekannt betrachteten Potentialfunktion. Seine Be- 
deutung reicht jedoch, wie schon angedeutet wurde, weiter. Es gilt 


1 Ausfihrliche Uberlegungen in ahnlicher Richtung findet der Leser bei 
P. Korpe: Uber das Schwarzsche Lemma ..., Math. Zeitschr. Bd.6 (1920), 
S. 52 bis 84. j 
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namlich der Satz: Ist g(q) eine beliebige reelle stetige Funktion der reellen 
Verdnderlichen p mit der Periode 2m, so stellt das Integral 


2% 
1 R?— 7 
(1) uy) =a fe RIB cosy oe ae 
0 : 


das auch in die unendliche Rethe 


u(r, y) = 3 +d) (§) (a, cosy yp + 6, sinv y) 
v=1 


mit 
2a 26 

a, = 2{ g(p)cosypag, b, = Af e(g)sinvpdp CAE a) 
0 0 


entwickelt werden kann, eine im Innern des Kreises vom Radius R um 
den Nullpunkt regulave Potentialfunktion dar, welche die Randwerte g(q) 
annimmt. 

Man sagt: Das Poissonsche Integral list die Randwertaufgabe der 
Potentialtheone fir den Kreis. 

Zum Beweise approximieren wir, was nach einem bekannten Satze 
von FEJER immer méglich ist, die stetige Funktion g(q) gleichmaBig 


1 Der Beweis dieses Fejérschen Satzes verlauft folgendermaBen: Es sei f(#) 
eine stetige Funktion mit der Periode 2; ferner 


22 
1 —tv 1.2 
ty = 5 f(@)e dé (Visierrg 2. -1-0, 1,2, . 5) 
und 2 i. 
Sp aye Grea Or eae 
v=-—N 
n—-1 
1 
f= ss (Ce eee) 
Dann ist zunachst r=0 
22 
1 —tv(i—2) 
Se dd 
Sn pale eae 
0 
22 
ae! (9) (Oma) 1 — e-t2nt4) (8-2) 
er 1 e-t(o—2a) 
0 
; ve entre x) gents (o-2) 
e = 
5 L{n0 son a2 Sa 
eé we 2 


i(n+1)(9—a) —i(n+1)(9—2)) _ (,in(d—a) —in(d—2@) 
=t fro rs eee ae; 


a Pica p rata 
0 e ae =) 
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durch eine Folge aprere eae Polynome von der Form 


£n (~) = ™ cosyvp + ),™sin yg). 


Die regularen CoN ar aie 


n 
tn 9) = “5 +S) (G) (am cose y + 4,0 sino yp) 


folglich 
gin(F—a) Q4 et n(F—2) 


1 
In-1 (*) = gf 10 jon jet 
( 


2 
2 e 2 


sin a sin —— 
1 7 1 2 
fr0o) —Z2— | a= [rors a | 2. 
\ eo te 0 


~ On nN, 
0 
Speziell gilt also fiir f(¥) = 1 
sin —— 
1 
(*) 1= ij =) a6, 


also im allgemeinen Falle 


cee : 
2 


fn—1 (*) = F(*) dd. 


=55 taf b+ 9—f@)|— 
sin i= 


Man zerlegt nun das Intervall 0, 2 mit Hilfe einer zwischen 0 (ausschlieBlich) 
und 5 (ausschlieBlich) gelegenen Zahl din die Teilintervalle 0,6; 6,2%7—6; 2a—6, 


22. Bei vorgegebenem ¢ > 0 kann man dann auf Grund der gleichmaBigen Stetigkeit 
und der Periodizitat von f(¥) die Zahl 6 = 6(¢) so klein wahlen, daB8 fiir alle @ des 


ersten und dritten Teilintervalls und alle x die Ungleichung | f(@-+ x) — f(#)| < 5 


besteht, und da fiir den andern Faktor des Integranden die Formel (*) gilt, so wird 


é nB\ 2 2% _ ney2 
1 ‘ Se Noy So 2 
Qn n fo@+o-re) S| eae {| Lo da ACAD eer Ph 
0 sin > Beas sin 5 


Bei diesem 6 kann man aber N = N(e) so groB wahlen, daB fiir » = N stets 


lax—8 _ ng 2 
il sin —— é 
ee i (f (@ + x) — f(*)) ao abl < a 
é eo 


wird, Fiir n 2 N(e) ist also | fp_,(*) — f(*)| < « fiir alle x. 
Die reellen trigonometrischen Polynome /,(*) konvergieren also gleichmaBig 
gegen /(*). 
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haben offenbar die Randwerte £n(y). Die Auswertung der Integrale 


23 

1 

— J g,, (9) cosy pd = Oe 2s 
0 


(2) 


22 
1 ; 
Bn (P) Sin » pdg (v=1,2,...) 


liefert nach den bekannten ,,Orthogonalitatsrelationen der trigono- 
metrischen Funktionen“ fiir » = 0,1,..., die Werte a, bzw. b,™, 
fir » > n dagegen stets den Wert 0. Bezeichnet man die Ausdriicke (2) 
fur yedes y=>O mit a,™ und b,™, so wird also fir »> 1 stets 
a,™ = 6,™ — 0, und man kann schreiben 


(n) = v 
(3) UAKT, ~) = “s 5, (5) (a,™ cosyp + b,™ sinyy), 
wo nunmehr die Summe ins Unendliche erstreckt ist. Mit wachsendem n 
konvergieren aber die Funktionen wu, nach dem ersten Konvergenzsatz 
aus §9 gegen eine regulare Potentialfunktion “ mit den Randwerten 
lim g,(~) = g(). In den Ungleichungen 
n-> co 


Je cosy y dp =f exlocosypdy |< f |x (o) — g(r) |4@, 


Je sinyp dp — J g,(p)sinvpdg| < fle io — g,(p)|dp 


sind die rechten Seiten von v unabhangig und konvergieren mit wachsen- 
dem n gegen Null, da g,(q) gleichmaBig gegen g(q) strebt. Daher gilt 
gleichmaBig in » 

22 
lim a4, = + fe) cosypay, 

6 


n> 7% 


Qa 
lim 6, = + f g(p) sinvypdg. 
N—> co we 
Wegen der GleichmaBigkeit dieser Konvergenz darf man in (3) in der 
unendlichen Summe gliedweise zur Grenze m = ©o itibergehen und er- 
halt dadurch fiir die Funktion w gerade die in der Behauptung auf- 
tretende Reihe. Daf aber diese Reihe gleich dem Integral (1) ist, er- 
kennt man genau analog zu der Entwicklung von § 8, wo an Stelle von 
g(q) die Potentialfunktion u(R, g) stand. 

Weitere Beweise des obigen Satzes findet der Leser am Schlusse 
des nachsten Paragraphen und in Kap. 4, §3. 

SchlieBlich sei darauf hingewiesen, daB das Poissonsche Integral 
die Randwertaufgabe auch noch unter der allgemeineren Voraussetzung 
lést, daB die Funktion g(y) auf dem Rande nur stiickweise stetig ist. 
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Die dargestellte Potentialfunktion nimmt an allen Stetigkeitsstellen 
der Funktion g(q) die vorgeschriebenen Randwerte an und hat bei 
Annaherung an eine Unstetigkeitsstelle my) bestimmte Haufungswerte, 


welche zwischen limg(q@») + €) und JEREMY — e) liegen. Den einfachen 
e>0 
Beweis dieser Tatsache iibergehen wir Wien da er an einer spateren Stelle 


(Kap. 6, §6, S.408f.) in allgemeinerem Zusammenhange nachgeholt 
werden wird. 


§ 11. Die Randwerte einer analytischen Funktion. 


Die Randwerte, welche eine in einem einfach zusammenhangenden 
abgeschlossenen Gebiete analytische Funktion am Rande dieses Ge- 
bietes annimmt, kénnen gewiB nicht willkiirlich vorgeschrieben werden. 
Dies lehrt uns unmittelbar der Satz vom Maximum und Minimum fir 
Potentialfunktionen. Sind naémlich die Randwerte fiir den Realteil u 
gegeben, so ist dieser Realteil dadurch eindeutig bestimmt; denn die 
Differenz zweier Potentialfunktionen u, und wu, mit denselben Rand- 
werten ist eine Potentialfunktion mit den Randwerten 0 und muB also 
nach dem Satze vom Maximum und Minimum im ganzen abgeschlosse- 
nen Gebiete identisch verschwinden. Durch den Realteil sind aber der 
Imaginarteil und seine Randwerte bis auf eine additive Konstante ein- 
deutig bestimmt; seine Randwerte kénnen daher nicht mehr neben den 
Randwerten des Realteiles willkiirlich festgesetzt werden. 

Zeigen uns diese Uberlegungen, daB das MaB von Willkiir, welches 
in der Konstruktion einer analytischen Funktion steckt, nicht gréBer 
sein kann, als es in der willkiirlichen Wahl von stetigen Randwerten 
des Realteils (und einer rein imagindren Konstanten) gelegen ist, so 
lehrt uns das Resultat des vorigen Paragraphen fiir den speziellen Fall 
kreisférmiger Gebiete, daB hier genau dieses Ma8 von Willkiir auch 
wirklich vorliegt. Erst spater (Kap. 6, §5 und 6) werden wir durch 
Lésung der Randwertaufgabe der Potentialtheorie fiir einen in weiten 
Grenzen beliebigen einfach zusammenhangenden Bereich diesem Re- 
sultat seine volle Allgemeingiiltigkeit verleihen. Wir sind aber bereits 
hier in der Lage, notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die 
Randwerte einer analytischen Funktion in einem einfach zusammen- 
hangenden Bereich anzugeben, den wir der Einfachheit halber als von 
einer einzigen stetig gekriimmten Kurve C begrenzt voraussetzen. 

Wir kniipfen an die Formel (8) von Kap. 2, §7 an, welche uns in 
jedem von Punkten der Kurve C freien Gebiet eine analytische Funktion 
darstellt. Zerlegen wir die Kurve in mehrere Bestandteile, so entspricht 
jedem Bestandteil eine durch Integration iiber ihn entstehende Funktion, 
welche in der ganzen Ebene mit Ausnahme jenes Kurvenbogens regular 
analytisch ist. Aus diesen einzelnen Funktionen setzt sich die urspriing- 
lich betrachtete additiv zusammen. Die folgenden Betrachtungen werden 
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davon unabhangig sein, ob wir es mit einer geschlossenen oder einer 
nicht geschlossenen Kurve zu tun haben. 


Wir bediirfen im folgenden des auch sonst wichtigen Begriffes des 
»Cauchyschen Hauptwertes eines Integrals. Ist g(x) eine in einem ab- 
geschlossenen Intervalle a < x < b der reellen Veranderlichen x mit 
ihren Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetige Funktion und 
ist -¥) ein Punkt im Innern des Intervalles, so hat nach der gewohn- 


b 

lichen Definition des Integrals im allgemeinen der Ausdruck (oe ax 
= Oto 

a 


keinen Sinn. Dagegen existiert der folgende Grenzwert: 


Boe b 
bad: g (#) B(%) . 
Svetal | Beet deo 
a Vote 


der sogenannte Cauchysche Hauptwert des Integrals, bei dem also 
wesentlich ist, daB die singulare Stelle von beiden Seiten gleichzeitig 
und symmetrisch approximiert wird. Um die Existenz dieses Grenz- 
wertes einzusehen, brauchen wir nur zu beachten, daB sich nach unseren 
Voraussetzungen g(x) in der Form darstellen 1aBt: 


&(%) = &(%) + (¥% — %) h(x, Xo), 


wobei /(x%, %») eine im Bereich aX 4% <b,a < %) X 6b stetige Funktion 
der Variablen x, x) ist. Es braucht also nur die Existenz des Cauchyschen 
b 


dx : ; ; 
bewiesen zu werden; diese ist aber unmittel- 


Hauptwertes von i} 


0 


a 
bar klar. Gleichzeitig erkennt man, daB der Cauchysche Hauptwert 
H (x9) in jedem ganz im Innern des Intervalles a, b gelegenen abge- 
schlossenen Teilintervalle eine stetige Funktion von %p ist. 

Dieser Begriff des Cauchyschen Hauptwertes 14Bt sich leicht auf 
das komplexe Gebiet iibertragen. Es sei C ein stetig gekriimmter 
Kurvenbogen der komplexen Zahlenebene, dessen Punkte durch die 
komplexe Variable t= & +i7 bezeichnet werden. Bedeutet s die 
Bogenlange auf der Kurve, so ist ¢ eine mit stetigen Ableitungen erster 
und zweiter Ordnung versehene komplexe Funktion von s, fiir welche 
| ¢’(s)| = 1 ist. Es sei nun g(¢) eine Funktion der auf der Kurve C 
laufenden komplexen Veranderlichen ¢,.welche nach Ersetzung von ¢ 
durch ¢(s) stetige erste und zweite Ableitungen nach s besitzt?. Ist dann 


1 Es ist dabei zu beachten, daB die Variable ¢ ausschlieBlich auf dem Kurven- 
bogen lauft, so daB die Existenz der Ableitungen nicht den analytischen Charakter 
yon g(t) nach sich zieht. 


oon Ill, 3. Folgerungen aus der Cauchyschen Integralformel. 


t) ein beliebiger innerer Punkt auf dem Bogen C, so definieren wir als 


Cauchyschen Hauptwert des Integrals a dt den Grenzwert 


im( NaS + {2% ) vas), 
e>0 


Sote 


wobei a und b die Werte von s am Anfangs- und Endpunkt von C be- 
deuten und #, = ¢(sy) ist. Die Existenz dieses Hauptwertes 1aBt sich 
leicht durch Zuriickfiihrung auf den Hauptwert im Reellen beweisen. 


Es ist namlich 
t — ty = (S — S$) #’ (59) (1 + (S = Sp) % (S, Sq) 
also, wenn nur | 5s — So hinreichend klein ist, 


1 1 
tt ty ce (s— So) t’ (So) (1 a (s i‘. So) Xs (s, So))> 


wobei «, (S, So), &2(S, Sp), Wie auch hernach as, «4, fiir alle zu C gehérigen 
Werte s, sy stetige Funktionen bedeuten. Ebenso ist 


P(t) = H(to) + (S — So) &3(S, So) - 


PANO (49) ria (s) 
Unser Integrand nimmt also die Form Hil ee &4(S, So) an, womit 


die Zuriickfiihrung auf den Hauptwert reeliee Integrale erfolgt ist. 
Auch hier ist der Hauptwert eine stetige Funktion von sg, solange der zu 
So gehérige Punkt auf einem abgeschlossenen Teilbogen im Innern 
von C liegt. 

Nunmehr definieren wir f(z) durch die Formel 


ft =e | eas 


276 t 
C 


fur jeden Punkt z, welcher nicht auf der Kurve C liegt; fiir einen Punkt 
2 = t, auf der Kurve verstehen wir unter dem Ausdruck rechts seinen 
Hauptwert und bezeichnen ihn mit h (tj). 

Wir bezeichnen mit f+ (tj) bzw. f (t9) die Grenzwerte von f(z) (falls 
sie vorhanden sind), welche wir erhalten, wenn wir uns dem Punkte to 
auf der in fy errichteten Normalen zur Kurve C aus ,positiver‘’ bzw. 
,negativer’ Richtung annadhern; dabei verstehen wir unter ,,positiver 
Normalenrichtung‘ diejenige Richtung, welche bei positiver Durch- 
laufung der Kurve C nach links weist. 
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Unser Ziel ist der Beweis des folgenden Satzes: Die Grenzwerte 
f* (to) bzw. f (to) extstieren und sind mit den Werten (to) und h(t) durch 
die Gleichungen 


f* (fo) — (4) = A (ey), 


f (to) + 3p (to) = h (to), 
i () — F (&) = 


be Pp (to) 
verkniipftt. 


Zum Beweise kénnen wir offenbar annehmen, daB die Integrations- 
kurve C aus einem beliebig klein zu wahlenden, den Punkt ¢, umgeben- 
den Stiick besteht; denn das von einem etwaigen anderen Bogen her- 
ruhrende Integral stellt in der Umgebung des Punktes fy eine regulare 


Abb. 89. 


und somit stetige Funktion von z dar. Wir denken uns das Ko- 
ordinatensystem so gelegt, daB tf) = 0 wird und C dort die x-Achse be- 
ruhrt (vgl. Abb. 89). Der Durchlaufungssinn der Kurve C soll im Null- 
punkte mit der positiven x-Richtung zusammenfallen. Der Punkt 
z= 7y wird dann auf der imaginaren Achse gegen den Punkt 0 riicken, 
und zwar von der positiven Seite her bei der Bildung von /*(0). Die 
Bogenlange s zahlen wir vom Nullpunkt ab. Auf Grund der obigen Be- 
merkung diirfen wir von vornherein den Kurvenbogen C so klein an- 
nehmen, daB sich seine Richtung von der der x-Achse nirgends um mehr 
als 30° entfernt. 


Den zu untersuchenden Ausdruck 
b 


2nif (2) = 2nif (iy) =| 2% 4 as (y + 0) 


zerlegen wir nun in zwei Summanden G(e, y) und H(e, y), wobei 


& 


t / 
Cle =| eras 


sae 


ist, unter ¢ eine hinreichend kleine positive GréBe verstanden. Fur 
|s| > ¢ ist auf Grund unserer Voraussetzung |¢ —ay| > ce, worin c 
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eine von ¢ unabhangige positive Konstante bedeutet. Hieraus ergibt 
sich fiir beliebige reelle Werte He yy mit konstantem c, die Abschatzung 


(2) | (e544) = H (e, yo) < fix My, — Yl dog Peel 


c2 g2 


Auf der Kurve C wird 
p(t) = (0) +sfi(s), t=s +s?B2(s), # = 1+ s£As(s), 


wobei f;(s), Ba(s),... stetige Funktionen von s bedeuten. Es ist also 


te 


G(ey)= if 2 OT Ef sf (3) ds 


ie ) + s? Bs (s) 
=f 24 an Sygate 


Wir verbinden nunmehr die GréBen e und y durch die Gleichung 
| y| = «% Riickt | y|, und damit «, gegen 0, so konvergiert H(e, y) 
nach Formel (2), in der wir | y,| = ¢°, yg = 0 setzen, gegen den Haupt- 
wert 227h(0). Im Integral G(e, y) hat der zweite Bestandteil den 
Grenzwert 0; denn da fiir y — 0 im Punkte s = 0 der Zahler des Inte- 
granden mindestens von der zweiten, der Nenner aber genau von der 
zweiten Ordnung in s verschwindet, so liegt der Betrag des Integran- 
den in der Umgebung von s = 0 unterhalb einer von y unabhangigen 
endlichen Grenze, wahrend der Integrationsweg sich auf diesen Punkt 
zusammenzieht. Der erste Bestandteil von G(¢e, y) wird gleich 


wobei das Vorzeichen von i¢® bei Bildung von f+ negativ, bei Bildung 
von /~ positiv zu wahlen ist. Fiihren wir eine neue Integrationsvariable 
durch s = é%o ein, so erhalten wir 


en? 


; do 
fe ae eee 
dieser Grenzwert ist aber gleich + 7 (0), womit die obige Behaup- 
tung bewiesen ist. 

Aus dem bewiesenen Satze ergibt sich nun ohne weiteres eine Be- 
dingung dafiir, daB die Werte g(t) auf dem Rande eines einfach zu- 
sammenhangenden abgeschlossenen Gebietes, das wir von stiickweise 
stetig gekriimmten Kurven begrenzt voraussetzen, Randwerte einer regu- 
laren analytischen Funktion q (z) sind. Es mu8 namlich dann, zufolge der 
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Cauchyschen Integralformel, diese Funktion im Innern des Gebietes 


Wan) ) Ue 
6} 


identisch den Wert 0 haben mu8. Indem wir in dem obigen Satze f+ (t,) 
mit (%)) identifizieren, dagegen /~ (f)) =0 setzen, erhalten wir fir 
diese Randwerte  (¢) im Innern jedes stetig gekriimmten geschlossenen 
Kurvenbogens C die Bedingung 
@) ote) =| 20a, 

0 


74 


1 
durch den Ausdruck i; 2) dt dargestellt sein, welcher auBerhalb 


wobei dieses Integral als Hauptwert zu verstehen ist. Diese Bedingung 
hat die Form einer sogenannten Integralgleichung. Sie ist notwendig 
und, wie Einsetzen in Formel (1) zeigtt, auch hinreichend dafiir, daB 
die Funktion q(¢) die Randwerte der durch sie im Innengebiete de- 
finierten analytischen Funktion @(z). darstellt. 

Fiir den Fall, daB die Kurve C ein Kreis ist, k6nnen wir aus unseren 
Ergebnissen leicht einen neuen Beweis dafiir erhalten, daB das Poisson- 
sche Integral tatsachlich die Randwertaufgabe lést?. Wir schreiben es 
gemaB §8 in der Form 


sepa Pp (4) 1 | ¢ 
(4) u(r, 9) = ye; | Rea je [pe 
Cc Cc 


2 
Wopel 2. — == ist und mit g(t) die vorgegebenen (reellen) Randwerte 


auf der Kreisperipherie bezeichnet sind. Wenn sich der Punkt z einem 
Randpunkte ¢, von innen her nahert, so konvergiert der Punkt z* von 
auBen gegen denselben Wert ¢); Formel (1) lehrt dann, daB der Grenz- 
wert der Differenz (4) tatsachlich 9 (f) ist. 


§ 12. Strémungen. 


Die Potentialtheorie steht in engem Zusammenhang mit physi- 
kalischen Vorstellungen. Da uns diese spater als heuristische Hilfs- 
mittel niitzlich sein werden, so wollen wir hier kurz auf sie eingehen; 
eine ausfiihrliche Diskussion der Anwendungen der Potentialtheorie 
wiirde allerdings den Rahmen dieses Buches iiberschreiten. 


1 Es sei darauf hingewiesen, daB die bei den obigen Ableitungen gemachte 
Voraussetzung der Annaherung langs einer Normalen fallen gelassen werden 
kann; die Grenzwerte ft und f- und damit auch die Formeln (1) behalten ihren 
Sinn auch bei beliebiger Annaherung an den betreffenden Punkt. Man erkennt 
dies leicht auf Grund der Bemerkung, daB alle unsere Abschatzungen gleichmabig 
fiir jeden ganz im Innern des Bogens C liegenden abgeschlossenen Teilbogen gelten. 

2 Unser Beweis gilt auf Grund der Uberlegungen des Textes nur fiir radiale 
Annaherung; die vorstehende Anmerkung lehrt aber seine Giiltigkeit fiir beliebige 
Annaherung. 
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Wir gehen aus von der Betrachtung eines ,,Vektorfeldes“ in einem 
Gebiete G der x y-Ebene, d.h. eines Systems von zwei in G definierten 
stetigen Funktionen . 

D_ = P(x, y), by = 9 (%, y), 
die wir als Komponenten eines Vektors » auffassen. Dieses Vektorfeld 
soll anschaulich durch die Geschwindigkeitsverteilung einer ,,statio- 
naren ebenen Strémung einer Fliissigkeit mit tiberall gleicher Dichte“ ge- 
deutet werden?. 

Wir wollen nunmehr annehmen, daB das Gebiet G einfach zusammen- 
hangend ist, und wollen ferner voraussetzen, daB die Strémung ,,guellen- 
frei‘ ist, d. h. daB sich in jedem Teilgebiet von G der Zu- und Abstrom 
von Fliissigkeit iiber den Rand das Gleichgewicht halten. Diese Voraus- 
setzung fiihrt zu einer Bedingung, welcher der Geschwindigkeitsvektor b 
geniigen mu8. Wir betrachten eine einfache geschlossene stiickweise 
glatte Kurve C in G mit der Bogenlange s. Wird die Komponente von » 
normal zur Kurve C mit v,, bezeichnet, wobei die positive Richtung der 
Normalen nach dem Innengebiet von C gerechnet werden soll, so ist 
der Ausdruck 


fv, ds 
C 


der Einstr6mung von Fliissigkeit in das durch C begrenzte Teilgebiet 
von G wahrend der Zeiteinheit proportional. Zufolge der Voraussetzung 
der Quellenfreiheit muB er den Wert Null haben, gleichviel, wie die 
Kurve C gewahlt wird. Nun ist? 


ad a: 
D, = pcos (n, x) + qcos (m, y) = — p+ 9—; 


es ergibt sich also die Bedingung 
d dy 
J (042 —>p S) as =| (gax — pdy}=0. 
a Cc 


Sind nun, wie wir im folgenden annehmen, die partiellen ersten Ab- 
leitungen von # und g vorhanden und stetig, so folgt aus Kap. 1, § 3: 
Fiir die Quellenfretheit unserer Strémung ist die Bedingung 


(1) cere 
Ox Oy 
notwendig und hinreichend. 

1 Die materielle Natur der strémenden Fliissigkeit braucht nicht naher fixiert 
zu werden. Die mathematische Darstellung trifft ebenso die Strémung von Elek- 
trizitat in diinnen Lamellen wie Stromung von Warme oder Strémung von Fliissig- 
keits- oder Luftmengen. Wesentlich ist nur, daB alle diese Strémungen als Trans- 
port eines Fluidums aufgefaBt werden kénnen, bei dem wir von Quantitat sprechen 
k6nnen. 


2 (n, x) und (n, y) bedeuten die Winkel der positiven Normalen gegen die 
«-Achse bzw. die y-Achse. : 
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Bezeichnet », die Komponente des Geschwindigkeitsvektors » in 
Richtung der Tangente der einfachen geschlossenen stiickweise glatten 
Kurve C in G, so nennt man das Integral 


fo.ds 
é 


die von der Kurve C umschlossene Wirbelstdrke oder Zirkulation. Die 

Bogenlange soll dabei so gerechnet werden, daB bei wachsendem s das 

von der Kurve C eingeschlossene Gebiet in positivem Sinne umlaufen 

wird. Wenn die Wirbelstarke fiir jede in G verlaufende einfache, ge- 

-schlossene Kurve C Null ist, heiBt die Strémung wirbelfrei. Da nun! 
b, = pcos (s, x) + ¢cos(s, y) = p—= +g 


ist, erhalten wir aus der Gleichung 


{I det 1g) a= [ {ode t gay} =0 
Cc C 


folgende Bedingung fiir die Wirbelfreiheit: Unsere Strémung ist dann 
und nur dann wirbelfrer, wenn die Geschwindigkeitskomponenten die 
Differentialgleichung 


) oe 


erfiillen. 

Die beidenGleichungen (1) und (2) stimmen mit den Cauchy-Riemann- 
schen Differentialgleichungen iberein. 

Bei einer wirbelfreien Str6mung in einem einfach zusammenhangen- 
den Gebiet sind, wie aus den Ergebnissen von Kap.1, §3 hervorgeht, 
p und g die partiellen Ableitungen einer Funktion von x und y, die 
etwa — u(x, y) heiBen mdge: 

; Ou Ou 
8) Peep hi asia yy 
Die Funktion u(x, y) heiBt Geschwindigkeitspotential der Strémung; 
: due Or 
die Geschwindigkeit selbst ist durch V3) + (5 
Strémung auch noch quellenfrei, so folgt aus (3) und (1) die Gleichung 


2 2 
(4) Nip ee SE gy 


 O#2 Oy 
Jede quellen- und wirbelfreie Strémung besitzt ein Geschwindigkeits- 
potential «(x, y), welches der Potentialgleichung (4) geniigt. 

Die Kurven « = konst. werden Niveaulinien oder Agquipotential- 
linien genannt. Langs dieser Kurven findet keine Flissigkeitsbewegung 
statt, vielmehr strémt die Flissigkeit ttberall senkrecht zu ihnen. Fiir 


\ gegeben. Ist die 


1 (s, ¥) und (s, y) sollen die Winkel der positiven Tangente gegen die Achsen 
bedeuten. 
Hurwitz-Courant, Funktionentheorie, 3. Aufl. 22, 
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die Geschwindigkeitskomponente », in einer beliebigen Richtung s gilt 
namlich die Beziehung 


ax dy 
UP fess p ds a ds’ 
es wird also wegen (3) 
du 
(5) es 


woraus sich ergibt, daB langs einer Kurve u = konst. die Geschwindig- 
keitskomponente Null ist. 

Ist v die zu uv konjugierte Potentialfunktion, die sogenannte ,,Stvom- 
funktion’' der Strémung, so liefern die Kurven v = konst. die ,, Stvom- 
linien“‘ der Strémung. 

Fassen wir v als Geschwindigkeitspotential einer Stro6mung, — u als 
zugehérige Stromfunktion auf, so heiBt die zugehérige Strémung die 
zur urspriinglichen ,,konjugierte‘‘ Strémung. 


Viertes Kapitel. 


Spezielle Funktionen und ihre 
Singularitaten. 


§ 1. Singularitaten und Kreuzungspunkte. 


Die elementaren Funktionen sind durch ihre expliziten Ausdrticke 
fiir alle Werte von z mit Ausnahme gewisser Punkte definiert. Gerade 
diese Punkte und das Verhalten der Funktion in ihrer Umgebung sind 
fiir das Verstandnis des Gesamtverlaufes der Funktion von entscheiden- 
der Bedeutung; sie heiBen singuldre Punkte oder singuldre Stellen. 
Ahnliche Wichtigkeit besitzen diejenigen Stellen, wo die Abbildung auf- 
hort, konform zu sein, wo also die Ableitung der Funktion verschwindet. 
Solche Punkte nennen wir Kreuzungspunkte; es wird sich zeigen, daB 
ein Kreuzungspunkt eine singulare Stelle der Umkehrfunktion definiert. 

Wir werden in diesem Paragraphen an Hand typischer Beispiele die 
einfachsten derartigen Vorkommnisse betrachten. Die allgemeine Theorie 
der Singularitaten werden wir erst im nachsten Kapitel entwickeln. 

Wir schicken zunachst eine Bemerkung iiber die sogenannten heb- 
baren Unstetigkeiten voraus. Wenn in einem einfach zusammenhangen- 
den Gebiete, etwa in einem Kreise, eine regulare analytische Funk- 
tion f(z) fiir alle Punkte mit Ausnahme eines Punktes, etwa des Mittel- 
punktes z = 0, definiert ist und wenn die Funktionswerte iiberall absolut 
genommen unterhalb einer festen Schranke M bleiben, so kénnen wir 
dem Ausnahmepunkt z = 0 einen solchen Funktionswert {(0) zuweisen, 
daB f(z) im ganzen Gebiet regular analytisch wird. Das erkennt man z.B., 
wenn man die Funktion /(z) in ihre Laurentsche Reihe in der Umgebung 
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des Punktes z =0 entwickelt: Die Koeffizienten aller Glieder mit 
negativem Exponenten verschwinden, da man in der Abschatzungs- 
formel Kap. 3, § 4, (6) die Zahl @ beliebig klein wahlen kann}. Mithin 
ist /(z) in der Umgebung von z = 0 durch eine regulare Potenzreihe 
dargestellt, deren Wert fiir z = 0 als Definition von /(0) dienen soll. 
Eine derartige belanglose Singularitat nennen wir eine hebbare Unstetig- 
keit oder hebbare Unbestimmtheit und denken sie uns ein fiir allemal nach 
der obigen Vorschrift behoben. 

Wir betrachten zunachst singulére Stellen z =z, folgender Art: 
Es 1aBt sich eine Umgebung von z so angeben, daB f(z) fiir diese ganze 
Umgebung auBer fiir z = z, eindeutig definiert und regular analytisch 
ist. In der Umgebung einer solchen ‘solierten singularen Stelle 1aBt sich 
f(z) in eine Laurentsche Reihe entwickeln. Wir sagen wie in Kap. 3, § 4, 
die Stelle ist ein Pol, wenn nur endlich viele Glieder mit negativen Ex- 
ponenten in der Entwicklung auftreten; andernfalls heiBt die Stelle 
eine wesentlich singulare Stelle?. In der Umgebung eines Poles laBt sich 
die Funktion folgendermaBen darstellen: 


i@) =e) +h(=), 


Cia 
wobei hf eine ganze rationale Funktion ihres Argumentes bedeutet, deren 
Grad im Einklang mit Kap. 3, §4 die Ovdnung des Poles heiBt, und 
g(z) in der Umgebung der Stelle 2) regular ist. 
Wir kénnen einen Pol auch durch jede der folgenden Eigenschaften 


charakterisieren: Die Funktion f(z) laBt sich in der Form aaa) 
= 76 
darstellen, wobei y(z) fiir z = 2) regular ist. Oder: Der Pol ist eine 
singulare isolierte Eindeutigkeitsstelle, fiir welche der absolute Betrag 
der Funktionswerte bei jeder Annaherung unendlich wird®. Oder: Der 


Pol u-ter Ordnung ist eine Stelle z = 2, fiir welche der reziproke Wert 


Wy eine Nullstelle m-ter Ordnung besitzt, vorausgesetzt, daB man die 
Unbestimmtheit fiir z = z) nach der obigen Vorschrift behoben hat. 
~~" Fiir eine wesentlich singulare isolierte Eindeutigkeitsstelle z) besteht 

der Satz von WEIERSTRASZ, nach welchem in ihrer Umgebung die Funk- 


tionswerte jedem Werte a beliebig nahe kommen. Der Beweis folgt un- 


mittelbar aus der Tatsache, daB Waa in der Umgebung von 2) nicht 


: 1 
beschrankt bleiben kann. Sonst ware namlich g (2) Sires a ae der 
Stelle 2 regular, und f(z) =@-+ 5 ware an der Stelle 2 entweder 


regular oder hatte dort einen Pol, entgegen der Voraussetzung. 


1 Vgl. das analoge SchluBverfahren Kap. 3, § 4 (S. 308). 
2 Uberhaupt nennt man nach WEIERSTRASZ jede singulare Stelle, welche nicht 
ein Pol ist, wesentlich singular. 
3 Vgl. Kap. 3, § 4. 
22* 
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Die Méglichkeit eines ganz anderen singularen Verhaltens zeigt die 
Funktion f(z) = logz fir z = 0. Hier kann man nicht mehr in der Um- 
gebung von z=0 einen Funktionsverlauf eindeutig definieren (vgl. 
Kap. 2, § 6). Wir sagen, der Punkt z = 0 ist ein logarithmischer Ver- 
zweigungspunkt. 


Ebenso werden wir auch in der Stelle z = 0 eine singulare Stelle 
1 


der Funktion /(z) =Vz= z” erkennen, in deren Umgebung sich die 
Funktion nicht eindeutig definieren laBt. 

Zu den Kreuzungspunkten fihrt uns die Frage nach den Stellen, 
an denen /’ (z) verschwindet, wo also die durch f(z) vermittelte Abbildung 
nicht mehr konform ist. Ein Kreuzungspunkt heiBt n-fach, wenn in 
ihm samtliche Ableitungen der Funktion bis zur n-ten einschlieBlich 
verschwinden, wahrend die (nm + 1)-te von Null verschieden bleibt. Ist 
also z) ein n-facher Kreuzungspunkt der Funktion f(z), so lautet fiir die 
Umgebung dieser Stelle die Taylorsche Entwicklung von f(z): 


() £@) =f (%) + 2 poor @) (+ ae — 4) ++) 


(7% (29) == 0). 
Die Funktion / (2) — f(z) hat also im Punkte z= 2 eine (m + 1)-fache 
Nullstelle. 
Die Abbildung in der Umgebung eines Kreuzungspunktes ist durch 
den folgenden Satz charakterisiert: Der Winkel zwischen zwei Kurven 


durch einen n-fachen Kreuzungspunkt 29 der z-Ebene multipliziert sich 
bet der Abbildung auf die C-Ebene mit n +1. 


Es seien namlich 
=o Oe eae 
zwei Punkte in der Nahe von 2) auf den fraglichen Kurven durch 2), 
ae io ie 
C= fo tae, Co= lo t+ one 


ihre Bilder in der ¢-Ebene; dann ergibt sich aus (1), daB 3, und #, bei 
geeigneter Normierung bestimmten Grenzwerten zustreben, voraus- 
gesetzt, daB qm, und g, dies tun, und ferner 


Ci Cie hs Q1 46 (9,—0,) ne (ayn e(n+1)i(~.—¢») l+arne et Pi 25 ye 
@ 


gory fo Q2 1 -- as el Po +. 
also 
Qo (2) ett tD rn) O09 2408 eae 
Qi \"2 L a@7,e re. 


Lassen wir nun 7, und 7, gegen Null konvergieren, so ergibt sich 


lim £2 ay" an 
Qi \Y2 
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und bei geeigneter Festsetzung iiber das noch verfiigbare Vielfache 
von 27 
lim (J, — 2) = (n + 1) lim(y, — 9), 


so daB der Winkel zwischen den Kurven der ¢-Ebene durch €, gerade 

(7 +1) mal so groB ist wie der entsprechende Winkel in der z-Ebene. 
Wir konnen iibrigens auch folgenden Satz aussprechen: In dey Um- 

gebung eines n-fachen CUT ES Z von f(z) tst die Funktion 


TFG) — Fe) — f (20) = @ (2) 
bis auf eine (n + 1)-te Einheitswurzel als Faktor eindeutig bestimmt und 


veguldy. Wir erkennen dies aus der ie ke 
+1 ( 


f@)— fo) =@—al E+ ee), #9 (a) +0, 


wobei g(z) eine fiir z= 2% verschwindende regulare Funktion ist. 


aa 1 + g(z) ist in der Umgebung von z = z, z. B. durch die Binomial- 
reihe bis auf eine (n+ 1)-te Einheitswurzel eindeutig und regular de- 
finiert, woraus sich die Behauptung unmittelbar ergibt. 
Wegen 
(p @))"** =f (2) — fF @) 


mu8 die Funktion g (z) im Punkte z=2) von erster Ordnung ver- 
schwinden; die Ableitung q’ (z) ist also dort von Null verschieden, und 
die durch q (z) bewirkte Abbildung der Umgebung von 2, ist somit 
(nach Kap. 2, § 2) gebietstreu. Da die Potenzierung mit + 1 offenbar 
ein Gebiet wieder in ein Gebiet tberfiihrt, so erkennt man, daB auch 
die Umgebung eines Kreuzungspunktes wieder auf ein Gebiet abgebildet 
wird, wenn auch nicht mehr umkehrbar eindeutig. Damit ist der in 
Kap. 2, §2 ausgesprochene Satz von der Gebietstreue von der dort 
gemachten einschrankenden Voraussetzung befreit. 

Die Einfiihrung des unendlich fernen Punktes (vgl. Kap. 1, § 1 und 2) 
erlaubt uns, unsere Begriffsbildungen folgendermaBen zu erweitern. 


Wir setzen z = = und betrachten an Stelle von f/(z) in der Umgebung 


von z= 00 die Funktion g¢(z*) =/ (= 4 fiir die Umgebung der Stelle 


z* — 0. Je nachdem, ob g(z*) fiir z* = 0 regular ist (genauer: nur heb- 
bar unbestimmt ist) oder einen Pol m-ter Ordnung oder eine Singula- 
ritat anderer Art oder einen u-fachen Kreuzungspunkt besitzt, weisen 
wir der Funktion f(z) fiir z = oo dasselbe Verhalten zu. 
Wenn /(z) im unendlich fernen Punkte regular ist, so muB8 die Ab- 
leitung g’ (z*) im Nullpunkte existieren und stetig sein. Das heiBt aber: 
1 


e (@) =—1 (Sar =—- #10) 


mu8 beim Grenziibergange z—> oo einem Grenzwerte zustreben. Also: 
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Die Ableitung einer fiir z = 0© reguliren Funktion f(z) verschwindet fiir 
unendlich groBe Werte von z mindestens von zweiter Ordnung. 

Eine in der ganzen Ebene eindeutig definierte Funktion, welche 
héchstens im Unendlichen singular wird, heiBt eine ganze Funktion. 
Ist der Punkt z = © nur ein Pol, so ist die Funktion ganz rational; 
ist dagegen der Punkt z = 00 eine wesentlich singulare Stelle, so heiBt 
die Funktion ganz transzendent. — Eine im Endlichen bis auf Pole tiber- 
all regulare und eindeutige Funktion heiBt meromorph. 


§ 2. Veranschaulichung der einfachsten Singularitaten 
und Kreuzungspunkte. 


Um das Verhalten einer analytischen Funktion in ihren Ausnahme- 
punkten zu veranschaulichen und mit den Vorstellungen von einer 
strémenden Fliissigkeit in Verbindung zu bringen, gehen wir am besten 
von der logarithmischen Singularitat aus. 

Wegen der Gleichung € = logz = logy +1 = u + 1v geht bei der 
Abbildung der z-Ebene auf die ¢-Ebene durch die Funktion logz das 
Polarkoordinatensystem 7, m der z-Ebene in das rechtwinklige Ko- 
ordinatensystem u, v der ¢-Ebene iiber. Den Kurven uw = konst. ent- 
sprechen die konzentrischen Kreise logy = konst. um den Nullpunkt, 
den Kurven v = konst. die Strahlen g = konst. aus dem Nullpunkt. 
Betrachten wir die Funktion log r als Geschwindigkeitspotential einer 
Fliissigkeitsstrémung in der z-Ebene mit den Stromlmien gy = konst. 
und den Niveaulinien log vy = konst., so wird die Strémungsgeschwindig- 
keit —v,, welche radial nach innen gerichtet ist, nach Formel (5) 
aus Kap. 3, § 12 durch 

_, dlogy il 


aie esas Or Y 


gegeben. Die Menge Q der bei dieser Strémung in der Zeiteinheit in 
den Kreis C vom Radius 7 eintretenden Flissigkeit ist nach Kap. 3, § 10 
dem iiber den Umfang des Kreises erstreckten Integral 


20 


= —fo,ds=[trag == 275 
0 


Cc 


proportional. Die logarithmische Singularitat im Punkte z= 0 stort 
also die Quellenfreiheit unseres Strémungsfeldes; sie stellt, wie man 
sagt, eine Senke von der Stérke 2a dar. Vom unendlich fernen Punkte 
aus, wo man sich eine Quelle der Ergiebigkeit 2 gelegen denken muB, 
strémt die Fliissigkeit radial zum Nullpunkt, wo sie wieder verschwindet. 
Um die Verhaltnisse besser tibersehen zu kénnen, denken wir uns den 
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unendlich fernen Punkt durch eine lineare Transformation! ins End- 
liche gebracht, indem wir etwa 


setzen. Dann ergibt sich 
¢ = logz = logz* — log (z* — 1). 


Abb. 90. 


In derselben Weise wie hier kann man jeder analytischen Funk- 
tion /(z) eine Strémung in der z-Ebene zuordnen, indem man den 


reellen Teil von /(z) als Geschwindigkeitspotential auffaBt. 
Betrachten wir allgemein die Funktion 


€ = log(z — z,) — log(z — 2.) =u +20 (2, + 2a), 
so ist der Punkt z, eine Senke, der Punkt z, eine Quelle von der Starke 27, 


1 Vel. § 3. 
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Denn nehmen wir etwa 


£24 = 7, Ps, 2— 2% = Wee 
an, so wird 


u = log, D9 ea a 


Abb. 91. 


Die Stromlinien v = konst. werden also (nach dem elementargeometri- 
schen Satze iiber die Peripheriewinkel im Kreise) von den Kreisen des 
Kreisbiischels AK durch z, und z, gebildet, wahrend die Niveaulinien 
u = konst. mit den Kreisen des Orthogonalkreisbiischels K’ zusammen- 
fallen. Zur Veranschaulichung dient Abb. 90, die wir auch noch in $3 
diskutieren werden. 

Statt die Kurven v=konst. als Stromlinien und die Kurven 
u = konst. als Niveaulinien zu nehmen, kénnen wir die Flissigkeit 
auch umgekehrt langs der Kreise der Schar K’ strémen lassen, Bei dieser 
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Auffassung erscheinen die Punkte z, und z, als ,,Wirbelpunkte“, 
deren entgegengesetzt gleiche Wirbelstarken den Betrag 2a” haben. 


Aus logarithmischen Singularitaéten erhalten wir Pole durch Grenz- 
ubergang. Wir betrachten die Funktion 


1 sl 
Pe a 0g 2 (h > 0); 


ANID, WPA. 


die ihr zugeordnete Strémung weist im Punkte z = — / eine Senke, im 


Punkte z = 0 eine Quelle von der Ergiebigkeit a8 auf. Fir limh = 0 


erhalten wir die Funktion bas, d. h. eine Funktion, welche im 


Punkte z = 0 einen Pol erster Ordnung besitzt. Wir kénnen ihn auf- 
fassen als die Vereinigung einer Quelle und einer Senke von ,,gleicher, 
unendlich groBer Ergiebigkeit‘‘. Man spricht daher auch von einer 
Doppelquelle (in der Physik auch Dipol genannt). Durch Zusammen- 
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riicken mehrerer Doppelquellen entstehen Pole héherer Ordnung oder 
Vielfachpole. 

Um das geometrische Bild der Niveaulinien « = konst. und der 
Stromlinien v=konst. in der Umgebung eines Poles m-ter Ordnung z= 2 
zu erhalten, brauchen wir, wenn wir 
uns auf eine hinreichend kleine Um- 
gebung von z, beschranken, nur das 
Glied 


= = (cos n —isinn¢) 


(2=2% +7re?) 

der Laurentschen Entwicklung zu be- 
ricksichtigen. In der Umgebung eines 
einfachen Poles ergibt sich so im 
wesentlichen das Bild der Abb. 91 
mit zwei zueinander orthogonalen 
Kreisscharen, deren jede im Pole eine 
gemeinsame Tangente besitzt. Fiir 
Pole héherer Ordnung gewinnt man entsprechende, nur verwickeltere 
Figuren, z. B. Abb. 92 fiir m = 2. 

Ein n-facher Kreuzungspunkt wird fiir die Falle n = 1 und ” = 2 
durch die Abb. 93, 94 ver- 
anschaulicht. In einer ge- 
nigend kleinen Umgebung 
des Kreuzungspunktes Zp ist 
die Funktion f(z) vom Ty- 
pus der Funktion (z—z,)"*+1, 
woraus sich z. B. firm = 1 
ergibt, daB die Kurven 
u = konst. und v = konst. 
annahernd gleichseitige 
Hyperbeln sind. Allgemein 
stehen in einem u-fachen 
Kreuzungspunkte die Kur- 

ven u=konst. und 
v = konst. (fiir > 1) nicht” 
mehr aufeinander  senk- 
recht, sondern teilen die 
Umgebung des Kreuzungs- 
punktes in je 2 (n+ 1) gleiche Winkelraume ein. Deuten wir sie als 
Niveau- und Stromlinien einer Flissigkeitsbewegung, so strémt die 
Fliissigkeit in verschiedenen Richtungen nach dem Kreuzungspunkte 
hin und von ihm weg; in dem Punkte selbst herrscht die Geschwindig- 
keit Null (daher auch der Name ,,Staupunkt‘ fiir Kreuzungspunkt). 


(2 — 2)” 
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§ 3. Lineare Funktionen. 
Wir gehen nunmehr zur naheren Betrachtung der einfachsten 


Funktionen iiber und beginnen mit der linearen Funktion 


_ Bare 
(1) ‘ eaaraneg g 


wobei a, b,c, d vier komplexe Zahlen von nicht verschwindender De- 
terminante ad — bc bedeuten}. 

Diese Funktion ¢(z) ist fiir alle diejenigen z regular, welche den 
Nenner cz +d nicht zu Null machen. Nun verschwindet cz +d im 


Falle c =0 iiberhaupt nicht, bei c + 0 nur fiir z = — A Daher ist die 


lineare Funktion ¢ in allen Punkten der z-Ebene regular mit héchstens 
einer Ausnahme. 
Als Umkehrung folgt aus (1) 
dt —b 
ela 
Auch 2 ist also, als Funktion von ¢ betrachtet, eindeutig bestimmt und 


(2) De 


liberall regular, im Falle c + 0 mit Ausnahme der Stelle € = <. 


Die genannten Ausnahmepunkte sind einfache Pole fiir die lineare 
Funktion ¢(z) und ihre Umkehrfunktion. Im Falle c =0 sind die beiden 
unendlich fernen Punkte der z- bzw. ¢-Ebene diese Pole. In jedem Falle 
entspricht, wenn wir die beiden unendlich fernen Punkte zu den Zahlen- 
ebenen hinzunehmen, jedem Punkt der einen Ebene ein und nur ein 
Punkt der anderen Ebene. 

Diese Eigenschaft ist sogar charakteristisch fiir die linearen Funk- 
tionen, d. h. es gilt der Satz: Wenn eine Funktion }(z) die volle z-Ebene, 
d.h. die Ebene mit EinschluB des Punktes z = 00, umkehrbar eindeutig 
und konform auf die volle C-Ebene abbildet, so ist f(z) eine lineare Funktion. 

Beim Beweise kénnen wir annehmen, indem wir nétigenfalls z einer 
geeigneten linearen Transformation unterwerfen, daB sich die Punkte 
z= oo und € = o und auch die Punkte z = 0 und € = 0 entsprechen. 
Dann muB also f(z) eine ganze Funktion von z sein, und da der Punkt 
z = © ein Pol der Funktion ist, so ist /(z) eine ganze rationale Funktion. 
Ware ihr Grad gréBer als 1, so wiirde ihre Ableitung /’(z) eine Null- 
stelle z) besitzen. Die Stelle z) ware also ein Kreuzungspunkt der Funk- 
tion f(z), dessen Umgebung nach §1 nicht mehr umkehrbar eindeutig 
auf die Umgebung der Stelle £) = f(%) abgebildet ware, im Wider- 
spruch mit unserer Voraussetzung. Damit ist unser Satz bewiesen. 

Zum naheren Studium der durch die Gleichung (1) gegebenen kon- 
formen Abbildung betrachten wir die Kreise der z-Ebene, wobei wir 


1 Man bezeichnet eine solche Beziehung auch als lineare Tvansformation oder 
lineare Substitution. 
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die Geraden als Kreise mit unendlich groBem Radius ansehen. Es seien 
24) 2) Z3, 24 Vier voneinander verschiedene und in dieser Reihenfolge auf 
einem Kreise der z-Ebene aufeinanderfolgende Punkte, ferner « und B 
die Winkel zwischen den Vektoren 2,2, und 232) bzw. 242, und 242, und 
zwar in solchem Sinne gemessen, daB eine positive Drehung um « bzw. B 
die Richtung des Vektors 2,2, bzw. 2,2, in die Richtung des Vektors 
2,2, bzw. 2,2, tberfihrt, und so normiert, daB0 <« < 27,0 <f < 2a 
ist; schlieBlich sei zur Abktrzung | z, — z,| =7nxz (2, & = 1, 2, 3, 4) 
gesetzt. Dann wird 


@3 — 4 


— 731 pia Be i — Al pip 

comme 132, ; AYES: 142 
und da (nach dem Satze von den Peripheriewinkeln tiber demselben 
Bogen) « = # gilt, so hat das ,,Doppelverhaltnis‘ 


ES SIS atlas CAI 6 Seah We: 


23 —%_ 4 — % 139 41 
einen positiv reellen Wert. Wie man leicht feststellt, geht es bei der 


oo a a= iiber. Auch 
3 2 


dieses Doppelverhaltnis ist also positiv reell, und da der Satz von den 
Peripheriewinkeln umkehrbar ist, so folgt, daB €,, ¢3, C5, €, ebenfalls 
auf einem Kreise liegen. Wir haben daher den Satz: Bez der durch die 
lineare Funktion (1) vermittelten Abbildung gehen die Kreise der z-Ebene 
in Kreise der C-Ebene tiber und umgekehrt. 


Transformation (1) in das Doppelverhaltnis 


Man nennt deshalb eine solche Abbildung auch eine Kreisverwandt- 
schaft. 

Oft ist es vorteilhaft, den Funktionswert ¢ nicht als Punkt einer 
zweiten Ebene, sondern als Punkt der z-Ebene selbst zu deuten. Hier- 
bei sind diejenigen Punkte von besonderer Bedeutung, welche ihren 
Platz nicht andern, die sogenannten ,,Fixpunkte“‘ der Transformation (1). 
Damit z ein Fixpunkt ist, muB 

az+b 


OFA 
gelten; dies liefert fiir z die quadratische Gleichung 
(3) cz2+ (d —a)z —b=0. 


Ist a=d, b =0, c=0, so liegt die identische Transformation ¢ = z 
vor. Dann ist jeder Punkt Fixpunkt. Sehen wir von diesem trivialen 
Falle ab, so hat die Gleichung (3) zwei einfache Wurzeln oder eine 
Doppelwurzel; im Falle c = 0 muB dabei z = © als Wurzel mitgerechnet 
werden. 

Zunachst nehmen wir an, die beiden Wurzeln z, und z, der Gleichung 
(3) seien endlich und voneinander verschieden. Dann geht jeder Kreis 
durch z, und z, bei der Transformation (1) in einen Kreis durch die- 
selben Punkte tiber, das gesamte Kreisbiischel K durch z, und z, also 
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in sich. Wegen der Konformitat der Abbildung mu8 dann auch die zu 
K orthogonale Kreisschar K’ in sich iibergehen (vgl. wiederum Abb. 90, 
S. 343). Hierbei sind drei Méglichkeiten zu unterscheiden, von denen 
die beiden ersten als Grenzfalle der dritten anzusehen sind. 


1. Jeder Kreis von K geht in sich selbst tiber. Dann liegen die Bilder 
der Schnittpunkte eines festen Kreises von K mit den Kreisen von K’ 
wieder auf diesem Kreise. Man kann also die Kreise von K als die 
Bahnen ansehen, auf denen die Punkte der Ebene nach ihren Bild- 
punkten wandern. Eine solche Transformation heiBt hyperbolisch. 


2. Jeder Kreis von K’ geht in sich selbst tiber. Dann sind die Kreise 
von K’ Bahnkurven fiir die Punkte der Ebene. Wir sprechen in diesem 
Falle von einer elliptischen Transformation. 


3. Weder jeder Kreis von K noch jeder Kreis von K’ geht in sich selbst 
tiber. Die entsprechende Transformation hei8t loxodvomisch. 


Fur diese drei Arten von Transformationen gibt es gewisse Normal- 
formen, die wir jetzt aufstellen wollen. Es seien z,; und z zwei Punkte 
auf einem Kreise durch die Fixpunkte z, und z,, ¢, und ¢ die Bildpunkte 
von z, und z. Die Bilder ¢, und ¢, der Fixpunkte sind z, und 2, selbst. 
Nach dem oben tiber das Doppelverhaltnis Gesagten gilt also 


(4) Da URS REG oe Rie tS Sa 


Z— fy &g—% C—ly Cg—l, C—t Cy— 2 


Im Falle einer hyperbolischen Transformation liegen nun 24, 29, 23, C3 


auf einem Kreise. Also ist das Doppelverhaltnis as : 4 eine reelle 
Sone 3 

Konstante « +0, und wir bekommen 

(5) MEN ae (x reell, +0). 


Umgekehrt folgt aus (5), daB sich der Bildpunkt ¢ von z auf dem Kreise 
durch z,, 2, und z befindet; die Relation (5) definiert also, da sich ¢ aus 
ihr durch Ausrechnen als lineare Funktion von z ergibt, eine hyper- 
bolische Transformation. 

Haben wir es mit einer elliptischen Transformation zu tun, so be- 
steht nach dem bekannten elementargeometrischen Satze von APOL- 
LONIUS die Gleichung 


|z—4,| i |¢ — 2, | 
wo Perea ees 
oder 
(7) pA = =? (Ja|=1, +1). 


Ist umgekehrt die Transformation (7) vorgelegt, so ergibt sich 
gemaB (6), daB € und z auf einem zum Kreisbiischel durch z, und 2, 
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orthogonalen Kreise liegen, also (7) eine elliptische Transformation 


darstellt?. 
Im Falle einer loxodromischen Transformation schlieBlich gilt 


nach (4) 
(8) 24 _ gS — (q nicht reell; |a| +1) 


Z— 2B € — 


Die Gleichungen (5), (7) und (8) geben die Normalformen der hyper- 
bolischen, elliptischen und loxodromischen Transformation. 

Riickt einer der Fixpunkte, etwa z,, ins Unendliche, so schreiben 
wir die Transformation in der Gestalt 


z—% =a(C—4)7—3 


und lassen hierin z, unendlich groB werden. Dann erhalten wir 
%— 2, =a(f —2,). 

Je nach dem oben charakterisierten Verhalten von « haben wir die 
Normalform einer hyperbolischen, elliptischen oder loxodromischen 
Transformation mit einem unendlich fernen Fixpunkt. Im ersten Falle 
liegt eine Streckung der Ebene vom Punkte z, aus vor; die Geraden 
durch z, gehen einzeln in sich iiber und die Schar der konzentrischen 
Kreise um 2, in sich. Im zweiten Falle hat man eine Drehung der Ebene 
um 2,, wobei die konzentrischen Kreise einzeln in sich tibergehen und 
das Geradenbiischel durch z, in sich. Der dritte Fall liefert eine Dreh- 
streckung, d. h. die Zusammensetzung einer Drehung und einer Streckung. 
Bei ihr geht ein System logarithmischer Spiralen um den Punkt z, in 
sich tiber; da diese Kurven auch Loxodromen genannt werden, erklart 
sich hieraus die Bezeichnung loxodromische Transformation?. 

Fallen schlieBlich die beiden Fixpunkte z, und z, in z, zusammen, 
so spricht man von einer farabolischen Transformation. Liegt der Fix- 
punkt z, im Endlichen, so ist ihre Normalform 


I 
(9) Fine rat8 (B + 0). 
Denn offenbar sind auch z — z, und ¢ — z, durch eine Transformation 
von der Form (1) verkniipft, fiir welche die Gleichung (3) die Doppel- 
wurzel 0 haben muf; dies fiihrt sofort zu der Formel (9). Der ganze 
Schlu8 ist umkehrbar ; (9) liefert also die Normalform einer parabolischen 


1 Hiernach gibt es Transformationen, die sowohl hyperbolisch als auch 
elliptisch sind. Ihre Normalform ist: 
DBE S oe Sime GT 44 
22h lee 


2 Die Bezeichnung ,hyperbolisch“, ,,parabolisch“, ,,elliptisch‘‘ ist lediglich 
eine sprachliche Anspielung an formal ahnliche Unterscheidungen in der analyti- 
schen Geometrie. 
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Substitution mit dem endlichen Fixpunkt 2,. Ist hingegen z, = 00, so 
hat die Normalform dér parabolischen Transformation die Gestalt 


(10) z=C+y (y +0). 


Die parabolischen Transformationen lassen sich als Grenzfalle der 
oben betrachteten Transformationen mit zwei Fixpunkten auffassen; 
man braucht nur z, geradlinig gegen z, riicken zu lassen. Dann geht das 
Kreisbiischel K durch z, und z, iiber in ein Biischel, dessen samtliche 
Kreise sich in z, berithren, und das Biischel K’ in das dazu orthogonale 
durch z, (vgl. Abb. 91, S. 344). 

Im Falle z, = oo ist K eine Schar von parallelen Geraden, K’ die 
dazu senkrechte Geradenschar und die Transformation wegen (10) eine 
Translation. 

In der Gleichung (1) sind nur drei Konstanten wesentlich; denn 
offenbar kénnen a, b,c, d mit demselben von Null verschiedenen Faktor 
multipliziert werden, ohne da die lineare Funktion sich andert. Also 
hangt die allgemeine lineare Transformation von drei willkiirlichen 
Konstanten ab. Wir kénnen vorschreiben, da8B durch die Abbildung (1) 
drei beliebig gegebene voneinander verschiedene Punkte der z-Ebene 
in drei beliebig gegebene voneinander verschiedene Punkte der ¢-Ebene 
wbergehen sollen; dies lefert drei homogene lineare Gleichungen fiir 
a, b,c, d, die sich bekanntlich stets lésen lassen. Da durch drei Punkte 
ein Kreis bestimmt wird, kénnen wir also durch eine lineare Funktion 
einen beliebigen Kreis der z-Ebene auf einen beliebigen Kreis der ¢-Ebene 
abbilden. Ehe wir zu Beispielen hierfiir wbergehen, wollen wir erst 
einige Bezeichnungen einfiihren und einen Hilfssatz ableiten. 

Es sei K ein Kreis vom Radius 7 um einen Punkt M. Unter dem 
Spiegelpunkt eines Punktes P in bezug auf den Kreis K versteht man 
denjenigen Punkt P’ des Strahles MP, fir den 


NRT RDOD GM ee res 


gilt. Fallt P mit M zusammen, so bedeutet P’ den unendlich fernen 
Punkt; ist umgekehrt P der unendlich ferne Punkt, so soll P’ der Punkt 
M sein. Wir benutzen diese Ausdrucksweise auch, wenn K in eine gerade 
Linie ausartet; dann wird P’ als der zu P in bezug auf die Gerade sym- 
metrische Punkt definiert. 

Analytisch kann man den ProzeB der Spiegelung an einem Kreise, 
den man auch Tyvansformation durch reziproke Radien nennt, folgender- 
maBen darstellen: Indem wir der Einfachheit halber den Einheits- 
kreis als Spiegelkreis wahlen, ordnen wir dem Punkte z= re’? den 


Punkt 
1 Le 
G — cue See 
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zu. Wegen e =4 ist also gemaB der Bemerkung am Schlusse von § 8 


in Kap. 2 die Transformation durch reziproke Radien eine konforme Ab- 
bildung mit Umlegung der Winkel. 

Fir diese Transformation besteht nun folgender Satz: Sind z und 2’ 
Spiegelpunkte in bezug auf einen Kreis K, so sind bei linearer Trans- 
formation die Bilder ¢ und C’ von z und x Spiegelpunkte in bezug auf den 
Bildkreis K. 

Nach einem bekannten Satze der elementaren Geometrie sind nam- 
lich alle Kreise durch z und z’ orthogonal zu K, und umgekehrt sind zwei 
Punkte ¢ und ¢’ Spiegelpunkte in bezug auf einen Kreis K, wenn alle 
Kreise durch sie auf K senkrecht stehen. Nun geht aber das zu K ortho- 
gonale Kreisbiischel durch z und 2’ bei linearer Transformation iiber in 
ein Kreisbiischel, das einerseits durch ¢ und ¢’ geht, andrerseits aber zu 
K orthogonal ist; folglich sind, wie behauptet, ¢ und ¢’ Spiegelpunkte 
in bezug auf K. 

Als erstes Beispiel fiir die Abbildung eines Kreises der z-Ebene auf 
einen Kreis der ¢-Ebene suchen wir alle linearen Funktionen, welche die 
obere Halbebene §z > 0 auf das Innere des Einheitskreises | €| <1 
abbilden. Wenn die Funktion 

az+b 


SS cztd 
die gesuchte Abbildung vermittelt, so mu8 c +0 sein, da sonst die 
Gerade 3z = 0 wieder in eine Gerade iibergeht. Der Punkt € = co 
ist daher das Bild des endlichen Punktes z = — x Nach dem Hilfssatze 


miissen die Bildpunkte der in bezug auf den Kreis | ¢| = 1 spiegel- 
bildlich gelegenen Punkte € = co und =O in bezug auf die reelle 
Achse 3z = 0 Spiegelpunkte sein; das besagt aber, daB die Punkte 


d b hone : ss wae 
z= —~ und z= —~— konjugiert komplex sein miissen. Wir kénnen 
also 
b d A 
aie a = B, = ie — Bb, 
(2 — B) : 
Coz 2 © a+0, Bf nicht reell 
eee (a+0, B ) 


setzen. Der reelle Punkt z= 0 verwandelt sich in einen Punkt des 
Einheitskreises | €| = 1, woraus 


a 


= 1, “ =e (x reell), 


(11) C= fe 


folgt. Da z= # in ¢ = 0 transformiert wird und die obere Halbebene 
in das Innere des Einheitskreises iibergehen soll, muB der imaginare 
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Teil von f positiv sein. Unter der Bedingung $f > 0 leistet die Funk- 
tion (11) bei beliebigem reellemt wirklich die gesuchte Abbildung; 
denn zunachst folgt aus (11) fiir reelle z die Gleichung 
ae 
[¢]= 


=!) 


a 
2B 
so daB die reelle z-Achse in den Einheitskreis transformiert wird; ferner 
geht ein Punkt der oberen Halbebene (namlich f) in einen inneren 
Punkt des Einheitskreises (in ¢ = 0) iiber, also aus Stetigkeitsgriinden 
die ganze obere Halbebene in das ganze Innere des Einheitskreises. 
(Ist t reell, 6 <0, so wird durch (11) die obere Halbebene auf das 
AuBere des Einheitskreises abgebildet.) 

Da8 in (11) drei reelle Konstanten t, # 8, 3 f willkiirlich sind, ent- 
spricht der Tatsache, daB man noch drei beliebigen verschiedenen 
Punkten der reellen Achse drei beliebige verschiedene Punkte des Ein- 
heitskreises zuordnen kann. Beispielsweise bildet die Funktion 


a= (ie in aN eae 
Rese ee Ue 


die obere Halbebene Sz > 0 so auf den Einheitskreis |C|<1 ab, daB 
die Punkte 


a) el OCmm TVG ee boy 
iibergehen; der Nullpunkt ¢€=0 entspricht dem Punkte z=7. Die 
Umkehrfunktion lautet 
ih onli eee Sa he 
Wal ck ahiCay lL 
Als zweites Beispiel ermitteln wir alle linearen Transformationen 
des Einheitskreises in sich selbst. Den Spiegelpunkten € = 0 und ¢ = co 


: 1 
miissen Spiegelpunkte z = « und z =— entsprechen, woraus 


106 
Cee 
mit konstantem y folgt. Fir z= 1 muB8 | ‘a — 1 sein, also 
| aot =|y|=1, y= (r reell), 
as fs es 
(12) C= or. 


Damit das Innere | z| <1 wieder in das Innere | ¢| <1 des Einheits- 
kreises iibergeht, mu8 sich speziell der Punkt z = 0 in einen Punkt ¢ 
mit | | <1 verwandeln; hieraus folgt die Bedingung | «| <1. Um- 
gekehrt liefert unter dieser Bedingung, wie man leicht feststellt, die 
Transformation (12) mit beliebigem reellem t die gewiinschte Abbildung, 


Hurwitz-Courant, Funktionentheorie, 3, Aufl. 23 
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wobei der willkiirlich wahlbare Punkt z= « in den Nullpunkt ¢ = 0 
verwandelt wird. 

Insbesondere sei bemerkt, daB wir den Einheitskreis so auf sich 
selbst abbilden kénnen, daB hierbei ein vorgegebener Punkt in den 
Nullpunkt, eine vorgegebene Richtung in dem gegebenen Punkte in 
die Richtung der positiven reellen Achse ibergeht. 

Als letztes Beispiel wollen wir ohne Beweis eine analytische Dar- 
stellung fiir die Drehungen einer Kugel angeben. Wir denken uns die 
z-Ebene stereographisch auf die Einheitskugel projiziert (vgl. Kap. 1, 
§ 1), die Kugel mit irgendeinem Durchmesser als Achse um irgendeinen 
Winkel gedreht und dann wieder stereographisch auf die ¢-Ebene pro- 
jiziert. Es la8t sich leicht zeigen, daB die entsprechende Abbildung 
der z-Ebene auf die ¢-Ebene durch eine lineare Funktion der Form 

pz+4 
Sgr qz2—P 
geliefert wird und daB umgekehrt jeder solchen linearen Funktion eine 
Kugeldrehung entspricht. 

Wir fiigen noch die beiden folgenden Aufgaben hinzu: 

1. Man beweise den Satz, da das Poissonsche Integral die Rand- 
wertaufgabe der Potentialtheorie fiir den Kreis lost, in folgender Weise. 
Durch Abbildung des Kreises auf die obere Halbebene gebe man dem 
Poissonschen Integral die Form 


=3fieg Enara pe te 


Dabei bedeutet x, y den bei der Abbildung aus dem Punkte 7, p des 
Kreises hervorgehenden Punkt der oberen Halbebene. Nun sei /(é) 
eine beliebige reelle, stetige, beschrankte Funktion der reellen Ver- 
anderlichen € im Intervall — c <&<-oo. Dann ist zu zeigen, daB 
die durch das Integral definierte Funktion w(x, y) eine in der oberen 
Halbebene regulare Potentialfunktion ist, welche auf der reellen Achse 
die Randwerte /(€) annimmt. Es mége also der Punkt x, y der oberen 
Halbebene gegen den Randpunkt &,0 riicken. Man zerlege dann das 
Integral in drei Teile: 


Eo—d Eo+6 co 
[ aie 
= 00) Eo—d Sot 


entsprechend einer gewissen Umgebung des fraglichen Randpunktes &, 
und Restintegralen. Ist etwa x = & und wahlt man y = 63, so unter- 
scheidet sich das Integral iiber das Intervall & — 6, &5 + 6 wegen der 
Stetigkeit von /(€) bei hinreichend kleinem y beliebig wenig von f(&,), 
und die Restintegrale werden beliebig klein. 

2. Man untersuche, was im Grenzfalle mit der konformen Abbildung 
eines Kreises auf sich selbst geschieht, bei welcher’ der Mittelpunkt 
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in einen Punkt « iibergeht, wenn dieser Punkt gegen einen Randpunkt 
riickt. a 

Ebenso untersuche man das Verhalten einer linearen Transformation, 
welche drei feste Punkte eines Kreises in drei andere Punkte desselben 
Kreises tiberfiihrt, wenn von diesen zwei bzw. alle drei in einen Punkt 
zusammenriicken. 


§ 4. Die Funktion ¢>=2”. 


Beispiele fiir das Auftreten von Kreuzungspunkten liefern die 
Funktionen 
C= 2? ii 7 2S 


Da der Fall = 2 bereits alles Wesentliche hervortreten 14Bt, be- 
schranken wir uns zunachst auf die Funktion 


CaS. 


Wir wollen feststellen, wie ein Polarkoordinatennetz um den Null- 
punkt der x y-Ebene auf die wv-Ebene abgebildet wird. Setzen wir 


C= tee, CMO 5 
so wird bei geeigneter Normierung der Winkel 
Oe, C= 20, 


Die Schar der konzentrischen Kreise y = konst. geht also in die Schar 
der konzentrischen Kreise @ = konst. tber, und die Winkel m werden 
verdoppelt. LaBt man also » bei festem 
vy > 0 von 0 bis 2 laufen, so variiert 
@ monoton zwischen 0 und 4z, und 
der Bildpunkt ¢€ durchwandert den 
Kreis 9 = konst. zweimal, wenn der 
Punkt z den Kreis y = konst. einmal 
durchlauft. Somit entsprechen einem 
Werte von ¢ zwei Werte von z; d.h. 
die Umkehrfunktion 


r= ft 


unserer Funktion ¢ = 2? ist eine ,,zwel- Abb. 95. 
deutige‘‘ Funktion von ¢. 

Zur Veranschaulichung dieser Verhaltnisse denkt man sich die 
¢-Ebene in zwei Exemplaren, zwei ,,Bldttern‘‘, tibereinandergelegt. 
Dann fiihrt man in beiden Blattern von ¢ = 0 bis ¢ = oo kongruente 
Schnitte, etwa lings der positiven reellen Achse, und heftet die vier 
entstehenden Schnittufer unter wechselweiser Durchdringung der beiden 
Blatter kreuzweise aneinander (Abb. 95). Auf dem so entstehenden 

23* 
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Gebilde verwandelt sich der zweimal zu durchlaufende Kreis der ¢-Ebene 
in eine einmal zu durchlaufende, aus zwei kongruenten Kreisen des 
unteren und oberen Blattes durch die Zusammenheftung hervorgehende 
Kurve. Die Bilder der Punkte z=re’? und —z=re'?t™ werden jetzt 
durch Punkte verschiedener Blatter reprasentiert. — Die Nullpunkte 
der beiden Blatter betrachten wir nicht als getrennt. 

Unser zweiblattriges Gebilde ist ein einfaches Beispiel einer Rve- 
mannschen Fliche. Die durch die Funktion ¢€ = z? vermittelte Ab- 
bildung der z-Ebene auf sie wird eindeutig umkehrbar, wahrend dies 
bei der Abbildung auf die gewohnliche einblattrige oder ,,schlichte“ 
¢-Ebene nicht der Fall ist. 

Der Bildpunkt ¢ = 0 des Kreuzungspunktes z = 0 heiBt ein Ver- 
zweigungspunkt (oder Windungspunkt) erster Ordnung der Riemannschen 
Flache der Funktion z = j¢. Da es nicht méglich ist, in der Umgebung 
dieses Punktes Funktionswerte z = yé auf eindeutige und stetige 
Weise festzulegen, so ist die Stelle € = 0 eine singulare Stelle der Funk- 
tion “2 (C)=17 ¢.1 Eine eindeutige Festlegung der Funktionswerte wird 
erst auf der Riemannschen Flache méglich. 

Die Untersuchung der Potenz ¢ = 2" mit beliebigem positiven ganzen 


Exponenten » und ihrer Umkehrfunktion z =e verlauft in ent- 
sprechender Weise. Die 
zugehorige Riemann- 
sche Flache besitzt 1 
Blatter und hat einen 
, Verzweigungspunkt 
(n — 1)-ter Ordnung“ 
oder einen ,,(m — 1)- 
fachen Verzweigungs- 
punkt an der Stelle 
¢ =0. Fiirdie Funktion 
: C= sist) der) Punkt 
Abb. 96. z= Oein (n — 1)-facher 
Kreuzungspunkt. 

Ein selbstandiges Interesse bietet auch die Betrachtung der von 
der Funktion ¢ = z? vermittelten konformen Abbildung, wenn man 
von einem rechtwinkligen Koordinatensystem der ¢- bzw. z-Ebene 
ausgeht. 

Durch Trennung von Reellem und Imaginarem ergibt sich 

“= x2—y? y= 2xy; 


d. h. den Geraden u = konst. und v = konst. entsprechen zwei Scharen 
gleichseitiger Hyperbeln 


x=const 


x? — y= |onst.; “24¥y = konst. 


1 Auch der Punkt € = ©O ist Verzweigungspunkt der Funktion z = Ve. 


§ 5. Die Funktion ¢ = 5 (2 - >) ; Bot 


Diese beiden Scharen (vgl. Abb. 93, S. 346) sind itberall orthogonal 
zueinander, auBer im Nullpunkt, wo sie sich unter 45° schneiden, 
entsprechend der Tatsache, daB der Punkt z = 0 ein einfacherKreuzungs- 
punkt ist. 


Setzen wir andrerseits « =c bzw. y =c, so folgt 
v? —4c7(c2 —u) baw. 0? = 4c2(c2 + ux). 


Die Bilder der Geraden x = konst. und y = konst. der xy-Ebene in 
der wv-Ebene sind zwei zueinander orthogonale, nach links bzw. rechts 
gedffnete Scharen konfokaler Parabeln (Abb. 96). 

Endlich sei dem Leser empfohlen, zu untersuchen, wie sich das 
Polarkoordinatensystem um den Punkt ¢ = 1 auf die z-Ebene abbildet. 
Als Bilder der konzentrischen Kreise ergeben sich konfokale Lemnis- 
katen mit den Brennpunkten z = — 1 und z = 1, als Bilder der Strahlen 
durch den Punkt €=1 gleichseitige Hyperbeln, welche durch die 
Punkte z= -+1 gehen. 


§ 5. Die Funktion g=4 (e244), 


2 


Setzt man z = re”, so ergeben sich fiir den Real- und Imaginarteil 
der Funktion 


1 1 ‘ 
die Gleichungen 
il 1 WA\ 
u=s(r +=)cose, v= (r—=)sing. 
Hieraus folgt 


u2 y2 


ane Came 


roy r(’ a 


Bei der Abbildung der z-Ebene auf die ¢-Ebene gehen also die kon- 
zentrischen Kreise y = konst. in konfokale Ellipsen mit der Exzentrizi- 


1 De. : 
tat 1 und den Hauptachsen 7 + ~~ und | lone | tiber. Lassen wiry von 


0 an monoton nach 1 anwachsen, so verkiirzen sich beide Hauptachsen 
von anfanglich sehr groBen Werten an monoton, und die Ellipsen ziehen 
sich mehr und mehr zusammen, bis sich schlieBlich fiir y= 1 die Ellipse 
auf die doppelt durchlaufene Strecke — 1 < ¢ < 1 zwischen den Brenn- 
punkten reduziert. Wachst 7 von 1 an weiter, so nehmen beide Haupt- 
achsen wieder monoton zu, wobei jede friihere Ellipse noch einmal 
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auftritt. Als Bilder der Strahlen g = konst. der z-Ebene bekommen wir 
die zu unseren Ellipsen orthogonalen und konfokalen Hyperbeln 
Res SE 
cos* p* sin” ~ 
der ¢-Ebene (Abb. 97). 

Schneiden wir die ¢-Ebene langs der Strecke —1 < € <1 auf, so 
wird sowohl das Innere als auch das AuBere des Einheitskreises der 
z-Ebene auf die so entstehende ,,aufgeschlitzte‘‘ Vollebene abgebildet. 
Um die Abbildung umkehrbar eindeutig zu gestalten, bedienen wir uns 


Abb. 97. 


wieder des Hilfsmittels der Riemannschen Flache. Wir legen zwei Exem- 
plare der ¢-Ebene tibereinander, schneiden jedes langs der Strecke 
—1=<¢€<1 auf und heften die vier Rander kreuzweise aneinander. 
Dadurch gewinnen wir eine zweiblattrige Riemannsche Flache, deren 
eines Blatt konform auf das Innere und deren anderes Blatt konform 
auf das AuBere des Einheitskreises bezogen ist, so daB zwischen den 
Punkten der z-Ebene und den Punkten der Flache eine umkehrbar ein- 
deutige Beziehung besteht. Die Umkehrfunktion z = ¢ + y c2— 1 wird 
also auf der Flache eindeutig, wahrend sie in der schlichten ¢-Ebene 
zweideutig ist. In den Punkten z = +1 verschwindet die Ableitung 


dort von Null verschieden ist; diese Punkte sind somit einfache Kreu- 


zungspunkte, ihre Bilder € = +1 einfache Verzweigungspunkte der 
Riemannschen Flache der Funktion z(€). 


§ 6. Logarithmus und Exponentialfunktion. 359 


Den engen Zusammenhang mit der einfachen Abbildung durch die 
Quadratwurzel zeigt die Formel 


§ 6. Logarithmus und Exponentialfunktion. 


Um den Gesamtverlauf der Funktion ¢ = logz (vgl. Kap. 2, § 6) 
durch eine Riemannsche Flache zu veranschaulichen, denken wir uns 
ein zweites Exemplar der langs der negativen reellen Achse auf- 
geschnittenen z-Ebene iiber das erste gelegt. Dann sollen den Punkten 
des ersten Blattes die Hauptwerte, den Punkten des zweiten Blattes 
die um 2 77 vermehrten Hauptwerte des Logarithmus zugeordnet werden. 
Nach Kap. 2, § 6 stimmen jetzt die Funktionswerte in den Punkten des 
unteren Schnittufers des zweiten Blattes mit den Funktionswerten in 
den entsprechenden Punkten des oberen Schnittufers des ersten Blattes 
iberein. Daher vereinigen wir nachtraglich das obere Schnittufer des 
ersten Blattes mit dem unteren Schnittufer des zweiten Blattes. Analog 
heften wir an das obere Schnittufer des zweiten Blattes das untere 
eines dritten und fahren so in infinitum fort; ferner verbinden wir das 
untere Schnittufer des ersten Blattes mit dem oberen eines darunter- 
liegenden, dessen Punkten um 227 verminderte Funktionswerte ent- 
sprechen, usw. So entsteht ein Gebilde mit unendlich vielen Blattern, 
die ,,Riemannsche Flache des Logarithmus‘, Auf ihr ist der Logarithmus 
eine eindeutige Funktion des Ortes. Die Punkte z = 0 und z = oo werden 
Verzweigungspunkte oder Windungspunkte unendlich hoher Ordnung ge- 
nannt, weil in ihnen unendlich viele Blatter zusammenhangen. 


Aus den Gleichungen 
€C=u+iv=logr+ig, 


(Q==7el?) 
“= logy, v= © 


(vgl. Kap. 2, §6) folgt, daB dasjenige Blatt der Riemannschen Flache, 
welches bei der obigen Konstruktion das erste war, durch die Funktion 
logz umkehrbar eindeutig auf den wunendlichen  Parallelstreifen 
—m <v<a der ¢-Ebene abgebildet wird. Dabei entsprechen das 
untere bzw. obere Schnittufer den Randern v = —z bzw. v =a.1 Die 
gesamte unendlich-vielblattrige Riemannsche Flache wird also um- 
kehrbar eindeutig auf die volle ¢-Ebene abgebildet, wobei iibereinander- 
liegende Punkte der Flache in solche Punkte der ¢-Ebene verwandelt 
werden, welche sich auf einer Parallelen zur v-Achse in einem Abstande 
voneinander befinden, der ein ganzzahliges Vielfaches von 22 ist. 


1 Wir betrachten hier die Abbildung der aufgeschnittenen Ebene einschlieB- 
lich des Randes. 
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Da der Nullpunkt der z-Ebene in den unendlich fernen Punkt der 
¢-Ebene transformiert wird, verschwindet die Umkehrfunktion z = e 
fiir keinen endlichen Wert von ¢. Die Exponentialfunktion ist also eine 
nicht konstante ganze Funktion ohne Nullstellen?. 


§ 7. Die trigonometrischen Funktionen. 
Durch die Gleichungen 


A Gee aes ts ee See Oe 
sin Zz = pe CoS 4 = at tae ’ 
1 et# ets 1 
fiihren wir vier Funktionen ein, die fiir reelle Werte der Veranderlichen 
mit den gewohnlichen trigonometrischen Funktionen iibereinstimmen ? 
und deshalb auch im Komplexen den Namen trigonometrische Funk- 
tionen fiihren. Wir wollen hier nur die Abbildung betrachten, welche 
zwischen z- und ¢-Ebene durch die Funktion ¢ = tgz vermittelt wird. 


Dazu ersetzen wir die eine Gleichung 


ike? <ar = 
Gees (82 ee ET 
durch die folgenden drei Gleichungen: 
: la-l 
(1) t= iz, (2) w=e}, (3) = aa 


Die Gleichung (1) definiert eine Drehstreckung der z-Ebene. Das Ver- 
groBerungsverhaltnis ist gleich 2 und der Drehwinkel gleich a Durch 


die Gleichung (2) wird die ¢-Ebene konform auf die Riemannsche Flache 
des Logarithmus abgebildet; d.h. ein zur reellen Achse paralleler 
Streifen der ¢-Ebene von der Breite 27” wird in die aufgeschnittene 
w-Ebene verwandelt. Die lineare Transformation (3) ist uns aus § 3 be- 
kannt. Durch sie wird der Einheitskreis der w-Ebene auf die obere Halb- 
ebene der ¢-Ebene abgebildet, wobei die Punkte @ = 0 und w = oo 
in die Punkte ¢ =z und ¢ = —1 iibergehen. Wir gelangen so fiir die 
Umkehrfunktion von ¢ = tgz, die man mit z = arctg¢ bezeichnet, zu 
einer Riemannschen Flache, welche ahnlich wie die des Logarithmus 
zwei Verzweigungspunkte unendlich hoher Ordnung aufweist und zwar 
in den Punkten € =i und ¢ = —17. Dies 1aBt vermuten, daB die Funk- 


1 Sie ist in gewissem Sinne sogar die einfachste derartige Funktion. Denn 
ist h(¢) eine ganze Funktion ohne Nullstellen, so muB =o ebenfalls eine ganze 
Funktion sein, etwa g(¢). Hieraus folgt aber, daB8 h(£) von der Form 

h (€) = ef 9) at _ pa (2) 


sein muB, wo g,(¢) eine ganze Funktion bedeutet. 
2 Vel. Kap. 2, § 6, (5). 
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tion arctg¢é nahe mit dem Logarithmus verwandt ist. In der Tat folgt 
aus den Beziehungen (1), (2) und (3) die Gleichung: 


S Bala teas 

@=arcigt = oy log Te: 
In ganz ahnlicher Weise lassen sich die durch die iibrigen trigono- 
metrischen Funktionen vermittelten Abbildungen studieren. 


§ 8. Potenzen mit beliebigen Exponenten. 


Kreisbogenzweiecke. 
Die allgemeine Potenz 


Oe 


mit einem beliebigen reellen oder komplexen Exponenten « wurde in 
Kap. 2, §4 durch die Gleichung 


C be ealogz 


definiert. Die Funktion ¢€ = 2* ist also eine eindeutige Funktion des 
Logarithmus logz; man kann sie in Parameterdarstellung durch die 
Gleichungen 

(ea (Aes Cer 


charakterisieren oder, wie man auch sagt, durch eindeutige Funktionen 
uniformisieren. 

Ist « keine rationale Zahl, so ist die Funktion z* = e *!°8* unendlich 
vieldeutig wie der Logarithmus selbst. Bei einem positiven Umlauf um 
den Punkt z=0 multipliziert sich namlich der Funktionswert mit 
e?%% bei n-maligem Umlauf mit e27tm% wand dieser Faktor fallt fiir 
zwei verschiedene 1 stets verschieden aus. Auf der Riemannschen Flache 
des Logarithmus, die bei z = 0 und z = © je einen Verzweigungspunkt 
unendlich hoher Ordnung hat, ist z* eine eindeutige Funktion des Ortes. 


Ist hingegen «% eine rationale Zahl + (p,q teilerfremd, g > 0), so 


ergibt sich nach g Umlaufen zum erstenmal wieder der Ausgangswert. 
An die Stelle der unendlich vielblattrigen Flache koénnen wir daher eine 
g-blattrige Riemannsche Flache von der Art der in §4 untersuchten 
Flache treten lassen; alsdann wird z* auf dieser Flache eine eindeutige 
Funktion des Ortes. 

Wir betrachten schlieBlich die konforme Abbildung, welche durch 
die allgemeine Potenz vermittelt wird. 

Bei reellem « +0 gehen das System der konzentrischen Kreise um 
den Nullpunkt und das System der vom Nullpunkt ausgehenden Strahlen 
je in sich tiber; der Winkel zwischen zwei einzelnen Strahlen wird mit 
« multipliziert. Indem wir z und ¢ je einer linearen Transformation 
unterwerfen, welche die Punkte 0 und oo der z- bzw. ¢-Ebene in beliebige 
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voneinander verschiedene Punkte z,, 2, bzw. C,, ¢, iiberfiihrt (vgl. § 3), 
erkennen wir, daB allgemein durch eine Beziehung 


2S ee) 


ein Kreisbogenzweieck der z-Ebene mit den Ecken z, und 2, und mit 
dem Winkel 4, d.h. ein von zwei sich in den Punkten z, und 2, unter 
dem Winkel 4 schneidenden Kreisen begrenztes Gebiet, in ein Kreis- 
bogenzweieck der ¢-Ebene mit den Ecken ¢, und ¢, und dem Winkel « A 
verwandelt wird. 

Beispielsweise kénnen wir ein beliebiges Kreisbogenzweieck immer 
in einen Halbkreis transformieren. Hierzu miissen wir insbesondere « 
4 


9 Wird. Z. B. geht bei der Transformation 


G z 
hee Vi 
die obere Halbebene, die man als Kreisbogenzweieck durch die Punkte 
z= 0 und z = 1 mit dem Winkel z auffassen kann, in einen Halbkreis 
liber der Strecke zwischen € =0 und € = 1 itber. 
Ganz anders liegen die Dinge, wenn « rein imaginar ist. Es sei etwa 
= 7, also 


so wahlen, daB «A = 


€ = 2, 


Wir wollen die konforme Abbildung der oberen Halbebene Yz = 0 stu- 
dieren. Dazu setzen wir 

zZ=re'?, GeO ete 
dann wird 

Osea (eas ORO 


Den Strahlen g = konst.=c der z-Ebene entsprechen somit kon- 
zentrische Kreise @ = e~° der ¢-Ebene, den Kreisen 7 = konst..— c der 
z-Ebene Strahlen ? = loge der ¢-Ebene. Speziell sind den Halbgeraden 
gy =0 und » = 7, welche die Halbebene }z = 0 nach unten begrenzen, 
die in beiden Richtungen unendlich oft durchlaufenen Kreise 9 = 1 
bzw. @ = e~* zugeordnet. Im Nullpunkt und im unendlich fernen Punkte 
der z-Ebene wird der Wert von ¢ unbestimmt. Wir erhalten so als Bild 
der oberen z-Halbebene ein Band, das den Kreisring e~* < Ors acer 
¢-Ebene unendlich oft tiberdeckt. 

Es sei dem Leser tiberlassen, die durch £ = z% vermittelte konforme 
Abbildung fiir den Fall eines beliebigen komplexen « zu untersuchen. 
An Stelle der Radien und Kreise der z-Ebene treten zwei Scharen von 
sich orthogonal schneidenden logarithmischen Spiralen. 
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§ 9. Anhang. Raumgeometrische Deutung der linearen 
Substitutionen. 


Wir wollen in diesem Paragraphen eine geometrische Veranschau- 
lichung der linearen Substitutionen einer komplexen Veranderlichen z 
behandeln, deren Wesen darin besteht, neben den auf der Zahlenkugel K 
selbst gelegenen Punkten die Punkte des dreidimensionalen Raumes R, 
in dem die Kugel liegt, mit zu betrachten. 

Die Gleichung der Kugel K, deren Radius wir etwa gleich 1 nehmen, 
lautet in einem rechtwinkligen Koordinatensystem, dessen Ursprung in 
den Mittelpunkt der Kugel fallt, 


(1) Xa Nery AL 

Die Werte z iibertragen wir auf die Kugel, indem wir die Ebene Z = 0 
als z-Ebene (z = X + 7 Y) benutzen und sie aus dem Punkte X = Y = 0, 
Z = 1 stereographisch auf die Kugel projizieren. Dann bestehen nach 


Kap. 1, § 1 zwischen den Koordinaten X, Y, Z eines Kugelpunktes und 
seinem zugeordneten z-Werte die Beziehungen 


ge+2 4 OG 2z—1 
(2) aes ley ih tee itv gga | ic esa 


Da wir den Raum R im Sinne der projektiven Geometrie zu behandeln 
haben werden, gehen wir zu homogenen Raumkoordinaten tiber, in- 
dem wir 


xX, Xs 
X=, a pms 


setzen, wodurch sich die Formeln (1) und (2) in 


(3) KP XP KON EO 
bzw vi 
(4) X:XqiXq:Xq = (2 + 2): 222-1): 2274+ 1) 


verwandeln. Die letzte Beziehung 1a8t sich auch in der Form 
(5) (X, + 2X.) : (X, —1 X,): (Xy +X) (Ka — Xq) SH 2 2222221 
schreiben. 


Einen Punkt des Raumes R nennen wir reell, wenn seine Koor- 
dinatenverhdltnisse reelle Werte haben. Eine Koliineation 


4 
(6) eG (=21, 2, 34) 
k=1 


heiBe reell, wenn sie jeden reellen Punkt wieder in einen reellen Punkt 
verwandelt; das ist dann undnur dann der Fall, wenn der in den a;, 
enthaltene willkiirliche Proportionalitatsfaktor so gewahlt werden kann, 
daB die a,, samtlich reell werden. Wir werden bei reellen Kollineationen 
die a;,stets von vornherein reell annehmen, Die reellen Kollineationen 
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zerfallen in zwei Arten; diejenigen der ersten Art sind dadurch aus- 
gezeichnet, daB sich ihre Koeffizienten a;, durch stetige Abanderung 
auf reellem Wege in die Koeffizienten 

3 Pstiree = 25 

a a fir i +k 
der identischen Kollineation iiberfiihren lassen, ohne daB die Kolli- 
neation wahrend dessen ausartet, d. h. ohne daB ihre Determinante | @;;| 
verschwindet. Bei den Kollineationen der zweiten Art ist dies nicht 
méglich. Fiir die Kollineationen der ersten Art ist daher die Trans- 
formationsdeterminante | a,;,| positiv, fiir die der zweiten Art ist sie 
negativ. Die Kollineationen erster Art verwandeln jedes Rechts- 
koordinatensystem in ein Rechtskoordinatensystem, die der zweiten 
Art verwandeln jedes Rechtskoordinatensystem in ein Linkskoordinaten- 
system. 

Nach diesen Vorbemerkungen sprechen wir den Satz, dessen Beweis 
das Hauptziel dieses Paragraphen ist, folgendermaBen aus: Zu jeder 
linearen Substitution der komplexen Verdnderlichen z gehort genau eine 
veelle Kollineation erster Art des Raumes R, welche die Kugel K so in sich 
uiberfiihrt, daB die einzelnen Punkte von K durch die Kollineation dieselbe 
Lagendnderung erfahven wie durch die lineare Substitution. Umgekehrt 
gehort zu jeder reellen Kollineation erster Art, welche K in sich viberfiihrt, 
genau eine lineare Substitution der komplexen Verdnderlichen z, welche 

‘die Punkte der Kugel K in derselben Weise untereinander vertauscht wie 
die Kollineation. 

Bei dem Beweise ist es wesentlich, den Einflu8 unserer Kollineationen 
auch auf die komplexen Punkte der Kugel K zu betrachten. Nimmt 
man die komplexen Punkte der Kugel mit hinzu, so liegen auf ihr zwei 
Scharen geradliniger Erzeugender in der Weise, daB durch jeden Kugel- 
punkt je eine Erzeugende aus jeder der beiden Scharen lauft und daB 
jede Erzeugende genau einenreellen Punkt enthalt1!. Das gibt uns die 


1 Die Existenz dieser Erzeugenden und ihre wichtigsten Eigenschaften lassen 
sich aus der Gleichung (8) der Kugel sehr leicht herleiten. Schreibt man diese in 
der Form 

(Xy +t XQ) (X, — 1 Xy) — (Xg + Xy) (Xy — X3) = 0, 


so sieht man, daB sie befriedigt wird, wenn man entweder gleichzeitig 


(*) X, + tX_,= A(X, — X53), Xg + Xq= A(X, — 1X) 

oder gleichzeitig 

ta) X, — 1X, = uw (X,— Xs), X3 + Xy = m(X, + 7X3) 

setzt, unter 4 und yw beliebige komplexe Zahlen verstanden. (Auch A = =< 
Lice. : 

bzw. = 245 sind zulassig.) Die Gleichungspaare (*) und (**) stellen aber bei 


festem A bzw. w gerade Linien dar, die folglich ihrer ganzen Erstreckung nach der 
Kugel K angehéren. Die Parameter 4 und yw sind in (*) bzw. (**) genau so gewahlt, 
wie im Text angegeben. , 
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Méglichkeit, die Erzeugenden der beiden Scharen durch Zahlenwerte A 
bzw. w zu kennzeichnen. Einer Erzeugenden der ersten Schar ordnen 
wir denjenigen Zahlenwert A zu, der gleich dem Wert der Variablen z 
in dem reellen Punkt der Erzeugenden (also einem reellen Kugelpunkt) 
ist; einer Erzeugenden der zweiten Schar ordnen wir denjenigen Zahlen- 
wert w zu, der konjugiert komplex zu dem Werte z in ihrem reellen 
Punkte ist. Ein beliebiger reeller oder komplexer Punkt der Kugel laBt 
sich dann als Schnittpunkt einer Erzeugenden der ersten Schar mit 
einer der zweiten Schar durch Angabe zweier Zahlen A und y festlegen; 
die reellen Kugelpunkte sind insbesondere dadurch ausgezeichnet, daB 
24 und w konjugiert komplex zueinander sind. 

Um zunachst den zweiten Teil unseres Satzes zu beweisen, be- 
merken wir, daf die als gegeben betrachtete reelle Kollineation erster 
Art C nicht nur jeden reellen Kugelpunkt wieder in einen reellen Kugel- 
punkt verwandelt, sondern tiberhaupt jeden Kugelpunkt in einen 
Kugelpunkt. Da C als Kollineation jede Gerade in eine Gerade tiber- 
fiihrt, geht jede geradlinige Erzeugende der Kugel durch Anwendung 
von C wieder in eine geradlinige Erzeugende tiber, und zwar gehen 
zwel Erzeugende der gleichen Schar in Erzeugende der gleichen Schar 
uber. Denn eine beliebige Erzeugende schneidet keine andere Er- 
zeugende aus der Schar, der sie selbst angehort, dagegen jede Erzeugende 
der anderen Schar, und diese Schnittpunktsbeziehungen sind gegen- 
uber Kollineationen invariant. Die Kollineation C vertauscht daher 
entweder die beiden Erzeugendenscharen miteinander, oder sie bewirkt 
nur innerhalb der Scharen eine Vertauschung der Geraden. Die erste 
Méglichkeit scheidet aber aus; denn die Unterscheidung der beiden 
Erzeugendenscharen als erster und zweiter ist gleichbedeutend mit der 
Festlegung eines Umlaufssinnes auf der reellen Kugeloberflache1, und 
weil die Kollineation C nach Voraussetzung von der ersten Art ist, 
bewahrt sie den Umlaufssinn. Es seien nun P einbeliebigerreeller Kugel- 
punkt, g,, g, die beiden durch ihn gehenden Erzeugenden und 4,, ¢, zwei 
beliebige reelle Tangenten an die Kugel durch P. Durch Anwendung 
der Kollineation C wird aus P ein reeller Kugelpunkt P’; gy, g. gehen 
in die beiden Erzeugenden g,’, go’ durch P iiber, wobei g,’ und g,’ bzw. 
g, und g,’ je der gleichen Erzeugendenschar angehéren médgen, und 
t,, t werden in zwei reelle Kugeltangenten t,’, f.’ durch P’ verwandelt. 
Nach den Regeln der projektiven Ma8bestimmung ist der Winkel? 
zwischen ¢, und ft, gegeben durch 


Khh = x log D (ty , fe 81» 82)» 


1 Dies folgt aus dem Ausdruck des Winkels als Logarithmus eines Doppel- 
verhiltnisses, der im Text sogleich zur Anwendung gelangen wird. 

2 Wir erinnern daran, daB der in der Lehre von der projektiven Ma&bestim- 
mung betrachtete Winkel zwischen zwei Geraden eine nur mod. z, nicht mod. 22% 
bestimmte Gr6Be ist. 
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wo D zur Abkiirzung fiir das Doppelverhaltnis der vier in der Klammer 
enthaltenen Geraden steht. Ebenso ist der im gleichen Umlaufssinn 
gemessene Winkel zwischen #,’ und ¢,’ gegeben durch 


4 te t {i , / y 
hy ty = 5 log D (t,t, & &2)- 


Da das Doppelverhaltnis gegentiber projektiven Transformationen un- 
veranderlich ist, folgt somit 
SC ty by = CAA". 

Aus Stetigkeitsgriinden ist es ferner klar, daB auch der mod. 2a ge- 
messene Winkel zwischen den mit irgend einem Richtungssinn ver- 
sehenen Tangenten ¢,,¢, gleich dem mod.2z gemessenen Winkel 
zwischen den mit dem entsprechenden Richtungssinn versehenen 
Tangenten ¢,’, ¢,’ ist; d.h. aber: Die Kollineation C bewtrkt eine um- 
kehrbar eindeutige Abbildung der reellen Kugeloberflache K auf sich, die 
in allen Punkten winkeltreu ist. Eine solche Abbildung wird aber, wie 
wir in § 3 gesehen haben, durch eine lineare Funktion von z vermittelt. 

Den ersten Teil des Satzes kénnten wir durch ahnliche geometrische 
Uberlegungen beweisen wie den zweiten; wir ziehen es jedoch der Kiirze 
halber vor, den Beweis rechnerisch zu erbringen. Die Formel (5) legt 
es nahe, an Stelle der Koordinaten X,, X,, X3, X, neue Koordinaten 
41, So, S3, 2, durch die Formel 


12a: Gy: By = (X, +1X,): (X, —1X,): (Xz + X4) : (Xy — Xp) 


= 
lah 
—_ 


a 


einzuftihren. Dann wird die Gleichung der Kugel K 


ty 


= = 
L= ee 
— 


152 — 434,=0, 


und die der Formel (5) entsprechende Beziehung zwischen den 5-Ko- 
ordinaten eines reellen Kugelpunktes und dem Werte der Variablen z 
in ihm nimmt die einfache Gestalt an: 


(7) jy Neg eg es eee ice le 
Es sei nun 

' +6 
(8) Zz Se (ad —bc +0) 


eine vorgelegte lineare Substitution. Ist 4,’:8,(:.8,’:.8,’ das Ko- 
ordinatenverhaltnis des Kugelpunktes, der den Wert 2’ tragt, so gelten 
zufolge (7) und (8) die Beziehungen 


02, = ad Bebe sath ba ae 
eo eB,’ =bc8, + ad, +ac8, + dd ky, 
of,’ =ab8,14b8,+aa8,4 608, 
ee +cce&,+ dd, 
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wo g einen willkirlichen von Null verschiedenen Proportionalitats- 
faktor bezeichnet. Indem wir (9) als Transformation fiir beliebige Raum- 
punkte, nicht nur fiir reelle Kugelpunkte auffassen, haben wir eine 
Kollineation vor uns, von der es leicht ist nachzuweisen, daB sie reell 
und von der ersten Art ist. 

~ Wir wollen schlieBlich unsern Satz in die Sprache der nichteuklidi- 
schen Geometrie tibersetzen. Auf die Kugel K als Fundamentalflache 
grunden wir eine projektive MaBbestimmung; dann stellen die reellen 
Kollineationen erster Art des Raumes, welche die Kugel K in sich iiber- 
fuhren, gerade die Gesamtheit der nichteuklidischen Bewegungen dar, 
und wir kénnen sagen: Die nichteuklidischen Bewegungen des Raumes R 
und die linearen Transformationen der komplexen Variablen z entsprechen 
einander umkehrbar eindeutig. 

Wir k6nnen uns nun von den verschiedenen Typen linearer Sub- 
stitutionen (hyperbolische, parabolische, elliptische und loxodromische) 
leicht eine anschauliche Vorstellung machen. Indem wir zuniachst die 
parabolischen Substitutionen beiseite lassen, wissen wir von den 
ubrigen, daB sie zwei Fixpunkte haben, die F, und F, heiBen mégen. . 
Eine Kollineation, die zwei Punkte fest laBt, verwandelt die ganze 
Verbindungsgerade derselben in sich. Nun besitzt die Verbindungs- 
gerade g der Fixpunkte in bezug auf die Kugel K eine konjugierte 
Polare g’, und da die Kollineation sowohl g als auch K in sich trans- 
formiert und die Polarenbeziehung gegen Kollineationen invariant ist, 
verwandelt sie auch g’ in sich. Ferner geht jede durch g (bzw. g’) gehende 
Ebene wieder in eine durch g (bzw. g’) gehende Ebene tiber. Das Buischel 
der Ebenen durch g schneidet nun aus der Kugel K die Schar 
der Kreise aus, die durch F, und F, gehen, wahrend das Biischel 
der Ebenen durch g’, die im nichteuklidischen Sinne auf den Ebenen 
des ersten Biischels senkrecht stehen, aus K die Orthogonalkreise zu 
der ersten Kreisschar ausschneidet. Mit Rticksicht auf die Ausfiihrungen 
von §3 erkennen wir daher sofort: 

Einer elliptischen Substitution entspricht eine nichteuklidische Be- 
wegung, bet der die Punkte der Geraden g sowie die Ebenen durch die 
Gerade g’ einzeln festbleiben, wihrend die Punkte der Geraden g’ auf dieser 
wandern und die Ebenen durch die Gerade g um diese gedreht werden. 

Bet einer nichteuklidischen Bewegung, die einer hyperbolischen Sub- 
stitution entspricht, bleiben umgekehrt die Punkte der Geraden g’ und 
die Ebenen durch die Gerade g einzeln fest, wihrend die Punkte der Geraden 
g auf dieser wandern und die Ebenen durch die Gerade g’ um diese ge- 
dreht werden. 

Wir koénnen dies kiirzer auch so ausdriicken: Einer elliptischen 
Substitution entspricht eine nichteuklidische Drehung um die Gerade g, 
einer hyperbolischen Substitution eine nichteuklidische Translation langs 
dey Geraden g. 
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Bei einer loxodromischen Substitution sind natiirlich beide Arten 
nichteuklidischer Bewegungen kombiniert; ein beliebiger Raumpunkt 
wird sich dabei auf einer schraubenlinienartig gewundenen Raumkurve 
bewegen, die man als Loxodrome bezeichnen mag. 

Die parabolischen Substitutionen schlieBlich gewinnen wir als 
Grenzfall zwischen den elliptischen und hyperbolischen. Lassen wir die 
beiden Punkte F, und F, langs einer glatten Kurve auf K in einen 
einzigen Punkt F zusammenriicken, so geht die Gerade g in eine Tan- 
gente an die Kugel im Punkte F tiber und die Gerade g’ in die auf g 
senkrecht stehende Kugeltangente durch F. Dabei deckt sich in diesem 
Falle die euklidische und die nichteuklidische Bedeutung des Wortes 
_,senkrecht‘‘. Der allgemeinsten parabolischen Substitution mit dem 
Fixpunkt F entspricht dann wieder die Kombination einer nicht- 
euklidischen Drehung um die Achse g mit einer solchen um die 
Achse g’. Eine derartige doppelte Drehung laBt sich aber stets er- 
setzen durch eine einfache Drehung um eine passende Kugeltangente 
ge” durch F, 

Ebenso wie den linearen Transformationen 


Shae 
7 Bee) 


(ad —bc +0) 


die nichteuklidischen Bewegungen entsprechen, so entsprechen den 
linearen Transformationen mit Umlegung der Winkel 
, az+b 


f= (ad—bc +0) 


die nichteuklidischen Umlegungen. Das sind solche Raumtransforma- 
tionen, bei denen die Raumfiguren in im nichteuklidischen Sinne spiegel- 
bildlich kongruente verwandelt werden. Insbesondere entspricht einer 
Transformation durch reziproke Radien in bezug auf einen Kreis auf 
der Kugel K die nichteuklidische Spiegelung an der Ebene, die den 
Kreis aus K ausschneidet. Der Begriff der nichteuklidischen Spiegelung 
laBt sich dabei genau so erklaren wie der der euklidischen. Um zu 
einem Punkte P den Spiegelpunkt in bezug auf eine Ebene E zu finden, 
fallen wir von P das nichteuklidische Lot auf E, d. h. verbinden P mit 
dem Pol von E in bezug auf K, und bestimmen auf dem Lot den- 
jenigen Punkt P’, der auf der P entgegengesetzten Seite von E liegt 
und von E den gleichen nichteuklidischen Abstand hat wie P. Auf 
Grund dieser raumlichen Deutung der Transformation durch reziproke 


Radien wird der in §3 (S. 352) bewiesene Satz zur Selbstverstand- 
lichkeit. 
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Fiunftes Kapitel. 


Analytische Fortsetzung und Riemannsche 
Flachen. 


Bisher haben wir nur Beispiele solcher analytischen Funktionen 
kennen gelernt, welche uns durch tibersichtliche analytische Ausdriicke 
in ihrem Gesamtverlauf gegeben waren. Fiir die allgemeine Theorie 
mussen wir aber davon ausgehen, da8 ein Funktionsverlauf von vorn- 
herein nur fiir ein gegebenes beschranktes Gebiet G, der z-Ebene definiert 
ist, wie z. B. durch eine Potenzreihe in ihrem Konvergenzkreise. Dann 
entsteht das Problem der analytischen Fortsetzung, d.h. die Frage, ob 
und wie es méglich ist, den urspriinglichen Definitionsbereich G, zu 
erweitern. Den Funktionsverlauf in einem gegebenen Gebiete bezeichnen 
wir von diesem Standpunkte aus als ,,Funktionselement'. 


§ 1. Allgemeines iiber analytische Fortsetzung. 


Der erste Schritt zu analytischer Fortsetzung eines in G, definierten 
Funktionselementes f(z) ist die Fortsetzung durch bloBe Gebietserwei- 
terung: Ist in einem Gy enthaltenden Gebiet G,’ eine analytische Funk- 
tion g(z) definiert, welche in Gp mit f(z) tibereinstimmt, so heiBt ¢ (z) 
analytische Fortsetzung von f(z) in das Gebiet Gy’. 

Diese analytische Fortsetzung ist, wenn tiberhaupt, nur auf eine 
Weise méglich. Es seien namlich ,(z) und .(z) zwei in Gp’ regulare 
Funktionen, die beide in Gp mit f(z) tbereinstimmen. Die Differenz 
91 (2) — H(z) ist in G,’ regular und mindestens in Gy gleich Null. Es 
sei G* diejenige Punktmenge in G,’, fiir welche y, — y, verschwindet. 
Wenn G* nicht mit G,’ identisch ware, so gabe es einen in G* liegenden 
Punkt P derart, daB wir um ihn eine Kreisscheibe legen kénnen, welche 
ganz zu G, gehért, aber auch nicht zu G* gehérige Punkte enthalt 
und in welcher gy, — g, durch eine Potenzreihe darstellbar ist. Da P 
Haufungspunkt von G* ist, so kann diese Potenzreihe nach Kap. 3, § 4 
keinen von Null verschiedenen Koeffizienten besitzen, muB also in 
ihrem ganzen Konvergenzkreise verschwinden. Da dieser Konvergenz- 
kreis auch Punkte von G,’ enthalten wiirde, die nicht zu G* gehéren, so 
bedeutet dies einen Widerspruch. 

Durch eine solche Erweiterung des Definitionsbereiches Gp ge- 
langen wir immer nur zu Gebieten der z-Ebene, in denen der Funk- 
tionsverlauf eindeutig definiert ist. Um auch das Wesen der mehr- 
deutigen Funktionen und der zugehérigen Riemannschen Flachen 
mit Hilfe der analytischen Fortsetzung erfassen zu kénnen, nehmen 

Hurwitz-Courant, Funktionentheorie, 3, Aufl. 24 
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wir die folgende Exweiterung unserer Begriffsbildungen vor. Wie oben 
sei in einem Gebiete Gy eine regulare Funktion f(z) definiert und in 
ein G, umfassendes Gebiet G)’ analytisch fortgesetzt; wir bezeichnen 
(auf Grund der Eindeutigkeit dieses Verfahrens) auch diese Funktion 
mit f(z). G, sei ein Teilgebiet von G,’ und G,’ ein beliebiges G, ent- 
haltendes Gebiet (vgl. Abb. 98). Kénnen wir dann eine in G,’ regulare 
Funktion /,(z) finden, die in G, mit /(z) ttbereinstimmt, so soll jetzt 
},(2) analytische Fortsetzung von f(z) in das Gebiet G,’ heiBen. Dabei 
kann es sehr wohl vorkommen, daB G,’ und G, Teile gemeinsam haben, 


Sas 


Abb. 98. Abb. 99. 


in denen /,(z) von /(z) verschieden ist. Allgemeiner heiBe eine in einem 
Gebiete G* regulare Funktion /*(z) analytische Fortsetzung von f(z) in 
das Gebiet G*, wenn sich eine Folge von endlich vielen Gebieten Go, G,’, 
G,, Gy’, ..., G,, G,’, G* angeben laBt (vgl. Abb. 99) mit folgenden beiden 
Eigenschaften: 1.Gpist Teilgebiet von Gy’; G, (vy = 1, 2, . . ., &) ist gemein- 
sames Teilgebiet von G,_,’ undG,’; G* ist Teilgebiet von G,’. 2. Zu jedem 
Gebiet G,’gibt es eine in ihm regulare Funktion /, (z) derart, daB fiir »y = 0, 
1,...,% —1 die Funktionen f, (z) und /,,, (2) in G,,, tibereinstimmen und 
daB ferner in Gy die Gleichung f(z) = fo(z) und in G* die Gleichung 
fr(z) = f*(z) gilt. Wir nennen eine derartige Gebietsfolge eine ,,Kette“ 
von Gebieten und sagen, ,,die Funktion f(z) set vermége dieser Kette fort- 
gesetzt’. Die zugehorigen Funktionen /,(z) nennen wir eine Kette von 
Funktionselementen. 

Genau wie am Anfang des Paragraphen zeigt sich, daB der soeben 
geschilderte ProzeB der Fortsetzung bei gegebener Gebietskette, wenn 
uberhaupt, nur auf eine Weise méglich ist. 

Wahlen wir in jedem Gebiet G; (vy =0,1,...,) einen Punkt z,, 
in G* einen Punkt z* = z,,, und verbinden wir z, (vy = 0,1,..., 2) mit 
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2,4, durch eine in G,’ verlaufende stetige Kurve, so sagen wir, /*(z) 
entstehe durch analytische Fortsetzung von f(z) langs der Kurve 2%, 21, 

-» 241. Ist umgekehrt eine stetige Kurve C mit dem Anfangspunkt z, 
und dem Endpunkt z* gegeben, so 1aBt sich f(z) langs C dann analytisch 
fortsetzen, wenn es gelingt, in solcher Weise die Kurve C in Teilbégen 
2%, 2429, »- +) Sn 2441 (%441= 2*) 2u zerlegen, jeden Teilbogen z,z,,, mit 
einem Gebiet G,’ und jeden Teilpunkt z, mit einem sowohl in G,_,’ wie 
in G,’ enthaltenen Gebiet G, zu umgeben!, da8 man zu der so her- 
gestellten Gebietskette eine Kette von Funktionselementen /, (z) 
(vy =0,1,..., 2) finden kann, fiir die /, (z) in G,’ regular ist und fiir die 
die Gleichungen gelten= /, (z) = /(z)1n G, und f,44-(2) = f(z) in G, 44 
(vy =0,1,...,k —1). Wie man den obigen Uberlegungen entnimmt, 
ist die analytische Fortsetzung langs einer gegebenen Kurve, wenn 
uberhaupt, nur auf eine Weise méglich ?. 

Wenn die analytische Fortsetzung langs zweier die Punkte z) und 
2,41 verbindenden Kurven vermége derselben Gebietskette erfolgen 
kann, so ist das Resultat der Fortsetzung des Ausgangselementes das- 
selbe, da die Fortsetzung allein durch die Gebietskette definiert ist. 
Daraus folgt: Die analytische Fortsetzung lings jeder der Kurve C hin- 
reichend nahe benachbarten® und dieselben Punkte verbindenden Kurve C* 
ist zugleich mit der Fortsetzung langs C méglich und liefert dasselbe Re- 
sultat. Insbesondere kénnen wir also sagen: Wird die Kurve C, langs 
deren die analytische Fortsetzung erfolgt, mit fesigehaltenem Anfangs 
punkt 2, und festem Endpunkt z* stetig gedndert, jedoch immer so, dap 
die analytische Fortsetzung lings C moéglich bleibt, so dndert sich das Er- 
gebnis der Fortsetzung nicht, d. h. man gelangt immer zu demselben Funk- 
tionselement im Endpunkt. 


Prinzipiell 1aBt sich die analytische Fortsetzung durch das folgende 
Verfahren? bewerkstelligen: Ist, unter Beibehaltung der obigen Be- 
zeichnungen, d der kleinste Abstand des Bogens 2, z,,; vom Rande von 
G,’, so teilen wir diesen Bogen durch Teilpunkte 2,9 = 2,, 4,4,..+ 
2, 1= %,4 in Teilbégen, deren Durchmesser ° kleiner als d ist, und schlagen 
um jeden Teilpunkt einen Kreis mit dem Radius d. In diesem Kreise 
liegt dann auch noch der folgende Teilpunkt; wir kénnen daher die 
Potenzreihe, die bei z, ,,, die Funktion /, (z) darstellt, durch Umbildung 


1 G_,’ bedeute dasselbe wie Gy’. 

2 Natiirlich nur dann, wenn das Gebiet, in welches fortgesetzt werden soll, 
vorgegeben ist; diese triviale Vorbedingung erwahnen wir im folgenden nicht mehr 
ausdriicklich. 

3 D.h. im Sinne von Kap.1, §2 hinreichend genau approximierenden. 

4 Es ist praktisch wegen seiner Umstandlichkeit wenig brauchbar. Ein in 
vielen Fallen zum Ziele fiihrendes Verfahren werden wir in § 3 kennen lernen. 

5 Unter dem ,,Durchmesser einer Kurve verstehen wir die gré8te Entfernung 


zweier Kurvenpunkte. 
24* 
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der zu z,,, gehdrigen erhalten?. Wenden wir dies Verfahren auf alle 
Teilbégen 2, z,,,an, so sehen wir: Jedes Funktionselement einer ana- 
lytischen Fortsetzung von f(z) laBt sich aus einem bestimmten durch 
wiederholte Umbildung ableiten. 

Aus den vorangehenden Tatsachen folgern wir leicht den folgenden 
Satz (,,Monodromiesatz‘'): Ist die Funktion f(z) in einem einfach zu- 
sammenhiingenden Gebiet G langs jeder stetigen Kurve fortsetzbar, so 1st 
sie in G eindeutig, d. h. bei Fortsetzung lings jeder geschlossenen stetigen 
Kurve C in G gelangt man zum Ausgangswert zuriick. 

Beweis. Wir kénnen die Kurve C durch einen geschlossenen Polygon- 
zug IT derart approximieren, daB die Fortsetzung langs [7 dasselbe 
Resultat ergibt wie die Fortsetzung langs C. Nach einem Satz aus 
Kap. 1, §2 laBt sich jedes geschlossene Polygon JJ innerhalb G auf 
einen seiner Punkte, etwa P, stetig zusammenziehen. Nach unserer 
obigen Bemerkung liefert die Fortsetzung des Ausgangselementes langs // 
dasselbe wie die Fortsetzung langs einer Kurve in beliebiger Nahe des 
Ausgangspunktes, also insbesondere langs einer Kurve, die ganz in dem 
Gebiet verlauft, in dem das Ausgangselement eindeutig definiert ist. 


§ 2. Das Prinzip der Stetigkeit und das Spiegelungsprinzip. 


Bevor wir aus den entwickelten Begriffen allgemeine Folgerungen 
ziehen, wollen wir eine wichtige, die analytische Fortsetzung betreffende 
Tatsache kennen lernen, welche uns gestattet, den ProzeB der Fort- 
setzung noch anders als durch Ketten tibereinander greifender Gebiete 
allgemein zu charakterisieren; vor allem aber werden wir aus dieser 
Einsicht ein einfaches und anschauliches Hilfsmittel zur wirklichen 
Durchfthrung des Fortsetzungsprozesses gewinnen, welches zwar nur 
auf eine bestimmte Klasse spezieller Falle anwendbar ist, sich dann aber 
um so wirksamer zeigt. 

Wir stellen den folgenden Satz an die Spitze: Grenzen zwei Gebiete 
G, und G, lings eines glatten Bogens B aneinander, ist in G, bzw. Gy je 
eine regulave Funktion f,(2) bzw. f,(z) gegeben, die bei Annaherung an B 
gegen eine stetige Wertefolge konvergiert, und stimmen die Grenzwerte 
dey beiden Funktionen f,(2), f2(2) auf B tiberein, so sind f,(z) und f,(z) 
analytische Fortsetzungen voneinander. 


Kurz gesagt heiBt dies, daB stetige Fortsetzung immer analytische 
Fortsetzung ist. Der Satz erlaubt uns also, die analytische Fortsetzung 
einer Funktion statt durch Ketten iibereinander greifender Gebiete 


1 Die ,, Umbildung“’ einer nach Potenzen von z— a fortschreitenden Potenz- 
reihe fiir einen inneren Punkt b des Konvergenzkreises K erhalt man, indem man 
& — a durch (b — a) + (z— 6) ersetzt und formal nach wachsenden Potenzen von 
z— 6 ordnet. Man beweist unschwer, da8 die entstehende Reihe in jedem ganz 
innerhalb K gelegenen Kreis um b mit positivem Radius konvergiert und denselben 


Wert wie die Ausgangsreihe darstellt. (Vgl. Abschn. I, Kap. 2, § 6.) 


§ 2. Das Prinzip der Stetigkeit und das Spiegelungsprinzip. Bile 


durch Folgen solcher Gebiete zu bewerkstelligen, die nur mit einem 
glatten Kurvenbogen aneinander grenzen. 

Zum Beweise dieses Satzes konstruieren wir uns ein Kurvenviereck R, 
welches von dem Bogen B in zwei zu G, bzw. G, gehorige Teile R, bzw. 
R, zerlegt wird (vgl. Abb. 100), und bilden in R eine Funktion /(z), 
welche in R, bzw. R, mit /,(z) bzw. f,(z) und auf dem in R liegenden 
Stiick von B mit den gemeinsamen Grenzwerten von /,(z) und f,(2) 
lubereinstimmt. Das Integral 


1 fe) ae 
271 C= Re 
Ri 


Ry 


im positiven Sinne um R, erstreckt, BPEL 00. 


stellt dann nach Kap. 2, §7 (vgl. 

besonders die Bemerkung auf S. 294) fiir alle z in R, die Funktion f(z) 
dar und hat auBerhalb R,, insbesondere in R,, den Wert Null. Ebenso 
stellt 


1 f(¢) a 
271 C—2 
Ry 


in R, die Funktion /(z) dar und ist in R, gleich Null. Addieren wir die 
beiden Integrale, so heben sich die Beitrage des Bogens B auf. Da- 


her stellt 
1 [ae 
274 —4 
R 


sowohl in R, als auch in R, die Funktion /(z) dar. Dieses Integral hangt 
aber (nach Kap. 2, § 7, S. 294f.) fiir alle Werte innerhalb FR analytisch 
von z ab, womit der gewtinschte Beweis erbracht ist. 

Als wichtigste Folgerung dieses Stetigkeitssatzes beweisen wir das 
folgende von RIEMANN und Scuwakrz aufgestellte ,,Spiegelungsprinzip” : 
Das Gebiet G habe ein geradliniges oder allgemeiner kreisbogenférmiges 
Begrenzungsstiick B; die Funktion ¢ = f(z) sei in G regular und kon- 
vergiere bei Annaherung an B gegen eine stetige Folge von Werten?, 
die in der ¢-Ebene ebenfalls auf einer geraden Linie bzw. einem Kreis- 
bogen L liegen. Spiegeln wir G an B und ordnen wir dem Spiegelbild 
z* von z den durch Spiegelung an L aus C = f(z) hervorgehenden Wert C* 
zu, so ist die so definierte Funktion 6* = f* (z*) in dem gespiegelten Ge- 
biet G* regular und analytische Fortsetzung von f(z). 


Beim Beweise diirfen wir annehmen, daB es sich nur um Spiegelung 
an Geraden handelt; jeder Kreisbogen kann namlich durch eine ge- 
eignete lineare Transformation in eine geradlinige Strecke tibergefthrt 


1 Wie wir spater (vgl. Kap. 6, § 4, S. 401) sehen werden, kénnten wir die Vor- 
aussetzungen tiber die Stetigkeitseigenschaften der Randwerte fallen lassen, 
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werden, wobei nach Kap. 4, §3 (S. 352) Spiegelpunkte an dem Kreis- 
bogen in Spiegelpunkte an der Strecke tibergehen. Die Funktion /* 
ist in G* analytisch, da sie dort offenbar stetige Ableitungen besitzt. 
Sie nimmt auf B dieselben Werte an wie f(z) und ist daher nach unserem 
Stetigkeitsprinzip analytische Fortsetzung von f(z). 

Ausgehend von dem gewonnenen Resultate kénnen wir auch den 
allgemeinen Fall behandeln, daB die entsprechenden Randkurven des 
Gebietes G und des Bildgebietes J’ analytische Kurven sind. Es gilt 
namlich der folgende Satz: Ist die Funktion € = f(z) im einem Gebtete G 
vegulér, verhilt sie sich bet Anniherung an einen analytischen Rand- 
bogen B von G noch stetig und entspricht dem Bogen B ein analytischer 
Bogen B’ der €-Ebene, so laft sich f(z) tiber B hinaus analytisch fort- 
Setzen. 


Der Beweis beruht auf der folgenden Tatsache. Ist z) ein regularer 
Punkt eines analytischen Bogens B in der z-Ebene, so 1aBt sich eine 
Umgebung von z, umkehrbar eindeutig und konform auf ein Gebiet 
einer ¢-Ebene so abbilden, daB B in eine Strecke der reellen Achse 
tibergeht. 

Es sei z= %-+7y, und * = p(t), y = w(t) (¢ reell) sei eine Para- 
meterdarstellung des Bogens B durch die reellen analytischen Funk- 
tionen m und y. Dem Werte ¢=0 entspreche der Punkt 2, so daB 
also % = (0) +7y(0) ist. Es sei z) ein regularer Punkt und dem- 
gemaB q’ (0) + 0 oder y’ (0) + 0. Die Funktion z = g(t) +7y(t) = a (2), 
als Funktion der komplexen Variablen ¢ aufgefaBt, 1aBt sich in eine in 
der Umgebung von ¢ = 0 konvergente Potenzreihe entwickeln, ist daher 
in dieser Umgebung analytisch und bildet demnach eine Umgebung 
von ¢ = 0 auf eine Umgebung von z = 2, so ab, daB reellem ¢ Punkte 
von B entsprechen. Da g’ (0) + 7y’ (0) + 0 ist, 1aBt sich die Abbildung 
in der Umgebung von z = 2, eindeutig umkehren, womit die verlangte 
Abbildung geleistet ist. 

Nunmehr bilden wir die Umgebung eines regularen Punktes 2, 
von B durch ¢ = Q (z) auf die Umgebung des Nullpunktes der ¢-Ebene 
so ab, daB B in ein Stiick der reellen Achse iibergeht. Ebenso bilden 
wir eine Umgebung des Punktes Cy) = f(z) durch t= A (¢) auf die 
Umgebung des Nullpunktes der t-Ebene so ab, daB B’ in ein Stiick der 
reellen Achse tibergeht. Sind z = w(t), € = A(t) die Umkehrfunktionen 
von £2 bzw. A, so ist t = A(f(w())) = x(t) auf der einen Seite der 
reellen Achse regular und auf der Achse selbst stetig und reell, 1aBt 


1 Eine durch ¥ = y(t), y = p(t) dargestellte Kurve heiBt ,,analytisch‘, wenn 
y(t) und w(t) analytische Funktionen der reellen Verdnderlichen ¢ sind, d.h. sich 
in Potenzreihen nach ¢ entwickeln lassen. Der Variabilitatsbereich der unabhangig 
Veranderlichen ¢ kann dann ohne weiteres auf das komplexe Gebiet erweitert 
werden. Ein Punkt der Kurve, fiir welchen bei geeigneter Parameterdarstellung 
nicht zugleich p’(¢) und y’(t) verschwinden, heiBt ein »regulaver Punkt. 
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sich also nach dem Spiegelungsprinzip iiber diese hinaus fortsetzen. 
Die Funktion ¢ = 4 (y (Q(z))) ist daher in der Umgebung von z = 2, 
regular und stimmt in G mit f(z) iiberein. 

Das eben charakterisierte Prinzip der analytischen Fortsetzung 
uber einen Kurvenbogen hinaus bezeichnet man auch als ,,Spiegelung 
an einem analytischen Kurvenbogen“. 

Falls die Kurve B algebraisch ist, d.h. sich durch eine Gleichung 

Ex yy ==\0 
darstellen la8t, wo F ein Polynom in zwei Variabeln ist, so empfiehlt 
sich zuweilen die folgende analytische Darstellung der Spiegelung?: 

Ist wieder x= @ (), y=y (é) (¢ reell) eine Parameterdarstellung des 


Kurvenbogens B, so gilt in einem gewissen Gebiete der komplexen Va- 
riabeln ¢ identisch 


(1) F(p(), p(f)) =9. 

Ein beliebiger Punkt z in der Nachbarschaft von B hat die Form 
z= p(t) +7y(2), 

wobei aber ¢, wenn z nicht auf der Kurve selbst liegt, im allgemeinen 


nicht reell ist. Der als Spiegelpunkt von z in bezug auf B definierte 
Punkt ist dann 


Es folgt 
2° = p(t) —tp(t), 
also 
— e+ 2 
vi) ==s= 
Wegen (1) ist also 
z+ 2 Zee Ati 
F( et ty )=o. 


Diese Gleichung erméglicht es, 2* als analytische Funktion von z zu 
gewinnen; mit 2* hat man aber auch den Spiegelpunkt z* von z. 

Zum Schlusse bemerken wir, daB sich aus dem allgemeinen Stetig- 
keitssatze noch der folgende wichtige Satz ergibt: Besitzt eine in einem 
Gebiete G analytische Funktion an einem glatten Kurvenbogen die Rand- 
werte Null, so ist sie identisch Null. 

Wir konnen namlich die Funktion f(z) ttber den Kurvenbogen hinaus 
stetig durch die Funktion /,(z) =0 fortsetzen. Diese Fortsetzung ist 
aber analytisch, und da eine analytische Funktion, die in einem be- 


1 Ich verdanke den Hinweis auf diese Darstellung einer miindlichen Mit- 
teilung von Herrn CARATHEODORY. 
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liebig kleinen Gebiete verschwindet, iitberall verschwinden muB, so ist 
f(z) identisch Null. 

Wir kénnen diesen Satz auch so aussprechen: Zwei in G verschiedene 
analytische Funktionen kinnen auf keinem glatten Kurvenbogen des 
Randes tibereinstimmende Randwerte besitzen. 


§ 3. Der Gesamtverlauf der analytischen Funktionen und 
ihre Riemannschen Flachen’. 


Indem wir uns wieder allgemeinen Uberlegungen zuwenden, stellen 
wir die Frage, wie wir, ausgehend von einem Funktionselement, alle 
Méglichkeiten seiner analytischen Fortsetzung in Betracht ziehen kénnen, 
um damit den Begriff des Gesamtverlaufs einer Funktion, ihrer Singu- 
laritaten und ihrer Riemannschen Flache allgemein festzulegen. Es 
sei schon hier bemerkt, daB sich dabei die Bedeutung der Riemannschen 
Flache, welche uns in den friither betrachteten Beispielen nur mehr oder 
weniger Mittel zur Veranschaulichung der Mehrdeutigkeit eines Funk- 
tionsverlaufes war, wesentlich vertiefen wird. 

Wir erinnern an den allgemeinen Begriff eines Funktionselementes ; 
wir verstanden darunter eine in einem Gebiete G eindeutig definierte 
regulare Funktion; hierbei kann es selbstverstandlich auch vorkommen, 
da8B G den unendlich fernen Punkt enthalt. Es ist dann wieder vorteil- 
haft, von der Zahlenebene zur Zahlenkugel iiberzugehen. Wir wollen 
ferner sagen: ein Funktionselement ,,liegt tiber dem Punkte z)‘, wenn 
der Punkt z in dem Definitionsgebiete G des Funktionselementes ge- 
legen ist ; ein solches Funktionselement liegt also auch tiber allen Punkten 
einer hinreichend kleinen Umgebung von 2. Zwei tiber dem selben 
Punkte gelegene Funktionselemente sollen ,,dguivalent“ heiBen, wenn 
sie in einer gentigend kleinen Umgebung des Punktes tibereinstimmen ; 
die beiden Funktionselemente werden also in der Umgebung dieses 
Punktes durch dieselbe Potenzreihe dargestellt?. Gehen wir von dem 
im Gebiete G liegenden Punkte z) und einem tiber ihm gelegenen Funk- 
tionselemente /(z) aus und verbinden in der z-Ebene den Punkt z, mit 
einem Punkte z, durch eine stetige Kurve, langs welcher sich das Aus- 
gangselement f(z) in ein tber dem Punkte z, gelegenes Funktions- 
element fortsetzen 14Bt, so wollen wir sagen: Der Punkt z, mit dem 
uber ihm liegenden Funktionselement® ist ,,ein Punkt der zu f(z) ge- 
horigen Riemannschen Flache“ und zwar ein ,,tiber dem Punkte z, der 
2-Ebene gelegener‘’ Punkt der Riemannschen Flache. 


1 Vgl. zu der hier entwickelten (fiir das erste Verstandnis des Folgenden 
ibrigens nicht absolut notwendigen) Theorie auch H. WEyL: Die Idee der Rie- 
mannschen Flache; 2. Aufl., Leipzig und Berlin 1923. 

» Im Anschlu8 an WerERsTRASZ wird das Funktionselement oft geradezu 
mit dieser Potenzreihe identifiziert. 

% Wir diirfen es, gemaB8 §1, wieder mit f(z) bezeichnen. 
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Wenn zwei uber demselben Punkte z, gelegene Funktionselemente 
aquivalent sind, so wollen wir sagen, daB sie mit 2, den selben tiber z, 
gelegenen Punkt der Riemannschen Flache definieren. 


Die Gesamtheit aller in der angegebenen Weise definierten Punkte, 
d.h. Werte von z mit zugehérigen durch analytische Fortsetzung aus 
einem Ausgangselemente f(z) entstandenen Funktionselementen! be- 
zeichnen wir als Riemannsche Fldche der Funktion f(z), werden diesen 
Begriff aber im folgenden noch etwas zu erweitern haben (vel. S. 382). 


Um uns von einer Riemannschen Flache ein anschauliches Bild 
machen zu kénnen, betrachten wir das Definitionsgebiet G eines Funk- 
tionselementes f(z); sind z, und z, zwei Punkte von G, so definieren sie 
zusammen mit dem tiber ihnen gelegenen Funktionselement zwei (iiber 
2, bzw. 2, liegende) Punkte der Riemannschen Flache von f(z), welche wir 
als in demselben ,, Blatt‘ gelegen bezeichnen wollen; mit anderen 
Worten: die Punkte eines Blattes sind in umkehrbar eindeutiger Weise 
den Punkten eines Gebietes der Ebene zugeordnet 2. Es sei ausdriicklich 
betont, daB dieser Begriff des Blattes keineswegs eine bestimmte Ein- 
teilung der ganzen Riemannschen Flache in Blatter liefert ; im Gegen- 
teile bleibt bei einer solchen Einteilung noch fir eine weitgehende 
Willkitir Spielraum. 


Uber einem Punkte der z-Ebene kénnen mehrere ,,Blatter‘‘ der 
Riemannschen Flache gelegen sein. Wir gehen wieder von dem. tber 
dem Punkte z) gelegenen Funktionselemente /(z) und einem aus ihm 
durch Fortsetzung nach dem Punkte z, entstandenen Funktionselemente 
aus, dessen Definitionsgebiet wir mit G, bezeichnen; dann ist es még- 
lich, daB sich der Punkt z) mit z, durch eine zweite Kurve, langs deren 
das Ausgangselement wieder analytisch fortsetzbar ist, so verbinden 
1a8t, daB das Resultat dieser Fortsetzung ein tiber dem Punkte 2, ge- 
legenes, aber mit dem friiheren nicht aquivalentes Funktionselement 
etwa mit dem Definitionsgebiet G,’ ist, das also mit dem Punkte z, 
einen weiteren tiber z, gelegenen Punkt der Riemannschen Flache de- 
finiert. Ist G,* dasjenige Gebiet, das aus den G, und G,’ gemeinsamen 
Punkten besteht und den Punkt z, enthalt, so rechnen wir alle Punkte 
der Riemannschen Flache, welche durch dieses neue Funktionselement 
und Punkte von G,* definiert sind, zu einem zweiten tiber z, gelegenen 
»Blatte“‘ der Riemannschen Flache. 


In entsprechender Weise kénnen wir gegebenen Falles zu beliebig 
vielen iiber einem Punkte gelegenen Blattern gelangen. Es sei aber 


1 Diese Gesamtheit ist selbstverstandlich von der speziellen Wahl des Aus- 
gangselementes unabhangig. 

2 Den durch ein Blatt der Riemannschen Flache reprasentierten Funktions- 
verlauf, d. h. ein Funktionselement, werden wir, wie es auch sonst in der Literatur 
geschieht, gelegentlich als einen ,,Zweig’’ der Funktion bezeichnen, 
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bemerkt, daB die Mannigfaltigkeit der iiber einer Stelle z gelegenen 
Punkte der Riemannschen Flache héchstens abzahlbar unendlich 
sein kann. Jeder Punkt der Riemannschen Flache ist namlich durch 
eine von Z, nach z, fiihrende stetige Kurve der z-Ebene definiert; be- 
trachten wir zunachst nur Punkte z, mit rationalen Koordinaten, so 
kénnen wir diese Kurve durch eine dasselbe Funktionselement Uber 2, 
ergebende Kurve ersetzen, welche aus endlich vielen geraden Stucken 
besteht und deren Eckpunkte rational sind. Wegen der Abzahlbarkeit 
der rationalen Zahlen erhalten wir auf diese Weise nur abzahlbar viele 
Funktionselemente. Da nun jedes einen Punkt der Riemannschen Flache 
definierende Funktionselement auch tiber einem rationalen Punkt liegen 
muB, so ergibt sich unsere Behauptung. 

Die Bezeichnung ,,Flache‘‘ fiir das soeben definierte Gebilde ist 
dadurch gerechtfertigt, daB wir auch fiir die Riemannsche Flache einen 
Umgebungsbegriff und den Begriff des stetigen Zusammenhanges de- 
finieren kénnen und daB die Punkte einer solchen Umgebung unmittel- 
bar! den Punkten eines Gebietes der Ebene entsprechen, tiber denen sie 
liegen. Wir sagen namlich: Der tiber dem Punkte z, der z-Ebene liegende 
Punkt Q der Riemannschen Flache gehért zu einer ,, Umgebung“‘, genauer 
zu einer ,,o-Umgebung“ (9 > 0) eines ttber dem Punkte z, liegenden 
Punktes P der Riemannschen Flache, wenn | z, — z,| < @ ist und wenn 
P und Q demselben den Kreis | z — z,| < @ itberdeckenden Blatte an- 
gehoren. 

Auf Grund des Umgebungsbegriffes kénnen wir den Begriff des 
Limes auf einer Riemannschen Flache folgendermaBen definieren: Eine 
Folge von Punkten P,, P,, ... einer Riemannschen Flache konvergiert 
gegen den Punkt P, wenn in jeder Umgebung von P alle Punkte P,, 
bis auf endlich viele liegen. Damit ist auch der Stetigkeitsbegriff auf 
einer Riemannschen Flache gegeben. Unter einer stetigen Kurve ver- 
stehen wir eine Menge von Punkten P(é) der Riemannschen Flache, 
welche stetig von einem Parameter ¢ abhangen in dem Sinne, daB fiir 
limé, =¢ der Punkt P(f,) gegen den Punkt P(#) konvergiert; ins- 


n>oco 
besondere bilden dann auch die zu diesen Punkten gehérigen z-Werte 


eine stetige Funktion dieses Parameters. 

Der Begriff eines Gebietes der z-Ebene erforderte zu seiner De- 
finition lediglich den Begriff der Umgebung und des stetigen Zusammen- 
hanges (vgl. Kap. 1, § 2). Da wir diese beiden Begriffe nunmehr auch 
fur eine Riemannsche Flache definiert haben, so laBt sich jetzt die 
Gebietsdefinition wértlich auf jede Riemannsche Flache iibertragen: 
Eine Menge von Punkten heiBt ein Gebiet, wenn mit jedem Punkte auch 
eine Umgebung des Punktes zur Menge gehért und wenn diese Menge 


? Und zwar umkehrbar eindeutig und in dem sogleich zu definierenden Sinne 
stetig. 
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zusammenhangend ist. Wir wollen deswegen von nun an ausdriicklich 
von ,,schlichten‘‘ Gebieten sprechen, wenn wir unseren ursprunglichen 
Begriff eines Gebietes der z-Ebene besonders bezeichnen wollen. 

Besitzt die Riemannsche Flache einer Funktion f(z) tiber einer 
Stelle z) nur ein einziges Blatt, so heiBt f(z) an der Stelle z, eindeutig. 
Eine analytische Funktion heiBt schlechthin ,eindeutig*, wenn sie tiber 
allen Stellen; fiir die sie definiert ist, eindeutig ist; ihre Riemannsche 
Flache ist dann ,,einblattrig“, d.h. ein schlichtes Gebiet. Jede analy- 
tische Funktion ist auf ihrer Riemannschen Flache eine eindeutige 
Funktion, auch wenn sie tiber der z-Ebene mehrdeutig ist. 

Durch eine analytische Funktion wird eine ,,stetige Abbildung‘‘ 
ihrer Riemannschen Flache auf eine andere Riemannsche Flache ver- 
mittelt. Hierbei heiBt eine eindeutige Abbildung einer Riemannschen 
Flache auf eine andere stetig, wenn die Bilder der Punkte einer kon- 
vergenten Punktfolge gegen das Bild des Grenzpunktes konvergieren. 
So bildet z. B. die Funktion € = f(z) ihre Riemannsche Flache stetig 
auf die einblattrige Riemannsche Flache ttber der ¢-Ebene ab. Doch 
braucht die Abbildung nicht eindeutig umkehrbar zu sein, wie z. B. 
die Funktion ¢ = z? zeigt. Betrachten wir aber die Umkehrfunktion 
z= @(¢) und ihre Riemannsche Flache, so entsprechen sich die Punkte 
der beiden Flachen umkehrbar eindeutig, wenn man die Kreuzungs- 
punkte der Funktion f(z), d. h. die Nullstellen von /’ (z), bzw. die Kreu- 
zungspunkte von g(¢) ausnimmt. 

Im Hinblick auf solche Ausnahmepunkte werden wir sogleich den 
Begriff der Riemannschen Flache noch etwas erweitern, miissen uns 
aber hierzu mit dem Begriffe der ,,singuldven Stellen‘‘ einer Funktion 
beschaftigen. 

Wir beschranken uns zunachst auf eindeutige Funktionen, deren 
Riemannsche Flache also ein Gebiet G der z-Ebene ist; die singularen 
Stellen der Funktion werden dann in den Rand dieses Gebietes zu ver- 
weisen sein. Demgema8 betrachten wir nun die Randpunkte eines 
schlichten Gebietes, und zwar vorerst die ,,erreichbaren‘‘ Randpunkte. 
Es liegt nahe, als ervreichbaren Randpunkt des Gebietes jeden nicht zu G 
gehorigen Punkt Q zu bezeichnen, der sich mit einem Punkt P von G 
durch eine bis auf den Endpunkt Q ganz in G gelegene Kurve verbinden 
14Bt. Nun kann es aber vorkommen, daB sich der Punkt Q auf mehrere 
(wesentlich) verschiedene Arten erreichen laBt, wie z. B. bei einer ge- 
schlitzten Kreisscheibe ein Punkt des Schlitzes von beiden Seiten her. 
Um in einem solchen Falle von mehreren verschiedenen statt von einem 
,mehrfachen‘‘ Randpunkt sprechen zu kénnen, miissen wir der De- 
finition des erreichbaren Randpunktes eine etwas andere Wendung 
geben, indem wir nicht mehr sagen, ein erreichbarer Randpunkt ,,ist“ 
ein Punkt Q der Ebene, sondern einen ,,tiber dem Punkte Q der Ebene 
gelegenen erreichbaren Randpunkt definieren durch eine bis auf 
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ihren Endpunkt ganz in G verlaufende stetige Kurve. Zwei verschiedene 
Kurven C, und C, von P nach Q definieren dann und nur dann denselben 
iiber Q gelegenen Randpunkt, wenn es méglich ist, innerhalb einer be- 
liebig kleinen Kreisscheibe um Q einen Punkt von C, mit einem Punkt 
von C, durch eine ganz in G verlaufende stetige Kurve zu verbinden. 


Jeden erveichbaren Randpunkt von G bezeichnen wir nunmehr als 
singulare Stelle der Funktion. 


Es ist darauf zu achten, daB nach dieser Definition nicht jeder 
Randpunkt des Existenzbereiches einer eindeutigen Funktion als sin- 
guldrer Punkt gilt, sondern nur jeder erreichbare Randpunkt. Ist z. B. 
der Existenzbereich das Quadrat O<%<10<y<1 (@=%*-+17Yy) 


mit Ausnahme der Strecken x = (w= 1p De Sse Oe v= evel 
Abb. 101), so sind die Punkte x = 0,0 XS y<3 
nicht erreichbare Randpunkte, also keine sin- 
gularen Punkte. Das ist dadurch gerechtfer- 
tigt, daB man die Funktion nicht beliebig nahe 
an einen dieser Punkte heran fortsetzen kann, 
ohne zugleich anderen Punkten, z. B. dem 

Punkt z = $7 beliebig nahe zu kommen. 
Wir kénnen nun leicht unserer Definition 
der singularen Stellen eine Form geben, die 
Abb. 101. sich auch auf mehrdeutige Funktionen tiber- 
tragen laBt. Es sei der im Definitionsgebiete 
von f(z) gelegene Punkt z) mit einem Punkte a der z-Ebene durch eine 
stetige Kurve verbunden, derart, daB sich das tiber z, gelegene Ausgangs- 
element langs dieser ganzen Kurve fortsetzen lat mit Ausnahme allein 
des Punktes a; ein solcher Weg definiert dann eine tiber a gelegene singulare 
_ Stelle der Funktion. Zwei verschiedene, den Punkt z) mit dem Punkte a 
verbindende Wege C, und C, von dieser Eigenschaft definieren dann und 
nur dann dieselbe tiber a gelegene singulare Stelle, wenn die folgende Be- 
dingung erfiillt ist: Ist z, bzw. z, je ein auf C, bzw. C, gelegener Punkt, fiir 
welchen | 2; — a| < @ bzw. | z2 —a| <@ (@ > 0) gilt, so lassen sich die 
durch Fortsetzung langs C, bzw. C, entstandenen, tiber z, bzw. 2, ge- 
legenen Funktionselemente ineinander analytisch fortsetzen langs eines 
Weges, welcher beliebig nahe an a bleibt, sobald nur @ hinreichend 

klein gewahlt wird}. 


Da in dieser Definition in keiner Weise auf Ein- oder Mehrdeutig- 
keit der Funktion Bezug genommen ist, so kénnen wir sie ohne weiteres 


1 Diese Definition der singularen Stelle schlie8t sich im wesentlichen an die 
von L. BIEBERBACH gegebene an: Encyklopadie der mathematischen Wissen- 
schaften ITC 4 S. 401 bis 404; Lehrbuch der Funktionentheorie I, Leipzig und 
Berlin 1921, S. 213 bis 217. 
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auch als Definition der singuliven Stellen mehrdeutiger Funktionen 
wihlen. ; 

Um nun zu einer naturgemaBen Erweiterung des Begriffes der 
Riemannschen Flache zu gelangen, charakterisieren wir zunachst noch 
gewisse einfache Singularitaten etwas naher, namlich die sogenannten 
, rsolierten“ singularen Stellen. Eine durch die Kurve C definierte tiber 
dem Punkte a gelegene singulare Stelle S heiBt zsolieryt, wenn ein in a 
beginnendes zusammenhangendes Stiick C’ der Kurve C in einen solchen 
Kreis K um a eingeschlossen werden kann, daB man, ausgehend von 
einem tiber einem Punkte von C’ liegenden Funktionselemente, die 
Funktion langs jedes in dem ,,punktierten“ Kreise (d. h. dem Kreise K 
ohne Mittelpunkt) verlaufenden Weges fortsetzen kann. (Selbstver- 
standlich kénnen tiber der Stelle a oder einer beliebig benachbarten 
Stelle auch noch andere regulare oder singulare Punkte liegen, die 
nur nicht durch Fortsetzung innerhalb K erreicht werden kénnen.) 
Innerhalb des Kreises K ohne seinen Mittelpunkt ist dann die Funktion 
/(z) unbeschrankt fortsetzbar. Wenn nun bei dieser Fortsetzung nur 
eine endliche Anzahl nicht aquivalenter tber einem Punkt z, in K ge- 
legener Funktionselemente erzielt werden kann, so ist diese Anzahl fiir 
jeden Punkt z) == a dieselbe. Denn dehnt man diese Bestimmungen der 
Funktion durch analytische Fortsetzung nach irgend einem andern 
Punkt z, von derselben Eigenschaft aus, so erhalt man auch tber 2, 
lauter verschiedene Blatter, da andernfalls auch die Ausgangselemente 
nicht alle verschieden sein kénnten. Es sei etwa k die Anzahl der tiber 
jedem Punkt z + a4 gelegenen Funktionselemente. Wenn nun jede © 
dieser k Bestimmungen von f(z) bei Annaherung an z = a demselben 
bestimmten endlichen oder unendlichen Grenzwert zustrebt, so heiBt 
S eine algebraische Singularitat (weil Singularitaten dieser Art die einzigen 
sind, die bei algebraischen Funktionen auftreten kénnen; vgl. § 4). Ist 
y der Radius des Kreises K um a und setzen wir 


Cee a ep 


Y ? 


so ist die Funktion /(z) = f(a + re“) = p(w) in der Halbebene Ru <0 
unbeschrankt fortsetzbar und daher (da die Halbebene einfach zu- 
sammenhangt) nach dem Monodromiesatz eindeutig nach beliebiger 
Festsetzung eines Ausgangselementes. Uberdies entsprechen den Werten 
u+2n2i dieselben z-Werte. Da jedem Wert z nur k Elemente von 
}(z) zukommen, muB fiir eine natiirliche Zahl J die Relation p(u + 2/21) 
= (u) bestehen. Ist J die kleinste Zahl dieser Art, so kommen dem 
Punkt z die / verschiedenen Funktionselemente 


f(z) = o(u +2 vat) Gi 00 1p. ye — 1) 


zu; es ist also 1 = k, d.h. die Funktion f(z) kehrt bei k-maliger Um- 
kreisung des Punktes z =a zu ihrem Ausgangswert zuriick. Sie ist 
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daher eine innerhalb des Kreises | z — a| <7 eindeutige Funktion von 
1 

v = (z —a)*, die nach Voraussetzung bei v = 0 einen endlichen oder 

unendlichen Grenzwert hat, laBt sich also nach Kap. 4, §1 in der Um- 

gebung der Stelle v = 0 in eine Potenzreihe nach v mit héchstens end- 

lich vielen negativen Potenzen entwickeln; fiir f(z) gilt also eine Ent- 


wicklung 


vA 


(a) f(z) = Dd) e,(2—a)* (nZ0).+ 


Unter diesen Singularitaten sind auch die Pole enthalten; bei ihnen ist 
k =1 und x <0. Die Ubertragung dieser Begriffe und Entwicklungen 
auf den Fall, daB an Stelle des Punktes a der unendlich ferne Punkt 
tritt, bedarf keiner besonderen Erérterung. 

Auf Grund dieser Betrachtungen nehmen wir nun die folgende Er- 
weiterung des Begriffes der Riemannschen Flache vor: Zunachst wollen 
wir als Funktionselemente auch solche Funktionsverlaufe in einem 
Gebiete G zulassen, welche in diesem Gebiete Pole aufweisen ; allgemeiner 
wollen wir aber als Funktionselement auch einen Funktionsverlauf in 
der Umgebung einer beliebigen algebraischen Singularitat hinzunehmen, 


welcher also durch eine Reihe der Form (1) dargestellt wird und durch 
L 


die Transformation v = (z — a)* in ein gewéhnliches Funktionselement 
der v-Ebene tbergeht. Ein solches Funktionselement tiber der ent- 
sprechenden Stelle der Zahlenebene definiert einen ,,(k — 1)-fachen 
Verzweigungspunkt‘; auch diesen rechnen wir zur Riemannschen Flache. 
Wir k6nnen uns die Riemannsche Flache in der Umgebung eines solchen 
Verzweigungspunktes k-blattrig iber der z-Ebene ausgebreitet denken, 
wobei diese & Blatter in dem Verzweigungspunkte so zusammenhangen 
wie die Blatter der in Kap. 4, §4 behandelten Beispiele. 

Hiermit ist die Riemannsche Fliche einer analytischen Funktion end- 
gultig defimiert. Es sei noch darauf hingewiesen, daB man den Aufbau 
der Riemannschen Flache auch in etwas anderer Weise beschreiben 
kann. Man kann namlich, etwa auf Grund des im vorigen Paragraphen 
bewiesenen Stetigkeitsprinzipes, an das Ausgangsgebiet weitere Gebiete 
anhangen, in welche sich das urspriingliche Funktionselement analytisch 
fortsetzen 1a8t, und diesen ProzeB in geeigneter Weise, im allgemeinen 
unendlich oft, wiederholen. Die hierdurch entstehenden Gebiete kénnen 
die Ebene (ganz oder teilweise) mehrfach itberdecken und geben so zur 
Mehrblattrigkeit der Riemannschen Flache AnlaB. 


+ Aus der Darstellung (1) folgt, da8 Summe, Differenz, Produkt und Quotient 
zweier Funktionen, welche in a héchstens algebraische Singularitaten aufweisen, 
(und ebenso die Ableitung einer solchen Funktion) in a héchstens algebraisch 
singular sind. 
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Diese Auffassung erméglicht eine wichtige Verallgemeinerung des 
Cauchyschen Integralsatzes. Wir bemerken zunichst, daB wir jede be- 
liebige Funktion g(z) als abhangig von den Punkten einer Riemann- 
schen Flache einer Funktion f(z) ansehen kénnen, wenn diese Rie- 
mannsche Flache den Existenzbereich der Funktion (z) iiberdeckt. 
Diese Funktion kann, auch wenn sie in der z-Ebene mehrdeutig ist, in 
einem Gebiete B der Riemannschen Flache eindeutig definierbar sein. 
Es sei etwa B ein endlich vielblattriges, von stiickweise glatten Kurven 
begrenztes und nicht ins Unendliche reichendes Gebiet der Riemann- 
schen Flache, welches keine Verzweigungspunkte enthalt, und dort 
(einschlieBlich des Randes) eindeutig und regular. Dann la8t sich B 
aus endlich vielen schlichten, von stiickweise glatten Kurven begrenzten 
Gebieten aufbauen. Da fiir solche Gebiete der Cauchysche Integralsatz 
(bzw. seine Verallgemeinerung von Kap. 2, § 5) gilt, so finden wir durch 
Addition der Teilintegrale, daB dieser Satz auch fiir eine mehrdeutige 
Funktion von z bestehen bleibt, wenn der Integrationsweg ein Gebiet 
der eben definierten Art umschlieBt. Der Cauchysche Integralsatz bleibt 
aber auch bestehen fiir jedes endlich vielblatirige von stiickweise glatten 
Kurven begrenzte im Endlichen gelegene Gebiet einer Riemannschen Fliche, 
in welchem die Funktion einschlieBlich des Randes eindeutig und regular 
ist. Wir definieren zunachst: Eine in einem Gebiete B der Riemannschen 
Flache eindeutige Funktion heiBt in einem Verzweigungspunkte regular, 
wenn sie in der Umgebung des Verzweigungspunktes regular und be- 
schrankt1 bleibt und daher bei konformer Abbildung der Umgebung 
des Verzweigungspunktes auf ein schlichtes Gebiet in eine dort regulare 
Funktion tibergeht?. Die Giltigkeit des Cauchyschen Integralsatzes 
folgt nun, indem wir zundchst die Verzweigungspunkte durch kreis- 
férmige Umgebungen aus dem Gebiete B ausschneiden, sodann auf das 
Restgebiet den obigen Beweis des Integralsatzes anwenden und schlieB- 
lich die Radien der Kreise gegen Null konvergieren lassen. 

In den vorangehenden Betrachtungen scheint die Riemannsche 
Flache einer von vornherein gegebenen Funktion zugeordnet, deren 
Gesamtverlauf sie reprasentiert. Um nun dem Begriff der Riemannschen 
Flache einen rein geometrischen Sinn zu geben, nehmen wir die 
folgende Identitatsdefinition hinzu: Die Riemannschen Flachen zweier 
Funktionen heiBen miteinander ¢dentisch, wenn sich ihre Punkte einander 
ein-eindeutig so zuordnen lassen, daB zwei zugeordnete Punkte stets 
beide iiber demselben Punkt der Ebene liegen und entweder beide ein- 


1 Hat dagegen die Funktion in dem Verzweigungspunkte eine Unendlichkeits- 
stelle, so sagen wir, sie besitzt dort einen Pol. 

2 Diese Definition steht nur scheinbar im Widerspruch zu der Auffassung aus 
Kap. 4, § 1, wonach Verzweigungspunkte stets als singulare Stellen zu betrachten 
waren. Damals wurde die Funktion als mehrdeutige- Funktion in der Ebene, jetzt 
dagegen als eindeutige Funktion auf einer Riemannschen Flache betrachtet. 
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fache Punkte oder beide Verzweigungspunkte gleicher Vielfachheit sind. 
Es ist klar, in welcher Weise hiernach die Definition der Riemannschen 
Flache ohne Heranziehung analytischer Funktionen zu einer allgemeinen 
geometrischen Definition erweitert werden k6nnte. Die tiefste Bedeutung 
der Riemannschen Flachen beruht nun auf der Tatsache, daB es sich 
hier nur um eine scheinbare Erweiterung handelt, daB namlich auch 
umgekehrt einer solchen unabhangig von jeder Funktion definierten 
, kiemannschen Flache‘‘ % stets eine analytische Funktion entspricht, 
deren Riemannsche Flache gerade % ist. Mit andern Worten: Die Mannig- 
faltigkeit aller ein- und mehrdeutigen analytischen Funktionen wird durch 
die Mannigfaltigkeit aller von vornherein geometrisch definierbaren 
, Riemannschen Flichen“ geliefert. Der Beweis dieser Tatsache hangt 
aufs engste mit dem Problem zusammen, die Riemannsche Flache 
konform auf gewisse einfach tibersehbare Bereiche abzubilden. Die 
Untersuchung dieser Fragen wird ein Hauptziel der spateren Kapitel 
sein (vgl. Kap. 8). 

Im Sinne der eben angedeuteten geometrischen Auffassung, bei 
welcher die Riemannsche Flache gegentiber der Funktion das primar 
Gegebene ist, liegt es schlieBlich nahe, noch einen Schritt weiter zu 
gehen und die Riemannsche Flache von ihrer Beziehung zur z-Ebene 
loszulésen und sie sich z.B. durch krumme Flachen im Raum oder 
allgemeiner durch eine abstrakte Mannigfaltigkeit ersetzt zu denken. 
Wie dies geschehen kann, wird an einer spateren Stelle (Kap. 9, § 7) 
erértert werden. 


§ 4. Die algebraischen Funktionen. 


Die allgemeinen Betrachtungen des vorigen Paragraphen lassen sich 
in anschaulicher Weise an den algebraischen Funktionen und deren 
Riemannschen Flachen verfolgen. 

Wir bezeichnen als algebraische Funktion eine endlich vieldeutige 
Funktion /(z), welche nur algebraische Singularitaten in endlicher An- 
zahl besitzt. Liegen tiber den Punkten 2,, 2,,...,z, die singuldren 
Stellen der Funktion f(z), so ist /(z) bei Vermeidung dieser Punkte un- 
beschrankt fortsetzbar. Sind nun tiber einer von diesen verschiedenen 
Stelle z) genau ” verschiedene Blatter gelegen, so kann man diese 
nach jedem nicht singularen Wert z durch analytische Fortsetzung 
ausdehnen und erhalt dort ~ verschiedene Funktionselemente, da sonst 
auch die Ausgangselemente nicht alle verschieden hatten sein kénnen. 
Also gehért zu jedem nicht singularen Wert z dieselbe Zahl n verschie- 
dener Blatter der Riemannschen Flache von f(z). 

Die Riemannsche Flache einer algebraischen Funktion kénnen wir 
uns hiernach aus u itbereinander liegenden Exemplaren der vollstandigen 
z-Ebene bzw. z-Kugel bestehend denken, welche in den Verzweigungs- 
punkten zusammenhangen und sich in geeigneten’ ,,Verzweigungs- 
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schnitten™ gegenseitig durchdringen; jedes solche Exemplar kénnen 
wir als ein Blatt der Riemannschen Flache bezeichnen. Man nennt eine 
solche Riemannsche Flache auch eine ,,geschlossene“‘ Flache. Beispiels- 
weise ist die Funktion )R(z), wo R(z) eine ganze rationale Funktion 
von z bedeutet, eine algebraische Funktion, welche eine zweiblattrige 
Riemannsche Flache besitzt!. Die Abb. 102 und 103 veranschaulichen 
den Fall R (z) = 1 — 24 unter Verwendung zweier verschiedener Systeme 
von ,,Verzweigungsschnitten‘‘. 


' 
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Abb. 103. 


Ist die Blatterzahl 7 = 1, d. h. die Funktion eindeutig, so sind, wie 
schon in §3 bemerkt wurde, die Singularitaten z, Pole; zu jedem von 
ihnen gehért eine Entwicklung 


iO eM 


bzw. im Falle z, = c 
f(z) =8,) + 8,(5), 


wo g, eine ganze rationale Funktion, $$, eine Potenzreihe ist. Subtrahieren 
eee: Ps , : 1 
wir die Summe samtlicher ,, Hauptteile“ g, ==) bzw. g,(z) von f(z), 


I 
B= 


)+ 8, (@—4,) 


so bleibt eine im Endlichen tiberall regulare und im Unendlichen be- 
schrankte Funktion tbrig; eine solche ist aber eine Konstante. Eine 
eindeutige Funktion mit nur algebraischen Singularitaten ist daher stets 
rational. 


1 Ist der Grad der ganzen rationalen Funktion R (z) speziell gleich 3 oder 4 und hat 
R(z) keine mehrfache Nullstelle, so nennt man die entsprechende Riemannsche 
Flache eine ,,elliptische’’ Riemannsche Flache; die zweiblattrigen Flachen, bei 
denen der Grad von F(z) gréBer als 4 ist, heiBen dann ,,hyperelliptische’ Rie- 
mannsche Flachen. 

Hurwitz-Courant, Funktionentheorie, 3. Aufl. 25 
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Ist aber » > 1, so bilden wir die symmetrischen Grundfunktionen 
der zu einer nicht singularen Stelle z gehérigen Funktionswerte 


Ha) Sh Ges Ca namlich 
2) =G4 +G4--: +o. 
Po (2) SS ae + ¢,¢3 aa : sch ee Ges 


oboe a Nene: seh se 18). 18) SOL. Oia en ler Nema ee eee aa) 


Sie sind bei Vermeidung der singularen Stellen unbeschrankt fortsetz- 
bar und, da sich die Werte ¢,, C,, ..., €, bei Fortsetzung langs eines 
in der z-Ebene geschlossenen Weges héchstens untereinander ver- 
tauschen, eindeutig. Ferner sind die Funktionen 9, (2), ~2(2), -- +, @n(2) 
algebraische Funktionen, da sie nur durch Addition und Multiplikation 
aus den algebraischen Funktionen Cy, Co, .. ., €, gebildet sind (vgl. S. 382, 
insbes. Anm. 1). Die Funktionen g,(z) sind somit nach dem oben be- 
wiesenen Satze rational. Nun gentigen die Werte ¢,, C5, ..., ¢, der 
Gleichung 

(C= 2) C00) CS) = — gal) OE + (= 1 Gn @) =O. 
Multiplizieren wir sie mit dem Hauptnenner der rationalen Funktionen 


91 (2), Yo(2), - ++, @n(Z), so erkennen wir: Die Werte einer algebraischen 
Funktion geniigen einer algebraischen Gleichung 
(1) F(Z, 0) = Do (2) OP + Pr B).CO +++ Da (2) = 9, 
in der bo(z), Py(z), ---, Pn(z) Polynome ohne gemeinsamen Teiler sind. 
Wir wollen nun zeigen, daB die Gleichung (1) tvreduztbel ist, d.h. 
daB sich F(z, €) nicht als Produkt zweier nicht konstanter ganzer ratio- 
naler Funktionen F(z, ¢) und F,(z, ¢) von z und € darstellen 1aBt. Ist 
Zq, 6p ein Punkt unserer Riemannschen Flache und € das zu diesem 
Punkte gehérige Funktionselement, so folgt aus der Gleichung 
F, (2, C) F(z, ¢) =0, da8 mindestens einer der Faktoren F(z, ¢), 
F,(z, ¢), z. B. Fy(z, ¢), in der Umgebung der Stelle z), €, unendlich oft 
verschwindet. Daher ist er auf der Riemannschen Flache identisch 
Null; d. h. aber die Gleichung F, (z, €) = 0 wird bei beliebigem z durch 
die n Werte ¢,(z), €,(z), .-., €,(2). befriedigt. Folglich hat die Funktion 
F(z, ¢) in € den Grad n, da sie als Faktor von F(z, £) nicht in beiden 
Variablen identisch Null sein kann. F,(z,¢) muB demnach in ¢ den 
Grad Null haben, kann aber auch in z keinen positiven Grad haben, 


weil die Polynome #9 (2), £1 (2), . . ., £n(z) ohne gemeinsamen Teiler sind. 
Damit ist die Irreduzibilitat von F(z, €) bewiesen. 
Wir zeigen nun auch die Umkehrung: Die Wurzeln ¢,, €5, ..., Cn 


einer ivreduziblen algebraischen Gleichung (1) stellen die Zweige einer 
algebraischen Funktion dar. Die Gleichung (1) hat fiir jeden Wert z, 
der nicht mit einer Nullstelle von )(z) zusammenfallt, » Wurzeln. 
Sie sind dann und nur dann nicht alle voneinander verschieden, wenn 
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die Diskriminante der Gleichung (1), die ein Polynom D(z) in z ist, 
verschwindet. Wegen der vorausgesetzten Irreduzibilitat der Funktion 
F(z,¢) kann D(z) nicht identisch Null sein}. Mit Ausnahme endlich 
vieler Stellen der z-Ebene sind daher immer 1 verschiedene endliche 
Wurzeln vorhanden; es ist zu zeigen, daB sie die Zweige einer einzigen 
analytischen Funktion von z sind. Es sei also z) ein von den Ausnahme- 


punkten verschiedener Punkt der z-Ebene, und CY”, €?, . . ., £ seien seine 
Bildpunkte in der ¢-Ebene. Um jeden dieser Punkte ¢ schlagen wir 
einen Kreis K,, der auBer C keinen der Punkte 6, 2, ..., €® enthalt. 
Dann ist nach Kap. 3, §5, (4) 

1 Ft (2, ) val L3 
(2) ee lee Tea O=i52 is 


Liegt nun z in dem Kreise | z — z)| < @, wo @ eine hinreichend kleine 
positive Konstante bezeichnet, so verschwindet F(z, ¢) (als Funktion 
von ¢) auf dem Rande des Kreises K, nicht; daher ist das Integral 
3) ee 


Qui) F(z, 0) 


fiir | z — 29| < @ eine stetige Funktion von z. Andererseits ist es gleich 
der Anzahl der in K, gelegenen Nullstellen der Funktion F(z, ¢), also 
jedenfalls eine ganze Zahl. Eine stetige Funktion, die nur ganzzahlige 
Werte annimmt, ist aber konstant. Folglich liegt fir hinreichend wenig 
von 2 verschiedene z in jedem Kreise K, genau eine Wurzel ¢, der 
Gleichung F(z, ¢) =0. Ihren Wert kénnen wir nach Kap. 3, §5, (5) 


durch das Integral b (2) 1 C Fe (2, 6) ne 
Ky 


ausdriicken, wodurch zugleich ihre analytische Abhangigkeit von z ge- 
wahrleistet wird. 

Die Funktionen ¢,(z) lassen sich auBer in die endlich vielen Aus- 
nahmepunkte in jeden Punkt der z-Ebene analytisch fortsetzen. In 
der Umgebung eines Ausnahmepunktes z,, den wir der Einfachheit 
halber als im Endlichen gelegen annehmen?, sind sie héchstens -deutig. 
Um zu zeigen, daB sie in z, keine anderen als algebraische Singularitaten 
haben kénnen, brauchen wir nur noch nachzuweisen, daB sie nach 
Multiplikation mit einer geeigneten Potenz (z — z,)" dem Grenzwert 
Null zustreben, wenn z gegen z, konvergiert; denn dann sind sie die 
Quotienten zweier Funktionen mit héchstens algebraischen Singulari- 
taten in z,, also selbst in z, héchstens algebraisch singular. Aus der 


1 Der Beweis hierfiir findet sich z. B. bei H. WEBER: Lehrbuch der Algebra, 
2. Aufl., Bd. 1 (Braunschweig 1898), S. 168. 

2 Sollte der Punkt z= OO zu den Ausnahmepunkten gehéren, so lassen sich 
fiir ihn vollig entsprechende Betrachtungen anstellen. 
25* 
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Gleichung (1) folgt, daB die Werte 7, = ¢,(z — ae der Gleichung 
il lena 02'S es | sole ald ad TS os 
aly oS ASS ok ea be 
geniigen. Fir hinreichend groBes & streben bei Annaherung von z an 2, 
alle Koeffizienten, abgesehen vom ersten, gegen Null. Dann gilt aber 
dasselbe von den Wurzeln 7,. Ist namlich 


(4) LG) eee! et Wein RS LP ell 
die Gleichung, der 7, gentigt, und ist 
n 
(5) 2 | a, | ashe 
“= 
so gelten nach (4) die Abschatzungen 
Rees eS ema ve i, | te 
ig eas 12a) fir |n,| <1, 
aus denen mit Riicksicht auf (5) in beiden Fallen folgt 
In| SVS ]4,]- 


Die Wurzeln 7, streben also samtlich zugleich mit den Koeffizienten a, 
gegen Null. 

Die Funktionen ¢, (z) sind somit endlich vieldeutige analytische 
Funktionen mit nur algebraischen Singularitaten in endlicher Anzahl, 
d. h. sie sind algebraische Funktionen. Es fehlt nur noch der Nachweis, 
daB sie die Zweige einer einzigen algebraischen Funktion sind. Gelangte 
man durch analytische Fortsetzung von ¢, nur zu den Funktionen ¢,, 
C5,-- +» Sm, WO m < mist, so wiirde C, auf Grund der Schliisse auf S. 386 
bereits einer Gleichung 

F* (2,0) = bo (z)0™ + pi (z) Cm +---+ pn (z) =0 
vom m-ten Grade geniigen, und f*(z, ¢) wiirde also ein nicht trivialer 
Teiler von F(z, ¢) sein, was der vorausgesetzten Irreduzibilitat von 
F(z, ¢) widerspricht. 

Wir kehren zur Betrachtung der zu einer algebraischen Funktion 
¢ = ¢(z) gehérigen n-blattrigen Riemannschen Flache zuriick. Auf 
dieser ist offenbar jeder in z und ¢ rationale Ausdruck R(z, ¢) eindeutig 
und bis auf endlich viele Pole regular. Wir wollen zeigen, daB auch die 
Umkehrung gilt: Jede analytische Funktion w(z), welche auf der ge- 
gebenen Elache eindeutig und bis auf endlich viele Pole reguldr ist, laBt 
sich als rationale Funktion von z und C darstellen. 

Zum Beweise bilden wir mit Hilfe der  (gleichen oder verschie- 


denen) Zweige w,, 2, ..., w, der Funktion w die » Gleichungen 
Wy “b Wy ar ane = %o (2), 
(6) Woy + We, be eae ele Ga = $, (2), 


ee a ee Ces my Cy. eer the (OL ke iment ay th) te 4 Ad oe Oo 


WW, nS + W, Gone a eehels ans Caoet = Pn-1 (2), 


. 
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WODELE Cy, weet, Cn die entsprechenden (voneinander verschiedenen) 
Zweige der Funktion ¢ bedeuten. Wie oben erkennt man, daB Po(2), 
Gi (2), +++) Pn—1 (2) rationale Funktionen von zsind. Die Determinante 


des Systems (6) ist die Quadratwurzel aus der Diskriminante der Glei- 
chung F(z, ¢) =0, der ¢ gentigt, verschwindet also nicht identisch}. 
Man kann daher etwa w, als Quotienten zweier Determinanten dar- 


stellen, also als rationale Funktion in z, €,, 5, ..., €,, welche auBerdem 

in ¢5,..., €, Symmetrisch ist. Die rationalen symmetrischen Funktionen 

von ¢9,..., ¢, sind aber rational durch die Koeffizienten der Gleichung 
F(z,¢) 


(n — 1)-ten Grades 


rational in z und ¢,; es ist also auch w, rational durch z und ¢, ausdriick- 
bar, etwa w, = R(z, ¢,). Daher ist in der Tat ftir die ganze Riemann- 
sche Flache w = R(z, ¢), wie behauptet wurde. 

Entsprechend den allgemeinen Schlu8Bbemerkungen zum vorigen 
Paragraphen werden wir spater (Kap. 9) die in diesem Paragraphen 
durchgefiihrten Uberlegungen insofern umkehren, als wir uns rein 
geometrisch eine ,,algebraische Riemannsche Fliche‘‘ vorgeben (d.h. 
eine die ganze Ebene bzw. die Kugel n-fach tiberdeckende geschlossene 
Flache mit endlich vielen Windungspunkten) und die Frage stellen, ob 
und wie wir eine zu dieser Flache ,,gehérige algebraische Funktion 
konstruieren k6énnen. 


pears = 0 darstellbar, der ¢,, ..., ¢, geniigen, also 


Sechstes Kapitel. 


Die konforme Abbildung einfach 
zusammenhangender schlichter Gebiete. 


Am Ende von §3 des vorigen Kapitels ergab sich das Problem, 
analytische Funktionen durch geometrische Eigenschaften zu charak- 
terisieren; dieser Frage wollen wir uns nunmehr zuwenden. Wir haben 
in Kap. 2, § 8 gesehen, daB eine in einem Gebiete analytische Funktion 
eine konforme Abbildung dieses Gebietes auf ein anderes Gebiet ver- 
mittelt. Wir stellen nunmehr die umgekehrte Frage: Gegeben sind zwei 
Gebiete G und J’ der Ebene; gesucht ist eine analytische Funktion, 
welche die konforme Abbildung des Gebietes G auf das Gebiet I’ 
liefert. 

In diesem Kapitel wollen wir uns auf den einfachsten Fall be- 
schranken, indem wir die Voraussetzung machen, daB beide Gebiete 
sowohl schlicht als einfach zusammenhangend sind. Wir kénnen ferner 
annehmen, daB eines der beiden Gebiete, etwa J’, der Einheitskreis ist, 
da man, wenn die Aufgabe fiir diesen speziellen Fall gelést ist, durch 


1 Vgl. Anmerkung 1 von S. 387. 
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Zwischenschaltung eines Kreisgebietes die Abbildung beliebiger Gebiete 
aufeinander erhalten kann. Dann gilt der folgende Satz, der als ,, Rze- 
mannschey Abbildungssatz‘‘ bezeichnet wird und zu den wichtigsten 
Satzen der Funktionentheorie gehért: Jedes einfach zusammenhdngende 
Gebiet G, welches von der vollen und der ,,punktierten‘‘1 Ebene verschieden 
ist, liBt sich durch eine analytische Funktion umkehrbar eindeutig und 
konform auf das Innere des Einheitskreises abbilden und zwar so, dap 
man noch einem bestimmten Punkte in G und einer Richtung in thm etwa 
den Nullpunkt und die Richtung der positiven reellen Achse zuordnen kann. 

AnschlieBend an diesen Satz werden wir zeigen, daB eine Funktion, 
unter Zugrundelegung der eben genannten Normierung, durch die von 
ihr vermittelte Abbildung eindeutig festgelegt wird. 

Wir haben also im Riemannschen Abbildungssatze ein geometrisches 
Prinzip zur Erzeugung analytischer Funktionen, dessen Auswirkung 
wir im nachsten Kapitel verfolgen werden; erst in Kap. 8 werden wir 
unseren Abbildungssatz auf anderer Grundlage in der weitest médglichen 
Weise verallgemeinern. In dem hier betrachteten speziellen Falle werden 
wir unsere Ergebnisse noch dadurch vervollstandigen, daB wir die Ab- 
bildung bis auf den Rand des Gebietes verfolgen und andererseits die 
Gesichtspunkte der Potentialtheorie mit den Abbildungsproblemen in 
Zusammenhang bringen. 

Wir beginnen mit dem Beweise des Riemannschen Abbildungs- 
satzes. 


§ 1. Vorbemerkungen und Hilfssatze. 


Es sei J” der Einheitskreis der €-Ebene; dann miissen wir zunachst 
eine bei der Abbildung eines Gebietes der z-Ebene auf den Einheitskreis 
verbleibende Willkiir durch eine bestimmte Normierung ausschalten. 
Man kann namlich, wie aus den Uberlegungen von Kap. 4, §3 folgt, 
den Einheitskreis durch eine lineare Transformation derart auf sich 
selbst abbilden, daB dabei zwei vorgegebene Linienelemente (d. h. zwei 
Punkte und Richtungen durch jeden von ihnen) einander entsprechen. 
Demgema8 muB es, wenn sich ein Gebiet G iiberhaupt auf den Einheits- 
kreis abbilden 1aBt, auch stets méglich sein, die Abbildung so zu nor- 
mieren, daB ein vorgegebenes Linienelement im Gebiete G in den Null- 
punkt des Einheitskreises und die Richtung der positiven reellen Achse 
tbergeht. Wenn wir uns, was keine Beschrankung der Allgemeinheit 
bedeutet, das Gebiet G so in der z-Ebene gelegen denken, da8 das vor- 
gegebene Linienelement mit der Richtung der positiven reellen Achse im 
Nullpunkt der z-Ebene iibereinstimmt, so bedeutet dies fiir die Abbil- 
dungsfunktion ¢ = f(z) die Forderung, daB /(0) = 0, } (0) > 0 sein soll. 


1 Hierunter versteht man die volle Ebene, aus der ein einzelner Punkt ent- 
fernt ist. , 
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Wir wollen nunmehr zeigen, daB sich ein Gebiet G in zwei Fallen 
sicherlich nicht konform auf das Innere des Einheitskreises abbilden 
laBt: dann namlich, wenn G entweder die volle oder die , punktierte“ 
Ebene ist. Um die Unméglichkeit einer solchen Abbildung zu beweisen, 
betrachten wir eine Funktion ¢ = f(z), von der wir annehmen, daB sie 
die ganze z-Ebene, héchstens mit Ausnahme eines einzigen Randpunktes, 
den wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit als den Punkt oo annehmen 
diirfen — andernfalls wenden wir vorher eine passende lineare Trans- 
formation an, die den Ausnahmepunkt nach oo bringt —, auf das Innere 
des Einheitskreises der ¢-Ebene umkehrbar eindeutig und konform ab- 
bildet. Diese Funktion f(z) mu8 eine ganze Funktion von z sein; 
andererseits ist sie beschrankt. Also miiBte die Abbildungsfunktion, 
nach dem Satze von LIOUVILLE Kap. 3, §2, eine Konstante sein, was 
unméglich ist}. 

. Wir werden demgemaB fiir das abzubildende Gebiet G von vorn- 
herein voraussetzen mtissen, daB es mindestens zwei verschiedene Rand- 
punkte, also wegen des einfachen Zusammenhanges auch eine zusammen- 
hangende, die beiden Punkte verbindende Randpunktmenge besitzt. 
‘Sind a und 6 zwei verschiedene im Endlichen gelegene Randpunkte, 
so kénnen wir durch eine Transformation 


* Z—a 
eS | 
[ee 


das Gebiet G konform in ein Gebiet G* verwandeln, welches einen Teil 
der z*-Ebene frei laBt. Die Quadratwurzel ist namlich nach dem Mono- 
dromiesatz als eine im Gebiet G eindeutige Funktion definierbar, und 
wenn sie einen von Null verschiedenen Wert z* samt Umgebung an- 
nimmt, 1laBt sie den Wert —z* samt einer Umgebung sicher aus, da 
—z* zum selben Wert von z gehéren wiirde wie z*. Ist « ein Punkt 
der z*-Ebene, welcher samt seiner Umgebung auBerhalb des Ge- 
bietes G* liegt, so erhalten wir durch die Abbildung vermége der 


; 1 
Funktion ¢ = 4 — Z 


eines endlichen Kreises gelegen ist und welches wir durch Verschiebung 


aus G* ein neues Gebiet, welches ganz im Innern 


1 Wir erwadhnen noch den folgenden etwas allgemeineren Satz: Jede 
Funktion f(z), welche die ganze, hichstens mit einem (und ebenso mit endlich vielen) 
Ausnahmepunkten versehene Ebene auf ein schlichtes Gebiet umkehrbay eindeutig 
und konform abbildet und nirgends im Endlichen unendlich wird, ist eine ganze 
lineave Funktion. Da namlich f(z) nirgends im Endlichen unendlich wird, miissen 
die im Endlichen gelegenen Ausnahmepunkte hebbare Unstetigkeiten sein. 
€ = f(z) ist demnach eine ganze Funktion; wegen der geforderten umkehrbaren 
Eindeutigkeit der Abbildung kann f (z) nicht ganz rational von héherem als erstem 
Grade sein; f(z) kann aber auch keine ganze transzendente Funktion sein, da 
man sich sonst nach dem WeierstraBschen Satze (vgl. Kap. 4, § 1) jedem Punkte 
der ¢-Ebene beliebig annahern kénnte, wenn z in geeigneter Weise gegen den Rand- 
punkt z = OO riickt. 
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dieses Kreises und durch Ahnlichkeitstransformation in ein Gebiet 
tiberfiithren kénnen, das im Innern des Einheitskreises gelegen ist und 
den Nullpunkt in seinem Inneren enthalt. Wir werden uns daher im 
folgenden Paragraphen auf solche Gebiete beschranken, welche im 
Innern des Einheitskreises liegen und den Nullpunkt enthalten. 
Beim Beweis des Riemannschen Abbildungssatzes bediirfen wir noch 
der Kenntnis einiger Eigenschaften einer einfachen Hilfsfunktion, welche 
den doppelt iiberdeckten Einheitskreis mit exzentrisch gelegenem Ver- 
zweigungspunkt auf den einfach iiberdeckten Einheitskreis konform 
abbildet. Um diese Hilfsfunktion zu definieren, denken wir uns den 
Einheitskreis der Ebene von einem Punkte P, der vom Nullpunkt die 
positive Entfernung ~ <1 hat, nach dem Rande zu aufgeschnitten 


t -Ebene t-Ebene 


Abb. 104. Abb: 105. 


und zwei tibereinander gelegte Exemplare in der tblichen Weise langs 
dieses Schnittes miteinander verbunden (vgl. Abb. 104, 105). Durch die 
Funktion t= y(?) = yp, (¢) mége diese doppelt tberdeckte Kreisscheibe 
derart auf den Einheitskreis der t-Ebene konform abgebildet werden, 
daB dabei fiir das eine Blatt y(0) = 0, y’ (0) > 0 wird. Es ist fiir uns 
nicht nétig, diese Funktion explizite aufzuschreiben; wir kénnen sie 
konstruieren, indem wir zunachst durch eine lineare Transformation, die 
den Einheitskreis in sich wberfiihrt, den Verzweigungspunkt P in den 
Nullpunkt bringen, sodann die Quadratwurzel bilden und endlich durch 
eine neue lineare Transformation die vorgeschriebene Zuordnung der 
Linienelemente in den Nullpunkten herstellen. Die Umkehrfunktion 
der Funktion y, (¢) bezeichnen wir mit ¢ = x(t); sie ist im Einheitskreise 


ce ). 


eindeutig und regular. Offenbar ist auch # 
x(t) 


im Einheitskreise |t]| <1 


regular; da be am Einheitskreise die Randwerte 1 besitzt, so ist im 


ganzen Innern des Einheitskreises nach dem Prinzip vom Maximum 


x(t) 


des absoluten Betrages (vgl. Kap. 3, § 1) au <1, wobei ausdriicklich 


das Zeichen < gilt, weil diese Funktion nicht konstant ist. Mit anderen 
Worten: Es besteht zwischen den GréBen ¢ und t stets die Beziehung 
bo] Sat, solange |F| <1 ist. 
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Bei dieser Abbildung wird also jeder Punkt des Kreises | ¢| <1 in 
einen vom Nullpunkt weiter entfernten Punkt des Kreises |t| <1 
verschoben. 

Wir kénnen diese Verschiebung noch praziser charakterisieren, 
wenn wir uns auf alle Punkte einer abgeschlossenen konzentrischen 
Kreisscheibe der ¢-Ebene, etwa auf alle Punkte der Kreisscheibe |¢|Sp 
beschranken. Es gibt dann fiir |¢| Sw eine feste positive Zahl q (u) 
welche gréBer als 1 ist, so daB 


[7/2 a (w) [4 


wird. Wir brauchen namlich fiir g nur den kleinsten Wert zu wahlen, 


? 


den die GréBe | im betreffenden Kreise |¢| < annimmt. Dieser 


kleinste Wert muB8 ja nach dem Obigen gr6Ber als 1 sein. 

Liegt im Einheitskreise | ¢| <1 ein schlichtes Gebiet K, welches 
den Punkt P zum Randpunkt (oder auch zum auBeren Punkt) hat, so 
wird bei der Abbildung 


t = p(t) 


das Gebiet K auf ein Teilgebiet K des Kreises | t| <1 umkehrbar ein- 
deutig abgebildet, und jeder Punkt von K wird einen gréBeren Absolut- 
betrag, d.h. Abstand vom Nullpunkt haben als der entsprechende Punkt 
von &. Wenn K den Nullpunkt enthalt, hat also K bei dieser Abbildung 
gewissermaBen die Tendenz, sich iiber den ganzen Kreis | t| < 1 auszu- 
dehnen bzw. sich diesem Kreise genauer anzuschmiegen; bei dieser 
Abbildung von K auf K bleiben der Nullpunkt und in ihm die Richtung 
der positiv-reellen Achse ungeandert. 

Enthalt K eine Kreisscheibe | ¢| < @ Sw, so enthalt K eine Kreis- 
Selciveuh 207 mtlO” —9 (fh) 0 0: 

Als weitere Vorbereitung fiir unseren Beweis formulieren wir den 
folgenden Hilfssatz: Wenn die in einem Gebiete G definierte Funktionen- 
folge f(z), fo(z), ... im jedem abgeschlossenen Teilgebiet von G gleich- 
mipig gegen eine Funktion f(z) konvergiert, welche nicht konstant ist, 
und wenn jede Funktion f,,(2) das Gebiet G umkehrbar eindeutig auf ein 
schlichtes Bildgebiet abbildet, so daB also, (z)in zwei verschiedenen Punkten 
von G stets verschiedene Werte annimmt, dann bildet auch f(z) das 
Gebiet G auf ein schlichtes Gebiet ab. Zum Beweise betrachten wir 
einen Punkt z = z) in G; wir schlagen um ihn einen in G liegenden hin- 
reichend kleinen Kreis mit der Peripherie x, auf welcher f(z) von dem 
Werte /(z)) =a verschieden bleiben soll, was nach Voraussetzung 
moglich ist. Es ist dann (vgl. Kap. 3, § 5, (4)) 


1 f (4) _ 
ee (a re ie 
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wobei » eine positive ganze Zahl ist, welche angibt, eine wievielfache 
a-Stelle der Punkt z = 2, fiir die Funktion f(z) ist. Da aus der gleich- 
maBigen Konvergenz von /,(z) gegen f(z) auch die von /,’(z) gegen 
}’ (2) folgt (vgl. Kap. 3, § 3), so ist das Integral 


1 fn’ (2) 
24 \ Tn (2) — @ UE 
von dem obigen Integral bei hinreichend groBem 1 beliebig wenig ver- 
schieden, muB also, da es nur einen der ganzzahligen Werte 0,1,... 
besitzen darf, dem obigen Integrale gleich sein; da aber /,, (z) im Innern 
der Kreisperipherie x nur eine einzige a-Stelle haben darf und wberdies 
nur eine einfache, so ist v = 1, also z = 2, eine einfache a-Stelle von 


f(z), demnach f’ (z)) + 0. Ist x’ ein in G liegender Kreis, der z) nicht in 
seinem Innern enthalt und auf dessen Rand f(z) von a verschieden ist, 


so hat der Ausdruck 
1 f (2) 
271 J f(z) —a4 ae 


den Wert 0. Denn andernfalls wiirde auch die Funktion f,, (z) im Kreis x’ 
fiir alle groBen  irgendwo den Wert a annehmen; da dasselbe fiir x gilt 
und % beliebig eng auf den Punkt z) zusammengezogen werden kann, so 
hatte also f,,(z) in G ftir groBe » mindestens zwei verschiedene a-Stellen, 
was der Voraussetzung widerspricht. /(z) nimmt also auBerhalb von Z, 
den Wert @ nirgends an. 


§ 2. Beweis des Riemannschen Abbildungssatzes. 


Zum Beweise des Riemannschen Abbildungssatzes dirfen wir nach 
§ 1 annehmen, da8 das Gebiet G im Kreise | z| <1 gelegen ist und den 
Nullpunkt enthalt; die gesuchte Abbildungsfunktion f(z) wollen wir 
gema8 den Bedingungen / (0) = 0, /’ (0) > 0 normieren. Wir betrachten 
die Gesamtheit Wt aller Abbildungsfunktionen q(z), welche den Be- 
dingungen g(0) =0, g’(0) >0 gentigen und das Gebiet G auf ein 
schlichtes Teilgebiet des Einheitskreises konform abbilden. 

Wir fuhren nun den Beweis des Abbildungssatzes auf zwei ver- 
schiedene Arten, von denen die erste sich auf das Haufungsstellen- 
prinzip aus Kap. 3, § 6 stiitzt und dadurch in wenigen Schritten zum 
Ziele fuhrt. Der Gedanke dieses Beweises ist, die gesuchte Abbildungs- 
funktion ¢ = f(z) durch eine Maximumeigenschaft zu charakterisieren 1. 
Wir stellen namlich folgendes Problem: Es sei a ein beliebiger vom 
Nullpunkt verschiedener fest gewahlter Punkt in G; dann suchen wir 
in unserer Funktionenmenge YN eine solche Funktion (z) = f(z), fiir 
welche der Bildpunkt « = f(a) einen méglichst groBen Abstand vom 


1 Diese, friihere Darstellungen vereinfachende Charakterisierung verdanke 
ich einer miindlichen Mitteilung von Herrn Caratufopory. 
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Nullpunkt erhalt, fiir welche mit anderen Worten | «| = | /(a)| gréBer 
oder mindestens gleich dem Betrage | y(a)| fiir jede andere Funktion 
der Menge wird. Wir werden uns zunachst mit Hilfe des Haufungs- 
stellenprinzips davon tberzeugen, da dieses Maximumproblem eine 
Lésung /(z) besitzt, und wir werden sodann mittels der in §1 disku- 
tierten Hilfsfunktion erkennen, daB diese Funktion f(z) tatsdchlich 
die gewunschte Abbildung leistet. 

Um die Existenz einer Lésung f(z) unseres Maximumproblems ein- 
zusehen, gehen wir von der Bemerkung aus, daB es fiir die Menge aller 
Zahlen | y(a)| (wenn die Funktion g die Gesamtheit der Funktionen 
aus Jt durchlauft) eine obere Grenze « gibt. Es gibt dann eine Folge 
von Funktionen (2), ~2(2), ~3(z), ... aus unserer Funktionenmenge, 
fiir welche 

lim | 9, (a) |= « 


ist. Nach dem Haufungsstellenprinzip kénnen wir aus der Folge dieser 
Funktionen, welche ja alle im Gebiet G absolut genommen kleiner als 1 
sind, eine konvergente Teilfolge ®,(z), ®,(z), ®3(z), ... auswahlen, 
welche gegen eine analytische Grenzfunktion ¢ = f(z) konvergiert und 
zwar gleichmafig fiir jeden ganz im Innern von G liegenden abgeschlos- 
senen Teilbereich. Es wird daher 


ye A ice 


Nun ist wegen ®,(0) =0 und @,'(0) >0 sicherlich auch /{(0) = 0 
und //(0) 20. Daher kann die Grenzfunktion ¢ = /(z) keine Kon- 
stante sein — die Zahl « ist von Null verschieden — und bildet also 
nach dem letzten Hilfssatz von § 1 das Gebiet G auf ein schlichtes 
Gebiet H ab, welches ganz dem abgeschlossenen Einheitskreise | G | Soe 
also wegen der Gebietseigenschaft bereits dem Innern des Einheitskreises 
|€|< 1 angehért. Ware / (0) =0, so wiirde nach Kap. 4, §1 die 
Umgebung von z=0 nicht mehr umkehrbar eindeutig auf die Um- 
gebung von ¢ = 0 abgebildet werden. Es ist daher /’ (0) > 0, und so- 
mit gehért f(z) unserer oben definierten Funktionenklasse 1% an. Die 
Funktion f(z) lést also unser Maximumproblem. 

Wir erkennen nun leicht, daB diese Funktion ¢ = f(z) das Gebiet 
wirklich auf den vollen Kreis | €| <1 abbildet. Ware dies nicht der 
Fall, so gabe es im Einheitskreise | € | <1 einen Punkt P, der nicht zum 
Bildgebiet H von G gehért, etwa einen im Innern des Einheitskreises 
gelegenen Randpunkt von H. Zu diesem Punkte P, welcher vom Null- 
punkt den Abstand uz haben mége, konstruieren wir die in § 1 definierte 
Funktion ¢* = , (¢), wobei wir € mit ¢ und ¢* mit t identifizieren. 
Durch diese Funktion wird das Gebiet H auf ein Gebiet H* im Ein- 
heitskreise | ¢* | <1 abgebildet, und fiir alle Punkte von # gilt 


[o* | >[el- 
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Die Funktion 

C= yp (6) = lf (2)) =F (2) 
gehért nun offenbar ebenfalls unserer Funktionenklasse Jt an; denn sie 
bildet G auf ein Teilgebiet des Einheitskreises ab, und es ist F (0) = 0 
und F’(0)= y’ (0) f/(0)>0. Fir diese Funktion aber wiirde sich, 
wenn wir den Punkt ¢€ mit dem Punkt « identifizieren, 


Ja*| = |y(«)|=|F(@)| > |a| 


ergeben, im Widerspruch zu der Tatsache, daB | « | der groBte absolute 
Betrag | p(a)| fiir unsere Funktionenmenge ist. Wir werden also zu 
einem Widerspruch gefihrt, solange wir annehmen, da8 es im Einheits- 
kreis | €| <1 einen nicht zu H gehérigen Punkt P gebe. Somit ist H 
mit dem Einheitskreis |¢| <1 identisch, und unser Abbildungssatz 
ist bewiesen. 

Der eben durchgefiihrte Beweis erkauft den Vorteil der Kiirze 
damit, daB er einen reinen Existenzbeweis darstellt und darauf ver- 
zichtet, einen Weg zur prinzipiellen Konstruktion der Abbildungs- 
funktion f(z) aufzuzeigen. Von diesem Gesichtspunkt aus hat die fol- 
gende Modifikation der Beweisfiihrung, welche sich nicht auf den 
Haufungsstellensatz sttitzt, gewisse Vorzige. 

Fir jede der Menge 3 angehorige Funktion  (z), welche das Gebiet 
G auf irgend ein Teilgebiet H des Einheitskreises konform abbildet, 
sel @ der Radius des gréBten Kreises um den Nullpunkt, dessen 
Inneres ganz zu H gehort. Wir behaupten: Es gibt eine Folge von Funk- 
tionen @4(2), Y2(z), ..., welche den Bedingungen ¢, (0) = 0, 9,’ (0) > 0 


gentigen? und fiir welche lmg, =1 ist; oder mit anderen Worten: 
N—-> co 


Es laBt sich das Gebiet G auf ein dem Kreisgebiet beliebig genau sich 
anschmiegendes Gebiet konform abbilden. Ware namlich die obere 
Grenze mw aller Zahlen @ kleiner als 1, so betrachten wir irgend eins der 
Gebiete H, welche einen Kreis vom Radius 9 = uw — e> 0 enthalten, 
wobei € eine positive hinreichend kleine, sogleich naher zu fixierende 
GréBe ist. Dann gibt es einen nicht zu H gehérigen Punkt P des Ein- 
heitskreises, welcher vom Nullpunkt den Abstand yw besitzt. Die kom- 
plexe Variable im Gebiete H wollen wir mit ¢ bezeichnen und zu dem be- 
treffenden Punkte P die in §1 definierte Funktion t = y(¢) = Wu (t) 
betrachten. Ein Zweig dieser Funktion bildet das Gebiet H auf ein im 
Einheitskreise der t-Ebene gelegenes Gebiet H* ab, welches das Innere 
einer Kreisscheibe vom Radius (u — «)q(u) ganz enthalt. Zugleich ge- 
niigt die durch Zusammensetzung entstehende Abbildung wieder den 
beiden Normierungsbedingungen. Wir kénnen, da g(u) > 1 ist, ¢ so klein 
wahlen, daB (uw — e)q(u) > w wird, was der Voraussetzung, daB pw die 


1 Diese Funktionen haben also in der Umgebung des Nullpunktes eine Ent- 
wicklung 9,(2) = a,z-+ +++, wo a,> 0 ist. , 


§ 2. Beweis des Riemannschen Abbildungssatzes, 397 


obere Grenze der Werte @ bedeutet, widerspricht. Also ist = 1, wie 
behauptet wurde. Es gibt also eine Folge von Funktionen 9, (2), p,(2),... 
mit der obigen Eigenschaft?. 

Es bleibt zu zeigen, daB die Funktionen @,(z) mit wachsendem 
gegen die gesuchte Abbildungsfunktion konvergieren. Zu diesem Zwecke 
Pn (2) | 
Pm (2) ’ 
biet G regular und von 0 verschieden. Also liegt ihr absoluter Betrag 
zwischen der oberen und der unteren Grenze der Randwerte des ab- 
soluten Betrages. Es ist also 

1 


1 = SS = 
( ) ‘ foe Pm (2) | —~ Om 
fir das ganze Gebiet G. Mithin gilt gleichmaBig fiir das Gebiet G 


betrachten wir den Quotienten diese Funktion ist im ganzen Ge- 


Pn (2) 


9 li | Pn (2) — ¢ 
( ) Sarat Pm (2) 
auBerdem ist fiir z= 0 der Wert des Quotienten a 5 stets reell. Be- 


trachten wir also die im ganzen Gebiete regulare Funktion 


Pn (2 


metal Toe Pm a 


= log 


ae Lip, 


Pm (2) 
wo etwa die kleinste der Zahlen und m mit k bezeichnet und die andere 
davon abhangig gedacht wird, und machen wir den Grenztibergang 
k— oo, so konvergiert nach (2) der Realteil der Funktionen w, im 
ganzen Gebiete G gleichmaSig gegen Null, wahrend im Nullpunkt 
lima; (0) = 0 ist. Nach dem Satze aus Kap. 3, § 9 (S. 325) gilt also in 


k>oo 
jedem abgeschlossenen Teilgebiet von G gleichmaBig lima,(z) = 0, 
k>oo 


dh, aber lim “2 — 1, woraus unmittelbar lim (gy, (z) — Ym(z)) =90 
n,m->co Pm (2) n,m —> co 
folgt. Die Funktionen @, (z) konvergieren also in jedem abgeschlossenen 
Teilgebiet von G gleichmaBig gegen eine Grenzfunktion /(z) = lim @, (2), 
n—> co 
fiir welche /(0) = 0, /’(0) => 0 ist. Der absolute Betrag der Werte dieser 
Funktion f{(z) am Rande von G ist gleich 1. Gehen wir namlich in (1) 


bei festem m zur Grenze m = ©0 iiber, so folgt 


1 
ee | t (2) Pajtaey 
~ | Pm (2) Qm 
1 Anstatt die Existenz einer Folge von Funktionen 9,(z), 92(2), ..-, welche 
das Gebiet G auf die gegen den Kreis konvergierenden Bildgebiete H,, Hy, ... ab- 


bilden, durch Berufung auf die Existenz einer oberen Grenze zu beweisen, kénnen 
wir eine solche Funktionenfolge auch direkt konstruieren, indem wir von jedem 
Gebiet K, (K, =G) zum niachstfolgenden K,+, vermittels eines Zweiges der 
Funktion yp, (t) itbergehen. DaB eine solche Gebietsfolge gegen den Einheitskreis 
konvergieren muB, erkennt man ganz 4hnlich wie oben. 
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Da die Funktion | @,,(2) | bei hinreichend groBem m und in hinreichen- 
der Nahe des Randes von G beliebig wenig von 1 verschieden ist und 


il ‘ : 
letzteres fiir groBe m auch von ~~ gilt, so folgt die Behauptung 


iiber die Randwerte von f(z) hieraus unmittelbar. Die Funktion f(z) 
ist also, da /(0) = 0 ist, nicht konstant. Somit bildet sie, nach dem Hilfs- 
satze aus §1, das Gebiet G auf ein schlichtes Gebiet ab, woraus ins- 
besondere folgt, daB / (0) nicht nur = 0, sondern > 0 sein muB. Dieses 
Gebiet liegt ganz im Einheitskreise, da aus | g,(z)| <1 auch | f(z)| <1 
folgt. Da nach dem oben Bewiesenen alle Randpunkte des Bildgebietes 
auf dem Einheitskreis liegen miissen, so ist das Bildgebiet mit dem 
Innern des Einheitskreises identisch. 


Hiermit ist der Riemannsche Abbildungssatz bewiesen, welcher also 
besagt: Jedes einfach zusammenhingende Gebiet G, mit Ausnahme der 
vollen oder punktierten Ebene, laBt sich umkehrbar eindeutig und konform 
auf das Innere des Einheitskreises abbilden, derart daB einem willktirlich 
angenommenen Punkte im Gebiete G und einer Richtung in thm der 
Nullpunkt des Einheitskreises bzw. die Richtung der positiven reellen 
Achse in ihm entspricht. 


Will man diesen Satz ohne Erwahnung der Ausnahmefalle aus- 
sprechen, so braucht man nur zu beriicksichtigen, da8 man als Gebiet J” 
auch das AuBere eines Kreises hatte nehmen kénnen; man kann also 
sagen: Jedes einfach zusammenhingende Gebiet mit mindestens einem 
Randpunkt liBt sich durch eine analytische Funktion auf das Aufere 
eines Kreises abbilden. Hierbei ist ein einzelner Punkt als Grenzfall eines 
Kreises anzusehen. 


§ 8. Der Eindeutigkeitssatz. 


Nachdem durch den Riemannschen Abbildungssatz die Existenz 
einer Abbildungsfunktion gesichert ist, zeigen wir nunmehr, daB es nur 
eine Funktion geben kann, welche diese Abbildung leistet. 

Wir stellen also den folgenden Eindeutigkeitssatz auf: Eine Funk- 
tion € = f(z), welche das den Nullpunkt enthaltende einfach zusammen- 
hiingende Gebiet G der z-Ebene so auf den Einheitskreis der ¢-Ebene konform 
abbildet, daB {(0) = 0, f’ (0) > 0 wird, ist durch diese Forderung eindeutig 
bestimmt. Gabe es namlich zwei solche Funktionen ¢ = }(z) und ¢* = f*(z), 
so kénnte man mit Hilfe dieser beiden Beziehungen ¢* als analytische 
Funktion von ¢, etwa (¢), ausdriicken. Diese Funktion ¢* = y (Cc) 
bildet den Einheitskreis umkehrbar eindeutig auf sich selbst ab und 
erfullt die Bedingungen (0) =0, y’(0) > 0. Wir haben zu zeigen, 


daB C* = (t) = C ist. In der Tat ist “ eine im Nullpunkt positive, 


nirgends im Einheitskreise verschwindende Funktion, deren absoluter 
Betrag die Randwerte 1 besitzt. Also ist, nach dem Prinzip vom Maximum 
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(¢) 


und Minimum, der absolute Betrag der Funktion “* iiberall gleich 1 


und daher die Funktion identisch gleich 1. Hiermit ist der gewiinschte 
Eindeutigkeitsbeweis erbracht. 

Man kann fiir diese Tatsache einen anderen Beweis geben, welcher 
zu einer wesentlich allgemeineren Formulierung des Eindeutigkeits- 
satzes fihrt, indem darin keinerlei Voraussetzung iiber die Zusammen- 
hangszahl des Gebietes gemacht wird. Um die Eindeutigkeit der Ab- 
bildung eines Gebietes auf ein anderes zu sichern, gentigt offenbar der 
Nachweis, daB die Abbildung eines Gebietes auf sich selbst, unter den 
Normierungsbedingungen der obigen Form, nur die identische Abbildung 
sein kann. Demgema8 formulieren wir folgenden Satz: Wenn eine Funktion 
f(z), welche der Bedingung { (0) = 0, 7’ (0) > 0 geniigt, das den Nullpunkt 
enthaltende, ganz 1m Endlichen gelegene Gebiet G der z-Ebene auf dasselbe 
Gebiet umkehrbar eindeutig und konform abbildet, so ist f(z) = z. 

Zum Beweise beachten wir, daB8 wir /’(0) 21 annehmen dirfen. 
Ware namlich /’ (0) <1, so brauchten wir nur an Stelle der Funktion 
/(z) ihre Umkehrfunktion zu betrachten. Wir beachten ferner, daB mit 
der Funktion 7, (z) = f(z) auch alle weiteren Funktionen f,(z) = f(f,(2)), 
fs (2) = f(fg(z)), ..- eine Abbildung des Gebietes G auf sich vermitteln, 
wobei immer /, (0) = 0, f,,’ (0) > 0 ist. Die Funktion /(z) besitzt nach 
Voraussetzung im Nullpunkt eine Entwicklung der Form 


f(z) =az+b2"4.-.--, 
wobel vy => 2 und a= 1 ist. Offenbar hat die Reihenentwicklung der 
Funktion /,(z) die Gestalt f,(z) = a"z -+-::. Ware a> 1, so wiirde 
bei hinreichend groBem m die Ableitung /,,’ (0) = a” gréBer als eine be- 
liebig vorgegebene Zahl A werden. Bedeutet aber M den Radius eines 
Kreises um den Nullpunkt, welcher das Gebiet G ganz enthalt, ist also 
in G iiberall | f,,(z)| < M, ist ferner o der Radius eines Kreises um den 
Nullpunkt, welcher ganz im Innern des Gebietes G liegt, so ist, nach 


Kap. 3, §2, 
c an =}! Os. 


Da diese Ungleichung fiir jeden Wert von » bestehen mu8, so kann @ 
nicht gréBer als 1, sondern nur gleich 1 sein. Es ist also entweder 


f(z) =z 
f(z) =24+024+.--- (Osea 0 seems =0 2) 
Aus der letzteren Annahme folgt aber sofort + 


fo(2) =z +202 +-:-, 


oder 


1 Vgl. zu dieser Betrachtung die S.4138 genannte Arbeit von BIEBERBACH. 
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Nun ist nach den Ungleichungen (3) von Kap. 3, § 2 


[/n0 (0)| Sole 
Es ist also 
n|b| Se; 


da rechts eine von m unabhangige Zahl steht, diese Ungleichung aber 
fiir jeden Wert von v gilt, so wiirde folgen b = 0 entgegen der Voraus- 
setzung b + 0; es kann also nicht f (z) von z verschieden sein. 


§ 4. Randerzuordnung bei konformer Abbildung. 


Entsprechend der Tatsache, daB zu einem Gebiete G die Rand- 
punkte grundsatzlich nicht hinzugerechnet werden, hatten wir bei den 
auf die konforme Abbildung beziiglichen Betrachtungen von §2 die 
Randpunkte auBer acht gelassen. Wir wollen jetzt zeigen, daB die 
Abbildungsfunktionen auch noch eine umkehrbar eindeutige und stetige 
Abbildung der Rander der Gebiete aufeinander vermitteln, sobald diese 
Rander gewissen sehr allgemeinen Bedingungen gentigen?. 

Wir formulieren zunachst fiir den einfachsten und anschaulichsten 
Fall? den folgenden Satz: Es sei G ein von einer stiickweise glatten ein- 
fachen geschlossenen Kurve begrenztes Gebiet der z-Ebene nut dem Rande S; 
durch die Funktion € = f(z) mége dieses Gebiet umkehrbar eindeutig und 
konform auf ein ebensolches Gebiet I’ der ¢-Ebene mit der Berandung X 


1 Es ist selbstverstandlich, daB sich die Rander zweier aufeinander konform 
abgebildeter Gebiete G und J’ in der Weise entsprechen, daB der Bildpunkt eines 
Punktes P in G gegen den Rand des Bildgebietes J” riicken mu8, wenn sich P 
dem Rande von G nahert; diese Annaherung des Bildpunktes muB sogar gleich- 
maBig erfolgen, d.h. zu jedem ¢ > O gibt es eine nur von ¢ abhangige und mit ¢ 
gegen Null strebende Zahl 6 = 6 (¢) derart, da® der Bildpunkt jedes vom Rande 
des Gebietes G um weniger als ¢ entfernten Punktes P eine Entfernung kleiner 
als 6 vom Rande des Bildgebietes J” besitzt. Ware dieses namlich nicht der Fall, 
so gabe es eine Punktfolge P,, P,,...in G, deren Haufungspunkte auf dem Rande 
von G liegen und deren Bildpunkte Q,, Q,, ... samtlich eine Entfernung vom 
Rande von I’ besitzen wiirden, welche oberhalb einer festen positiven Zahl « liegt. 
Wir diirfen nach dem WeierstraBschen Haufungsstellensatz, nétigenfalls nach 
Weglassung einer Teilmenge der P, und Q,, annehmen, da8 die Punkte P,, einen 
einzigen Haufungspunkt P und die Punkte Q, einen einzigen Haufungspunkt Q 
besitzen. Dieser letztere mu8 aber vom Rande von J" einen Abstand mindestens 
gleich «% haben, also ein innerer Punkt des Gebietes J’ sein; einer Umgebung eines 
solchen Punktes Q entspricht aber bei der konformen Abbildung eine Umgebung 
eines inneren Punktes des Gebietes G, was unvereinbar damit ist, daB der Hau- 
fungspunkt P der Punkte P, auf dem Rande liegt. — Wenn wir im folgenden 
von dem ,,Enisprechen“ zweier Randstiicke reden, so meinen wir damit, daB jeder 
gegen einen Punkt des Randstiickes des einen Gebietes konvergierenden Punkt- 
folge im anderen Gebiet eine Punktfolge entspricht, deren sAmtliche Haufungs- 
punkte auf dem anderen Randstiicke gelegen sind, und umgekehrt. 

2 Die folgenden Ausfiihrungen gelten auch bei endlich vielfach zusammen- 
hangenden Gebieten, worauf wir aber hier nicht einzugehen brauchen. 
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abgebildet werden. Dann sind durch die Funktion € = f(z) auch die Rander 
S und &' umkehrbar eindeutig und stetig einander zugeordnet. 


Dieser Satz erlaubt uns, bei der analytischen Fortsetzung von Ab- 
bildungsfunktionen durch Spiegelung an Kreisen oder analytischen 
Kurvenbégen die frither (Kap. 5, §2) gemachte Voraussetzung der 
Stetigkeit der Abbildung am Rande fallen zu lassen; es folgt also ins- 
besondere, daB eine Funktion, welche ein von analytischen Kurvenbogen 
begrenztes einfach zusammenhdngendes Gebiet umkehrbay eindeutig auf 
ein ebensolches abbildet, iiber diese Kurvenbigen hinaus fortsetzbar ist. 


Um unseren Satz zu beweisen, geniigt es, zu zeigen, daB die Abbildungs- 
funktion /(z) im ganzen Gebiete G (bzw. die Umkehrfunktion in J") gleich- 
mabig stetig ist. Dann la8t sich namlich f(z), bzw. die Umkehrfunktion, 
in eindeutiger Weise stetig auf den Rand fortsetzen, indem wir jedem 
Randpunkte denjenigen eindeutig bestimmten Funktionswert zuordnen, 
der sich als Grenzwert solcher Funktionswerte ergibt, welche in einer 
gegen diesen Punkt konvergierenden Punktfolge angenommen werden. 

Bestiinde diese GleichmaBigkeitseigenschaft nicht, so gabe es in G 


emer Folge-von. Punktepaaren 2", 2,7 (w= 1).2; 3. z,/ == %,")-s0 daB 
lim | 2,’ — Z,/’| = 0 ist, wahrend trotzdem der Abstand |,’ —€C,”” | 
n>oo 


= | f(2n’) — f(2n’”) | oberhalb einer festen positiven Schranke « bliebe. 
Nach dem WeierstraBschen Haufungsstellensatze kénnen wir (nétigen 
Falles unter Weglassung geeigneter Punkte- S 


paare) annehmen, daB diese Punktepaare z,,’, 
WY; 
G 
3 


Z,’ einen einzigen Haufungspunkt P besitzen, g 
Y 


wahrend die Bildpunkte €¢,’, ¢,,’” (welche wir 
<—S 


etwa mit Q,’, Q,’’ bezeichnen) genau zwei 
Haufungspunkte, Q’ und Q”, aufweisen, deren 
Abstand mindestens gleich « sein mu. Der 
Punkt P mu8 auf dem Rande von G liegen, p 
da die Funktion f (z) in einem inneren Punkte Abb. 106. 

von G von selbst stetig ist. Ebenso mitissen Q’ 

und Q” auf dem Rande von J" liegen; denn lage etwa Q’ im Innern 
von I’, so wiirde wegen der Stetigkeit der Umkehrfunktion z = » (¢) 
in I’ die Punktfolge z,,’ = p(€n’) gegen einen inneren Punkt von G kon- 
vergieren, wahrend sie gegen den Randpunkt P konvergiert. 

Um den Randpunkt P als Zentrum fiihren wir Polarkoordinaten 7 
und # ein; mit ihrer Hilfe definieren wir eine zum Punkte P gehdrige 
Folge von ineinander geschachtelten, in G liegenden einfach zusammen- 
hangenden Gebieten K, durch folgendes Verfahren: Es sei Py irgend 
ein fester Punkt im Innern vonG (etwa der Punkt z = 0), den wir durch 
eine stetige Kurve L inG mit dem Punkte P verbunden denken (Abb. 106). 
Ist dann die Zahl A kleiner als die Entfernung der Punkte Py und P 
voneinander, so trifft die von P, nach P durchlaufene Kurve L ein 

Hurwitz-Courant, Funktionentheorie, 3. Aufl, 26 
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letztes Mal den Kreis mit dem Radius 7 um P, wenn nur 0 <7 < A ist. 
Verfolgen wir diesen Kreis von hier aus nach beiden Seiten bis zu seinem 
jeweils ersten Treffpunkt mit dem Rande S von G, so werde mit K, das- 
jenige Teilgebiet von G bezeichnet, das durch diesen einen Kreisbogen 
vom Radius r und jenen Teil von S begrenzt wird, auf dem der Punkt P 
gelegen ist. Fir 0 <7, <7, <A ist dann K,, ein Teilgebiet von K,.. 
Mit gegen Null abnehmendem , ziehen sich die Gebiete K, gegen den 
Punkt P zusammen. Ist ¢« <A eine feste positive Zahl, so mussen 


z-Ebene 


5 
€=Ebene 


g 
Abb. 107. ae 


die Punkte z,’, z,/’ fiir hinreichend groBes m innere Punkte des Ge- 
bietes K, sein. 

Es seien Q, und Q, beliebige fest gewahlte, voneinander verschiedene 
Punkte im Innern von J’, denen in G die Punkte P, und P, entsprechen. 
Wir verbinden Q, mit Q,’, Q. mit Q,’’ durch die Kurve C,/ bzw. C,,”” 
(vgl. Abb. 107), so daB diese beiden Kurven ganz in J’ liegen und ein- 
ander nicht treffen. Diese Kurven kénnen wir in Abhangigkeit von 1 so 
wahlen, daB ihr gegenseitiger ktirzester Abstand ftir alle groBen  ober- 
halb einer festen nur von « (und der Lage der Punkte Q’, 0”, Q,, Q,) ab- 
hangigen positiven Schranke 6 bleibt. Ist R ein derartiger Wert, daB die 
Punkte P, und P, auBerhalb des Gebietes Kp liegen, so miissen die 
Bildkurven von C,,’ und C,’”’ bei hinreichend groBem » fiir jedes 7 mit 
éSrSR die kreisformige Begrenzung von K, durchschneiden, da sie 
ja die Punkte z,,’ und z,,’’ mit P, bzw. P, verbinden. Also ist die Schwan- 
kung der Funktion f(z) fiir jeden solchen Kreisbogen oberhalb der festen 
Schranke f gelegen. Es gilt also fiir zwei geeignete Punkte z, und z, des 
Kreisbogens 


BS|f(%)—t(a)|= reas < flr (o|rae, 


wo das Integral tiber den entsprechenden Teil des Kreisbogens vom 
Radius y zu erstrecken ist. Hieraus folgt mit Hilfe der Schwarzschen 
Ungleichung? 

BP<(Sli/@ |7d dP < Qa f |f (z) 2 72dd 


1 Als ,,Schwarzsche Ungleichung’‘ bezeichnet man die folgende wichtige Ab- 
schatzung: Sind g und h/ zwei in einem (ein- oder mehrdimensionalen) Gebiete G 
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oder 
BS 2n fli (2 Prad. 


Durch Integration nach 7 von 7 = ¢ bisy = R folgt 


prlog~ < Oa [ef lt (2) Prdrdb< Qa Sf |r (2) Prdrdd, 
Kp 


wobei dieses letzte Integral ttber das ganze Gebiet Kp zu erstrecken ist. 
Da dieses Integral den Flacheninhalt des Bildgebietes von K p darstellt, 
also eine unterhalb einer festen Schranke (ndmlich des Flacheninhalts 


des Gebietes I’) liegende Zahl ist, so mu8 auch der Ausdruck f2 log 


unter einer festen Zahl bleiben. Hiermit ist aber die Annahme, daB B 
nicht gleichzeitig mit ¢ gegen Null strebt, unvertraglich. Daher ent- 
spricht jeder Punktfolge in G mit dem Haufungspunkte P auf dem 
Rande S sicherlich eine Punktfolge aus J’ mit nur einem Haufungs- 
punkt auf dem Rande 2. 

Da sich dieselbe Betrachtung fiir die inverse Abbildung von J’ auf 
G durchfiihren 1aBt, so ist damit die umkehrbar eindeutige und stetige 
Zuordnung der Randpunkte dargetan. 

Die eben durchgefiihrten Betrachtungen titber die Zuordnung der 
Rander bei konformer Abbildung des Innern von Gebieten sind ihrem 
Wesen nach keineswegs an die Voraussetzung gebunden, daB es sich um 
stiickweise glatte oder einfache Randkurven handelt. Zur Ubertragung 
unserer Betrachtungen auf den allgemeinen Fall erinnern wir an die 
in Kap. 5, §3 (S. 379f.) angestellten Uberlegungen tiber die Randpunkte 
eines Gebietes. 

Jeder ttber dem Punkte Q liegende erreichbare Randpunkt wurde 
definiert durch eine bis auf ihren Endpunkt Q in G verlaufende stetige 
Kurve. Zwei verschiedene erreichbare Randpunkte R, und R, haben 
die folgende Eigenschaft: Sind C, und C, irgend zwei sie definierende 
Kurven und P, bzw. P, Punkte auf diesen beiden Kurven, welche vom 
Rande um weniger als eine beliebig klein gewahlte Zahl h entfernt sind, so 
liegt der Durchmesser! jeder stetigen, die Punkte P, und P, in G ver- 
bindenden Kurve bei hinreichend kleinem h nicht unterhalb einer 
positiven Schranke J, welche unabhangig von der speziellen Wahl der 


definierte reelle Funktionen und bedeutet df das Integrationselement in G, so gilt 


(fgnafPsf erat. J nraf. 
Diese Ungleichung folgt sofort aus der Bemerkung, da8 der in den reellen Para- 
metern A, 4 homogen quadratische Ausdruck 


Sag + wh? af 
negativer Werte nicht fahig ist. , 
1 Als Durchmesser einer Kurve wurde die gro8te Entfernung zwischen irgend 


zwei Kurvenpunkten bezeichnet. 
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Kurven C, und C, ist; die obere Grenze der Werte dieser Schranke 
kénnte man als ,,Entfernung“‘ der beiden Randpunkte bezeichnen?. 

Wesentlich fiir die obigen Schliisse war die Konstruktion der Ge- 
biete K,, welche zu einem Randpunkte P gehéren. Diese Konstruktion 
konnen wir nunmehr fiir jeden erreichbaren Randpunkt des Gebietes G 
analog zu den obigen Betrachtungen durchfiihren. Die Kurve C, welche 
den Randpunkt definiert, mu8 bei hinreichend kleinem 7 die Peripherie 
des Kreises mit dem Radius 7 um P ein letztes Mal treffen. Von diesem 
Punkte aus verfolgen wir die Kreisperipherie nach beiden Seiten bis zu 
ihrem ersten Schnittpunkt mit dem Rande, den es bei hinreichend 
kleinem 7 geben muB, sofern P kein isolierter Randpunkt? ist. Durch 
den so definierten Kreisbogen ist das Gebiet K, vollstandig festgelegt. 
Alle oben durchgefiihrten Schliisse bleiben unverandert bestehen, so- 
bald beide Gebiete G und J’ nur erreichbare Randpunkte haben. Es be- 
steht also der Satz: Falls die Rander von G und I’ aus lauter erreichbaren 
Randpunkten bestehen, so sind bet konformer Abbildung des Innern der 
beiden Gebiete auch die Rander umkehrbar eindeutig und stetig aufeinander 
bezogen. Es gilt dann auch der Satz von der gleichmaBigen Stetigkeit 
der Abbildungsfunktionen in den beiden Gebieten. Dabei ist dem 
Stetigkeitsbegriff die obige Verallgemeinerung des Entfernungsbegriffes 
zugrunde zu legen. 

Was die nicht erreichbaren Randpunkte betrifft, so wollen wir auf 
deren punktmengentheoretische Untersuchung nicht eingehen®. Wir 
begniigen uns damit, auf die Beispiele in den Abb. 70, 71 und 101 (S. 265 
bzw. 380) hinzuweisen, wo nicht pris tmegt Randpunkte durch die 


Linie BC, den Kreis A bzw. die Strecke 0,  gegeben sind. Diese Abbil- 


dungen erlautern uns die hier nicht weiter zu diskutierende Tatsache, daB 
man nicht erreichbare Randpunkte zu einfachsten, durch Querschnitte 
nicht weiter zerlegbaren Bestandteilen des Randes, ,,Primenden“, zu- 
sammenfassen kann. Jede der oben genannten Linien stellt ein solches 


Primende dar, welches, mit Ausnahme des Punktes = bei Abb. 101, 


keinen einzigen erreichbaren Randpunkt besitzt. Man kann nach der- 
selben Methode wie bei erreichbaren Randpunkten zeigen, daB diesen 
Primenden eines Gebietes bei konformer Abbildung auf ein anderes 
Gebiet in umkehrbar eindeutiger Weise die Primenden des Bildgebietes 


1 Man beachte, daB zwei ,,gegeniiberliegende‘‘ Punkte der Ufer eines Schnittes 
hierdurch eine ,,Entfernung“ erhalten, die nur der halben Lange eines sie um 
den Schlitz verbindenden Weges entspricht. 

4 Diesen trivialen Ausnahmefall wollen wir im folgenden ausdriicklich aus- 
schlieBen. 

8 Vgl. CARATHEODORY: Uber die Begrenzung einfach zusammenhangender 
Gebiete, Math. Ann. Bd. 73 (1913), S. 323 bis 370, sowie KEREKJARTO: 1. c. 3. Ab- 
schnitt, § 2. 
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zugeordnet sind, wobei auch erreichbare Randpunkte als Primenden zu 
zahlen sind?. 

Zum Schlusse dieses Paragraphen bemerken wir noch, daB durch 
den Abbildungssatz und den Satz von der Randerzuordnung sich auch 
die Frage beantwortet, ob es analytische Funktionen gibt, deren Rie- 
mannsche Flache mit dem gegebenen Gebiete G identisch ist, die also, mit 
andern Worten, tiberall in G regular sind, sich aber nicht tiber G hinaus 
fortsetzen lassen. Da wir Funktionen kennen, welche im Einheitskreise 
regular sind, sich aber nicht iiber diesen hinaus fortsetzen lassen, weil 
sie in der Umgebung jedes Randpunktes des Einheitskreises beliebig 
groBe Werte annehmen?, so gehen diese analytischen Funktionen durch 
Abbildung des Einheitskreises auf G tatsachlich in Funktionen iiber, 
deren Riemannsche Flache mit G identisch ist. Eine’ solche Funktion 
nimmt namlich in der Umgebung jedes Randpunktes von G beliebig 
groBe Werte an, laBt sich also nicht tiber G hinaus fortsetzen. 


§ 5. Die Greensche Funktion und die Randwertaufgabe 
der Potentialtheorie. 


Ist €¢ = f(z) =u-+tv die analytische Funktion, welche das den 
Punkt 2) = %) +7%9 enthaltende von einer sttickweise glatten Kurve 
begrenzte einfach zusammenhangende Gebiet G der z-Ebene auf den 
Einheitskreis der ¢-Ebene konform abbildet, so daB /(z) = 0, /’ (z) > 0 
ist, so wird der Realteil g(x, v; %9, Vo) von log f(z) die zum Quellpunkte 
Xq, Vo gehorige Greensche Funktion des GebietesG genannt. Die Greensche 
Funktion ist eine Potentialfunktion, welche in der Umgebung des Quell- 
punktes die Form logy + (x, y; %9, Yo) hat, wobei 7 = 1 (x—%») 2+ (y—Yo)? 
ist und y (x, V; %», Yo) eine in der Umgebung des Quellpunktes regulare 


1 Man kann geradezu die Primenden eines einfach zusammenhéangenden Ge- 
bietes G durch die konforme Abbildung von G auf einen Kreis definieren, indem 
man alle Punktfolgen aus dem Kreise, welche gegen einen seiner Randpunkte Rk 
konvergieren, betrachtet und die Haufungspunkte aller der zugehdrigen Folgen 
von Bildpunkten in G als einem Primende zugehérig bezeichnet. 


co 
2 Eine solche Funktion wird z. B. durch die Potenzreihe 2 fae geliefert. Zu- 


ndchst ist namlich diese Reihe innerhalb des Einheitskreises offensichtlich kon- 
221 p 


vergent, strebt aber, wenn z sich radial einer Einheitswurzel e % (pf, ¢ ganz und 
teilerfremd, g > 0) nahert, ins Unendliche, da (|.z| = @ gesetzt) 


q-—1 (oe) foe) 
ee Se eS 28h as of 


ist. Da die Einheitswurzeln auf der Kreisperipherie iiberall dicht liegen, so ist auch 
jeder andere Punkt dieser Linie singular. 
3 In den vorigen Paragraphen wurde der Einfachheit halber 2) = 0 an- 


genommen. 
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Potentialfunktion bedeutet. Im iibrigen ist g eine im Gebiete G regulare 
Potentialfunktion, welche am Rande verschwindet. Durch diese Eigen- 
schaften ist die Greensche Funktion eindeutig charakterisiert, weil die 
Differenz zweier derartiger Funktionen am Rande verschwindet und im 
Innern regular ist, also identisch verschwinden muB. 

Die Greensche Funktion kénnen wir also durch Lésung der folgenden 
Randwertaufgabe erhalten: Es ist diejenige im Gebiete G regulare 
Potentialfunktion y (x, y; %, Yo) gesucht, welche am Rande des Gebietes 
dieselben Randwerte wie die Funktion — logy besitzt. Die Greensche 
Funktion entsteht aus ihr durch Addition von log7. 

Bei der konformen Abbildung des Gebietes G auf ein anderes der- 
artiges Gebiet G* geht die Greensche Funktion in die Greensche Funk- 
tion des Bildgebietes tiber. Ist namlich z = /(z*) die inverse Abbildung 
von G* auf G, so geht die normierte Abbildung F (z*) des Gebietes G* 
auf den Einheitskreis durch eine einfache Drehung um den Nullpunkt 
aus der Abbildung / (#(z*)) hervor. Demnach haben log F (z*) und 
log f (h(z*)) = log f(z) dieselben Realteile. 

Die Greensche Funktion besitzt eine einfache anschauliche physi- 
kalische Bedeutung. Die Kurven g = konst. geben uns die Niveaulinien 
einer Str6mung, die wir uns folgendermafien erzeugt denken: Das Ge- 
biet G sei auf seiner Ober- und Unterseite mit einer leitenden Schicht 
bedeckt und diese beiden Schichten auBer am Rande gegeneinander 
isoliert. Entsprechend dem Punkte z, denken wir uns auf der Ober- 
und Unterseite des Gebietes eine Quelle von der Starke — 2a bzw. 
+ 2a aufgesetzt, durch welche die Str6mung verursacht wird. Fassen 
wir dagegen die Kurven g = konst. als Stromlinien auf, so erhalten 
wir einen Wirbel, welcher den Punkt z) umkreist, derart daB eine Strom- 
linie mit der Randkurve von G zusammenfallt. 

Wie man aus der Abbildungsfunktion f(z) die Greensche Funktion 
& (%, V3 Xp, Yo) erhalt, kann man umgekehrt aus der Kenntnis der Green- 
schen Funktion die Abbildungsfunktion gewinnen, indem man, unter h 
die zu g konjugierte Potentialfunktion verstanden, f(z) = e%+* setzt. 
Die in / noch willkirliche additive Konstante mu8 dabei gemaB der 
Normierungsbedingung /’ (z)) > 0 bestimmt werden. 

Wenn auch zunachst die Konstruktion der Greenschen Funktion 
nur mit der Lésung einer speziellen Randwertaufgabe gleichbedeutend 
erscheint, so laBt sich aus dieser Lésung doch die Lésung des allgemeinsten 
Randwertproblems gewinnen, d.h. die Lésung der Aufgabe: Auf dem 
Rande des Gebietes G seien stetige Randwerte gegeben; gesucht ist eine in 
G regulare Potentialfunktion u(x, y), welche diese Randwerte annimmt. 
Wir brauchen namlich nur das Gebiet G auf den Einheitskreis konform 
abzubilden, was auf Grund des Riemannschen Abbildungssatzes oder 
der damit aquivalenten Kenntnis der Greenschen Funktion méglich 
ist; dabei gehen wegen des Satzes von der Randerzuordnung die Rand- 


© 


§ 6. Das alternierende Verfahren. 407 


werte in stetige Werte auf der Kreisperipherie iiber. Mit diesen Rand- 
werten kénnen wir aber fiir den Kreis durch das Poissonsche Integral 
die Randwertaufgabe lésen (vgl. Kap. 3, § 10). Die so gewonnene Po- 
tentialfunktion ist dann, aufgefaBt als Funktion in G, die Lésung u (x, y) 
der gestellten Randwertaufgabe. 

Beilaufig sei folgende Tatsache erwahnt, deren Beweis dem Leser 
uberlassen bleiben kann. Die Greensche Funktion des Einheitskreises 


hat die Form g(%, y; %, Yo) = logy — logy, + log 1 x92 + 49", wobei 


y= V(x — x)? + (y — yo)? und 7, = V(x — x)* + (y — ¥,)? ist, 4%, 
einen Punkt im Kreise (den Quellpunkt) und x,, y, seinen Spiegelpunkt 
am Einheitskreise bedeutet. Das Poissonsche Integral laBt sich, wenn 
die Randwerte als Funktion der Bogenlange s mit (s) bezeichnet werden, 
in der Form schreiben 


i! Og (¥, 3%, 
1 (9s Yo) = — gx fy (s) CPi F090) ds, 


eg Ors : d : 
wobei ae die Ableitung nach der inneren Normalen bezeichnet und der 


Punkt x, y auf dem Kreise variiert. Diese Formel bleibt bei konformer 
Abbildung auf das Gebiet G unverandert und liefert die Lésung der 


Olga ‘ . 
Randwertaufgabe fiir G, sofern dort = eine stetige Funktion der Bogen- 


lange darstellt. 

Es liegt auf Grund unserer Betrachtungen tber die Randwertauf- 
gabe nahe, den hier dargelegten Zusammenhang umzukehren und zu 
versuchen, ob man den, Riemannschen Abbildungssatz nicht dadurch 
gewinnen kann, daB man zuvor die Lésbarkeit der Randwertaufgabe 
der Potentialtheorie fiir das Gebiet G bzw. die Existenz der Greenschen 
Funktion beweist. Wir wollen im nachsten Paragraphen kurz dartun, 
in welcher Weise man durch das ,,alternierende Verfahren“ von H. A. 
ScHWARZ dieses Ziel erreichen kann. 


§ 6. Das alternierende Verfahren. Stetigkeitseigenschaften 
der Abbildungsfunktionen. 


Wir beweisen zunachst den folgenden Hilfssatz. Es sei G ein einfach 
zusammenhangendes, von einer sttickweise glatten Kurve begrenztes 
Gebiet der z-Ebene, C ein stiickweise glatter Querschnitt, welcher die 
Randpunkte P und Q miteinander verbindet und in P und Q den Rand 
nicht tangential trifft (vgl. Abb. 108); der Einfachheit halber wollen wir 
annehmen, daB die Tangentenrichtung der Randkurve von G in P und 
Q stetig sei. A und B seien die Teilbogen des Randes, in welche dieser 
durch P und Q zerlegt wird. Wir setzen ferner voraus, daB wir fiir das 
Gebiet G die Randwertaufgabe der Potentialtheorie bei stetigen oder 
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stiickweise stetigen! Randwerten lésen kénnen?. Ist dann w eine in G 
regulare Potentialfunktion, deren Randwerte auf dem Bogen A ver- 
schwinden und auf dem Bogen B absolut genommen unterhalb einer 
Schranke M gelegen sind, so gibt es eine nur von der geometrischen 
Konfiguration, nicht aber von der speziellen Wahl der Randwerte auf 
B bzw. der Schranke M abhangige positive Konstante g, welche kleiner 
als 1 ist, derart, daB auf dem Bogen C 


|w|<qM 
gilt. 
Beim Beweise kénnen wir uns auf den Fall M = 1 beschranken, da 


wir sonst nur die Funktion x zu betrachten hatten. Wir bezeichnen mit 


Q W eine  Potentialfunktion, 
welche in G regular ist, auf 
dem Bogen A verschwindet, 

B auf B die konstanten Rand- 

A werte 1 hat, also tiberall in G, 
insbesondere auch in den inne- 
ren Punkten von C, positiv 
und kleiner als 1 ist. Wegen 
des Satzes vom Maximum und 
Minimum ist offenbar in G 
Abb. 108. tiberall —-W w= W. Unser 

Hilfssatz ist bewiesen, sobald 

gezeigt wird, daB W bei Annaherung an den Randpunkt P oder Q langs 
der Kurve C gegen Grenzwerte strebt, welche kleiner als 1 sind. Zum Be- 
weise betrachten wir ein Polarkoordinatensystem etwa im Punkte P; 
seinen Winkel @ zahlen wir von derjenigen Tangentenrichtung in P an, 
welche gegen den Bogen A weist (vgl. Abb. 108). Jedem Punkte des 
Randes von G ordnen wir nun denjenigen Wert g zu, welcher ihm in 
diesem Koordinatensystem entspricht, wenn man in stetiger Weise, 
von Null ausgehend, zunachst iiber den Bogen A hingeht, wobei die 
positive Zahlung von q derart gewahlt werden soll, daB die Werte von 
g bei Annaherung an P von B her gegen + 2, nicht etwa gegen — az, 
streben. Den inneren Punkten von G ordnen wir diejenigen Werte y zu, 
welche sich stetig an diese Randwerte anschlieBen. Dann ist eine im 
ganzen Gebiete G regulare Potentialfunktion, deren Randwerte tiberall 
auBer im Punkte P stetig sind und dort einen Sprung des Betrages x 


machen. Die in G regulare Potentialfunktion W — £ hat also Randwerte, 


1 Vgl. die FuBnote zu S. 262. 

* Von einer solchen Lésung verlangen wir, da ihre Haufungswerte bei An- 
naherung an eine Sprungstelle der Randfunktion zwischen den beiden Grenz- 
werten liegen, welche die Randfunktion an der Sprungstelle besitzt (vgl. S. 330). 
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welche in P stetig sind, und verschwindet dort 1. Diese Funktion schlieBt 
sich im Punkte P stetig an den Randwert Null an; da in der Umgebung 
von P der Winkel auf C von 0 und z verschieden ist, so strebt W bei 
Annaherung langs C an P gegen Randwerte, welche zwischen 0 und 1 
mit AusschluB8 dieser Grenzen gelegen sind. Da Entsprechendes fiir den 
Punkt Q gilt, so wird die Funktion W auf dem Bogen C iiberall unter 
einer positiven Schranke g bleiben, welche kleiner als 1 ist. Hiermit ist 
der Beweis des Hilfssatzes erbracht. 

Das ,,alternierende Verfahren“ erlaubt uns nun, die Randwertaufgabe 
der Potentialtheorie fiir ein Gebiet K zu lésen, das sich aus zwei Ge- 
bieten G und H zusammensetzt, fiir deren jedes die Lésbarkeit der Rand- 
wertaufgabe schon feststeht. 

G und @ seien einfach zu- 
sammenhangende, von stiick- 

weise glatten Kurven_ be- 

grenzteGebiete(vgl.Abb.109), D 
welcheeineinfachzusammen- 4 

hangendes durch je einen ‘. 

Bogen des Randes von G und P 

H begrenztes Teilgebiet ge- Abb. 109. 

meinsam haben. Das Gebiet 

K besteht aus allen Punkten, welche mindestens einem der beiden Gebiete 
G und H angehoren. Den in H liegenden Bogen des Randes von G nennen 
wir B, den tibrig bleibenden Bogen A; die entsprechenden Bogen fur 
den Rand des Gebietes H bezeichnen wir mit C und D. Die Bogen B 
und C mégen sich unter einem von 0 und a verschiedenen Winkel 
treffen; die Schnittpunkte P und Q seien (der Einfachheit halber) Stetig- 
keitsstellen der Richtung der Tangenten an die Randkurven von G 
und 4. 

Auf dem Rande des Gebietes K seien irgendwelche stetige Rand- 
werte vorgegeben, welche ihrem Betrage nach unterhalb einer festen 
Schranke M liegen. Wir erganzen diese Randwerte auf dem Bogen B 
derartig, da8 dadurch eine stetige, sonst ganz willktirliche Verteilung 
von Randwerten auf dem ganzen Rande des Gebietes G entsteht, aber 
diese Randwerte tiberall absolut kleiner als M bleiben. Nunmehr lésen 
wir mit diesen Randwerten die Randwertaufgabe fiir das Gebiet G 
durch eine regulare Potentialfunktion ,. Uberall in G ist || <M; 
die Werte von u, auf dem Bogen C bilden zusammen mit den auf D 
vorgegebenen Werten eine stetige Randfunktion auf dem Rande von 


1 Es sei hier darauf hingewiesen, daB uns dieser Kunstgriff erlaubt, die Lés- 
barkeit der Randwertaufgabe bei stiickweise stetigen Randwerten als er- 
wiesen anzusehen, falls sie fiir stetige Randwerte feststeht. Wir konnen namlich 
stiickweise stetige Randwerte durch Addition von Funktionen des obigen Typus 
in stetige Randwerte verwandeln. 
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H mit einem Betrage kleiner als M. Mit diesen Randwerten lésen wir 
fiir H die Randwertaufgabe durch eine in H regulare Potentialfunktion 
v,, welche in H dem Betrage nach ebenfalls kleiner als M bleibt und 
welche wiederum auf dem Bogen B eine stetige Wertefolge definiert. 
Diese Werte mit den urspriinglich auf A gegebenen Werten fihren zu 
einer neuen Potentialfunktion uv, in G. In dieser Weise definieren wir 
eine unendliche Folge 4, v1, “9, U2, ...; Wir behaupten, daB die Funk- 
tionen u,, und v, in den Gebieten G bzw. H gleichmafig konvergieren 
und daB die Grenzfunktion im Gebiete K die Lésung der Randwert- 
aufgabe fiir die urspriinglichen Randwerte darstellt. 

Zam Beweise bezeichnen wir die erste auf dem Bogen B gewahlte 
Werteverteilung mit vj. Die Funktion u, — “4, nimmt auf A die Rand- 
werte Null an, auf dem Bogen B Randwerte, die durch v, — vp dar- 
gestellt sind, also ihrem Betrage nach unter der Schranke 2 M liegen. 
Es ist also nach unserem Hilfssatz auf dem Bogen C 


| My — |< 29M, 


wobei g einen positiven echten Bruch bezeichnet, der nur von der geo- 
metrischen Konfiguration abhangt. Ebenso hat v, — v, auf D die Rand- 
werte Null, auf C Randwerte, die durch wu, — u, gegeben sind, also ab- 
solut kleiner als 2qM sind. Also ist auf B 


<2qq'M, 


| Vg — vy 


wo q’ einen zweiten positiven echten Bruch bedeutet. Fahrt man in 
derselben Weise fort, so erkennt man, da8 auf dem Bogen C bzw. B gilt 


| nea — Un | < 29" q'*- 1M 
bzw. 
| Vara = Op | = a(q9 Me 


oder, wenn man mit gq, den gréBten der beiden Briiche g und q’ be- 
zeichnet, 
[Meer — tel geen Ml, 


| Mn+. — On| <295"M. 


Hieraus folgt aber unmittelbar die gleichmaBige Konvergenz der Funk- 
tionen u, im Gebiete G bzw. der Funktionen v, im Gebiete H sowie die 
Ubereinstimmung der beiden Grenzfunktionen in dem G und H gemein- 
samen Teilgebiete. Diese Grenzfunktion ist also eine im Gebiete K 
regulare Potentialfunktion, welche die Randwertaufgabe lést. 

Von dieser als ,,alternierendes Verfahren‘‘ bezeichneten Methode 
machen wir nun Gebrauch, indem wir von Kreisgebieten ausgehen. Da 
wir durch das Poissonsche Integral die Randwertaufgabe fiir den Kreis 
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bereits gelést haben, so folgt hieraus nunmehr ihre Lésbarkeit fiir ein 
aus zwei sich teilweise tiberdeckenden Kreisscheiben bestehendes Ge- 
biet* und ebenso fiir ein aus endlich vielen Kreisscheiben aufgebautes 
Gebiet (wenn nicht drei von den Kreisen durch einen Punkt gehen oder 
zwei einander bertihren). Insbesondere ist also die Existenz der Green- 
schen Funktion fiir jedes solche Gebiet festgestellt. 

Um die Greensche Funktion fiir ein beliebiges einfach zusammen- 
hangendes Gebiet G zu konstruieren, bedarf es noch eines Grenziiber- 
ganges. Unser Ziel ist der Beweis des folgenden Satzes: Es sei G,, Gy, . 
eine Folge von einfach zusammenhangenden, den Nullpunkt enthalten- 
den Gebieten, welche in dem gegebenen Gebiete G gelegen sind und 
gegen dasselbe konvergieren. Hierunter verstehen wir, daB bei hin- 
reichend groBem n jeder Randpunkt von G, von dem Rande von G 
(und daher jeder Randpunkt von G von dem Rande von G,,) eine be- 
liebig kleine Entfernung besitzt. Es sei f,(z) eine Funktion, welche fiir 
z= 0 verschwindet, dort eine positive Ableitung besitzt und das Ge- 
biet G, auf den Einheitskreis der ¢-Ebene konform abbildet; dann 
existiert in G die Funktion lim}, (z) = f(z) und bildet dieses Gebiet derart 


n> oc 
auf den Einhettskreis ab, daB f(0) = 0, f’ (0) > O tst. 

Auf Grund dieses Satzes kénnen wir also aus der Existenz der Ab- 
bildungsfunktionen fiir die Approximationsgebiete die der Abbildungs- 
funktion fiir das Grenzgebiet erschlieBen. Da wir jedes einfach zusammen- 
hangende Gebiet als Grenzgebiet einer Folge von Teilgebieten G,, dar- 
stellen kénnen, deren jedes aus endlich vielen Kreisscheiben besteht 2, so 
folgt nach diesem Satze aus der Existenz der Greenschen Funktion fiir 
solche Kreisgebiete die Existenz der Abbildungsfunktion und somit der 
Greenschen Funktion auch fiir das Gebiet G. 

Wir schicken dem Beweise unseres Satzes einen etwas allgemeineren 
Satz voraus. Es seien die Gebiete G, und G und die Funktionen /, (2) 
wie oben definiert; dann gibt es zu jeder noch so kleinen positiven Zahl 
h eine nur von h, nicht aber von m abhangige mit / zugleich gegen Null 
strebende Zahl 6(f) derart, daB die Bildpunkte /,(z) jedes Punktes 


1 Wie wir in Kap. 4, §8 gesehen haben, ist fiir Kreisbogenzweiecke dieses 
Resultat bereits durch einfachere Hilfsmittel gesichert. 

2 Solche Gebiete G,, erhalten wir, indem wir von einer Einteilung der Ebene 
in achsenparallele Quadrate ausgehen, die auseinander durch fortgesetzte Hal- 


bierung entstehen und die Seitenlangen 1, Sema besitzen. Jedem dieser 


Quadrate denken wir uns einen Kreis umbeschrieben; das Gebiet G, ist dann, von 
einem gewissen ” ab, das gréBte den Nullpunkt enthaltende Teilgebiet vonG, 


1 
welches aus Kreisscheiben gebildet ist, die Quadraten der Seitenlange gn Zu- 


geordnet sind. — Um die oben beim alternierenden Verfahren gemachten Voraus- 
setzungen zu erfiillen, miissen wir die Kreise zuvor von ihren Mittelpunkten aus 
gewissen Ahnlichkeitstransformationen (etwa im MaBstabe 1: 1,1) unterwerfen. 
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von G,, welcher vom Rande von G, keine gréBere Entfernung als h 
besitzt, von der Peripherie des Einheitskreises héchstens um 6(h) ent- 
fernt sind. 

Wir fiihren den Beweis kurz in Anlehnung an die Betrachtungen in 
§ 4 iiber die Randerzuordnung. Ware die Behauptung falsch, so gabe 
es (notigen Falles unter Weglassung gewisser Approximationsgebiete) 
eine Folge von Punkten z, (z, sei Punkt von G,), welche sich gegen 
einen Randpunkt P von G haufen, derart, daB die Funktionswerte 
Cn = fn (%n) im Innern eines Kreises mit einem Radius g <1 um den 


¢-ELbene 


Abb. 110. 


_ Nullpunkt der ¢-Ebene legen (vgl. Abb.110). Wir verbinden den Punkt 
¢, mit dem Nullpunkt durch irgendeine im Kreise | €| < @ liegende 
stetige Kurve; dann wird ihre Bildkurve C in G,, den Punkt z, mit dem 
Punkte z = 0 verbinden. 

Andererseits mu es bei hinreichend groBem m in beliebiger Nahe 
des Punktes z, einen Punkt z,,’ von G,, geben, welcher so nahe am Rande 
von G,, liegt, daB der Punkt C,,’ = f,(%,’) der Peripherie des Einheits- 
l+e 
oe 
liegt. Wir denken uns ein ftir allemal jedem ein z,/ von dieser Be- 


schaffenheit zugeordnet, das so nahe an dem jeweiligen z,, liegt, daB 
Zm — £, gegen 0 und demnach auch 2,’ gegen P konvergiert. Ziehen wir 


auBerhalb des Kreises | ¢| = i : langs der ganzen Peripherie des 


kreises beliebig nahe kommt, etwa auBerhalb des Kreises | ¢ | = 


Einheitskreises eine geschlossene, durch den Punkt €,,’ gehende Kurve, 
welche den Punkt ¢ = 0 umschlieBt, so entspricht dieser im Gebiet G,, 
eine durch den Punkt z,,’ laufende den Punkt z = 0 umschlieBende Kurve 
C’. Wir verstehen unter K, die bereits in § 4, S. 401f. definierten Téil- 
gebiete von G, welche den Punkt P auf dem Rande enthalten; die damals 
zur Konstruktion benutzte Kurve L kann jetzt eine beliebige aus dem 
Innern von G kommende und in P miindende Kurve sein. K,) sei dann 
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dasjenige Teilgebiet von K,, das zu G,, gehért, und R eine solche feste 
positive Zahl, daB der Kreis Kp den Punkt z= 0 ausschlieBt. Dann 
liegen die Punkte z,, und z,’ in K,™, sobald 7 nicht kleiner ist als eine mit 
wachsendem » gegen Null strebende Schranke ¢ = ¢(n). Fiir alle groBen 
n wird e(n) < R; fir e(m) Sr<R durchschneiden dann die Kurven 
C und C’ die Peripherie des K,™ begrenzenden Kreisbogens. Auf diesem 


Kreisbogen ist also die Schwankung der Funktion /,,(z) gréBer als : > g 
was nach derselben SchluBweise wie in §4 mit der Annahme 9 <1 
nicht vereinbar ist. Damit ist die behauptete GleichmaBigkeitseigenschaft 
bewiesen. 

Aus diesem Satze kénnen wir nun die oben ausgesprochene Stetig- 
keitseigenschaft der Abbildungsfunktionen folgendermaBen schlieBen. 
Wir betrachten das gréBte den Nullpunkt enthaltende Teilgebiet G’ 
von G, dessen Punkte von dem Rande von G um mehr als eine hinreichend 
klein gewahlte positive GréBe / entfernt sind. / sei gleich so klein ge- 
wahlt, daB das oben konstruierte 6(/) kleiner als 1 ist. Bei hinreichend 
groBem m und m fallt dann G’ mit Einschlu8 des Randes ganz in die 
Gebiete G,, und G,. Auf dem Rande von G’ ist sowohl | 7, (z) | wie | fm (2) | 
zwischen 1 ausschlieBlich und 1 — 6(h) einschlieBlich gelegen. Der 

fn (2) 


Quotient Fae) ist eine nirgends in G’ verschwindende Funktion, fiir 


welche bei hinreichend groBem m und m auf Grund des Satzes vom 
Maximum und Minimum gleichmaBig in G’ 


fn (2) 
hm (2) (”) 


gilt. Hieraus folgt aber, da wir / beliebig klein nehmen ee daB 


it =r es : 


fiir jedes abgeschlossene Teilgebiet von G der Ausdruck Ea, arene | gleich- 


maBig gegen 1 konvergiert; wie in § 2 (S. 397f.) folgt nun ape die Kon- 
vergenz der Funktion /,(z) gegen eine Grenzfunktion /(z), fiir welche 
/(0) =0, # (0) >0 gilt und welche das Gebiet G auf den Einheitskreis 
abbildet ?. 

Die fiir die letzten Betrachtungen entscheidende Frage der stetigen 
Abhangigkeit der Abbildungsfunktionen vom Gebiete kann man mit 
den angegebenen Methoden noch wesentlich weiter verfolgen. Betrachtet 
man z. B. eine Folge von Gebieten, welche dadurch entstehen, daB man 


j Seva : 
zwei Gebiete G und G’ durch einen geraden Steg der Breite —- zu einem 


1 Es sei hier noch auf ein anderes Verfahren zum Beweise der Stetigkeits- 
eigenschaften hingewiesen, welches wesentlich das Haufungsstellenprinzip von 
Kap. 3, § 6 benutzt und es auf die Funktionen /,,(z) bzw. deren Umkehrfunktionen 
anwendet. Vgl. L. Breperpacu: Uber einen Satz des Herrn CARATHEODORY. 
Géttinger Nachrichten 1913, S. 552 bis 560. 
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GebieteG,, verschmilzt (vgl.Abb.111)und dann  tiber alle Grenzen wachsen 
1aBt, so konvergieren die Abbildungsfunktionen /,, (z), sobald der Nullpunkt 
dem Gebiete G angehort, 

gegen die Abbildungsfunk- 

tion f(z) des Gebietes G 

auf den Einheitskreis (mit 

7(0) = 0, f’ (0) > 0), wah- 

rend im Gebiete G’ Kon- 

vergenz gegen einen kon- 

stanten Wert stattfindet. 

Der Beweis dieser Tat- 

sachen und ihre Verallge- 

meinerung kénnen dem 

Pp? eae Leser iiberlassen bleiben?. 


§ 7. Verzerrungssatze. 


Das Schwarzsche Lemma aus Kap. 3, §1 besagt, geometrisch aus- 
gesprochen, daB eine im Kreise | z| <1 definierte Funktion ¢ = f(z), 
welche diesen Kreis auf ein ganz im Kreise | ¢ | < 1 enthaltenes Gebiet 
konform abbildet und dabei den Punkt z = 0 in den Punkt ¢ = 0 tiber- 
fiihrt, stets fiir den Bildpunkt ¢ einen héchstens so groBen Abstand vom 
Nullpunkt liefert wie fiir den Originalpunkt z, wobei die Gleichheit der 
beiden Abstande dann und nur dann eintritt, wenn die Abbildung eine 
einfache Drehung um den Nullpunkt darstellt. Dieser Satz macht also 
eine bestimmte einschrankende Aussage tiber die ,,Verzerrungen“ bei 
einer durch ¢ = f(z) bewirkten konformen Abbildung, wobei die ein- 
schrankende Aussage gleichmaBig fiir eine weite Funktionenklasse [(z) 
gilt und die angegebenen Schranken fiir gewisse wohldefinierte Funk- 
tionen der Klasse auch wirklich erreicht werden?. Umgekehrt erkennen 
wir: Sind z) und ¢, Punkte im Innern des Einheitskreises und besteht 
die Ungleichung |f,|<|2z)|, so gibt es immer eine Funktion aus 


1 Es ist instruktiv, dieses Verhalten bei der konformen Abbildung von Kreis- 
bogenzweiecken der in Abb. 112 angegebenen Gestalt explizite 
zu verfolgen, wenn die beiden Eckpunkte gegeneinander riicken. 

2 Da8B ganz allgemein solche einschrankenden Aussagen 
gelten miissen, zeigt schon die Integraldarstellung der Ab- 
leitung einer Funktion /(z) mit Hilfe der Randwerte von f(z 
(Kap. 2, § 7, (6)). Sind die Randwerte beschrankt und haben 
ihre Betrage die obere Schranke M, so ergeben sich hieraus 
fiir jeden im Innern i ee abgeschlossenen Teilbereich 
auch fiir die GréBen | f’(z)|, Rf’ (z), Sf (2) Schranken, die 
nur von M abhangen, und diese heen eee Schran- 
ken fiir die Verzerrungen, die bei der Abbildung dieses Teil- 
bereiches durch irgendeine Funktion aus unserer Funk- 

Abb. 112. tionenmenge entstehen kénnen. 
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unserer Funktionenklasse, die den Punkt 2) in den Punkt ¢, transformiert ; 
schon eine passende Abbildung durch Drehung und 4hnliche Ver- 
kleinerung vom Nullpunkt aus leistet dies. Das Schwarzsche Lemma ist 
also der Ausdruck dafiir, daB bei der Gesamtheit der konformen Ab- 
bildungen ¢ = f(z), die den Einheitskreis der z-Ebene in einen Teil- 
bereich des Einheitskreises der ¢-Ebene transformieren und dabei den 
Nullpunkt fest lassen, der Bildpunkt eines gegebenen Punktes z, in 
jeden Punkt des Kreises | ¢ | < | z | fallen kann und nur in einen solchen. 

Wenn man diese Tatsache mit dem allgemeinen Riemannschen Ab- 
bildungssatz kombiniert, so gelangt man unmittelbar zu einer vielfach 
angewandten, nach LINDELOF benannten Verallgemeinerung. Es sei G 


Ig 


Abb. 113. 


ein einfach zusammenhangendes berandetes Gebiet der z-Ebene und H 
ein ebensolches der ¢-Ebene (Abb. 113); beide mégen den Nullpunkt 
enthalten. Wir betrachten die Gesamtheit §t aller Funktionen ¢ = f(z), 
die in G regular sind, im Nullpunkt verschwinden und jeden Punkt von 
Gin einen Punkt von H tiberfiihren. Um die beiden Nullpunkte in den Ge- 
bieten G und H denken wir uns die Niveaulinien der zu den Nullpunkten 
gehérigen Greenschen Funktionen der beiden Gebiete gezogen, d.h. 
diejenigen Kurven, die bei einer Abbildung der Gebiete G bzw. H auf 
den Einheitskreis einer komplexen ¢-Ebene, bei welcher der Nullpunkt 
in den Nullpunkt wbergeftihrt wird, den konzentrischen Kreisen 
|¢| = konst. <1 entsprechen. Durch jeden Punkt von G und durch 
jeden Punkt von H geht eine und nur eine solche Niveaulinie; die 
Niveaukurven in H entsprechen umkehrbar eindeutig denjenigen von 
G, wobei solche Niveaukurven einander zugeordnet sind, die demselben 
Kreis |¢| = konst. entsprechen. 

Es gilt nun folgender Satz: 

Ist 2 trgendein Punkt von G und Cy die durch thn gehende Niveau- 
linie der Greenschen Funktion, ist ferner I, die Cy entsprechende Niveau- 
linie in H, so wird der Punkt 2, bei irgendeiner Abbildung ¢ = f(z) aus 
der Funktionenmenge IN in einen solchen Punkt von H transformiert, der 
auf der Kurve I, oder in ihrem Innern liegt, und der gesamte Wertevorrat, 
den f(z») bei gegebenem C, annehmen kann, wenn 2 beliedig auf Cy und 
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die Funktion f (2) beliebig in der Menge Mt variiert, erschépft den durch I) 
begrenzten abgeschlossenen Bereich. 


Der Beweis dieser Tatsache folgt unmittelbar, wenn wir das Gebiet G 
nullpunktstreu auf den Einheitskreis | ¢| <1 und das Gebiet H ebenso 
auf den Einheitskreis | t | < 1 abgebildet denken. Die Funktion ¢ = (2) 
geht bei dieser Abbildung iiber in eine Funktion t = q(t), welche die 
simtlichen Punkte des Kreises | ¢| <1 in Punkte des Kreises |t| <1 
transformiert und der Bedingung (0) =0 gentigt. Wenden wir auf 
diese Funktion das Schwarzsche Lemma an und ibertragen dessen 
Aussage riickwarts auf die Gebiete G und H, so ergibt sich unmittelbar 
der obige Satz. 

Unter den Anwendungen dieses ,,Lindeléfschen Prinzips“ mogen 
hier zwei besonders wichtige herausgegriffen werden, deren genaue Aus- 
fiihrung dem Leser tiberlassen bleiben kann. 

1. Fir | z| <1 sei f (z) regular und #f (z) < a, wo a eine Konstante 
ist. Dann ergibt das Lindeléfsche Prinzip eine Abschatzung von | f (2) | 
im Kreise |z| <0, wo 0<o@ <1 ist (Ungleichung von CARATHEODORY). 

2. Im Kreise | z| S R sei f (z) regular und — 15 #f (z) [ 1. Dann 
folgen aus dem Lindeldfschen Prinzip die Formeln (3) und (4) aus Kap. 3, 
§9 (S. 326)?. 

Hinsichtlich weiterer Anwendungen sei auch noch ausdriicklich auf 
die in Kap.7, §6 zu liefernden Beweise der Satze von SCHOTTKY, 
Lanpau und PicarpD hingewiesen. 

Einem etwas andern Typus gehéren die folgenden, im wesentlichen 
auf KOEBE zurtickgehenden Verzerrungssatze an. 

Wir denken uns den abzubildenden Einheitskreis in der z-Ebene 
gelegen; G sei sein schlichtes Bildgebiet in der ¢-Ebene, das den Punkt 
€ =0 enthalt. Die Abbildungsfunktion ¢ = f(z) kénnen wir so nor- 
mieren, daB /(0) = 0, f/’(0) > 0 ist. Wir wollen sogar annehmen, daB 
f (0) =1 ist, was offenbar keine Beschrankung der Allgemeinheit be- 
deutet. Dann hat also f(z) die Gestalt 


(1) C=f@)=ztazte--. 


Unter diesen Annahmen? wollen wir die folgenden Verzerrungssatze 
beweisen: 


Ist y <1 und |z|=r7, so gilt 


Ue ; l+yr 
(2) atm SI" @)| Sqay- 


1 Genau in dieser Weise verlief auch der alte Koebesche Beweis in der auf 
S. 326, FuBnote 1, zitierten Abhandlung. 

2 Wird die obige Normierung /’ (0) = 1 nicht gewahlt, so tritt in Formel (2) 
an Stelle des absoluten Verzerrungsfaktors | f’(z)| das Verzerrungsverhaltnis 


f (2) 


fF (9) 


. 
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Ebenso gilt fiir | f(z) | 
ip i? 
(3) aan S//@|S qa 
Ineraus folgt insbesondere fiir limr = 1, daB das Bildgebiet G des Ein- 
hettskreises immer den Kreis | € | < } enthalten mu. In beiden Formeln 
gilt das Gleichhettszeichen nur fiir die Funktionen 
Zz 
(4) f (2) 7 “d tease (x reell) - 
Der Beziehung (2) entspricht fiir den Arkus von /’ (z) der sogenannte 
, Drehungssatz 
i Il+~y7 
(5) Eareye(2) i.2 log 
Man kennt hier jedoch keine spezielle Funktion, fiir welche diese Schranke 
erreicht wird ?. 
Dem Beweise dieser Satze schicken wir folgenden Hilfssatz (,,Fldchen- 
saiz‘) voraus: Setzt man 


1 1 
(6) ry tho theten, 
wo also 

Op a Gay Oy = 0,7 = a5 
ist, so gilt 
(7) SS Pe 
pega a : n=1 


1 Diese Funktion bildet fiir « = 0 den Einheitskreis auf die vom Punkte 
¢€ =  langs der positiven reellen Achse aufgeschnittene ¢-Ebene ab. Sucht man 
unter allen Funktionen der Form (1) mit der Nebenbedingung, daB diese Funk- 
tionen eine schlichte Abbildung lefern, eine Funktion extremaler Verzerrungs- 
eigenschaften, so wird uns die Lésung dieser Aufgabe durch ein solches Individuum 
aus der Gesamtheit aller zugelassenen Vergleichsfunktionen gegeben, welches 
gerade noch die Nebenbedingung erfiillt, namlich bei Ausfiihrung gewisser be- 
lebig kleiner Variationen keine schlichte Abbildung mehr ergibt. Dies entspricht 
einem sehr allgemeinen Prinzip aus der Lehre von den Maxima und Minima mit 
Nebenbedingungen: Haben solche Nebenbedingungen die Gestalt von Ungleichun- 
gen, so sind diese Ungleichungen entweder ohne Einflu8 auf die Lésung, oder die 
Lésung ist so beschaffen, daB fiir sie in den nicht einfluBlosen Ungleichungen das 
Gleichheitszeichen gilt. 

2 Der nachfolgende Beweis dieser Satze schlie8t sich in der Hauptsache an 
die Arbeit von R. Nevaniinna: Uber die schlichten Abbildungen des Einheits- 
kreises (Oeversikt av Finska Vetensk.-Soc. Férh. Bd. 62 Avd. A., Nr. 7) an, wo 
auch weitere Literatur nachgewiesen ist. Verzichtet man auf die explizite An- 
gabe der Schranken fiir | f’(z)| bzw. | f(z)|, d.h. begntigt man sich mit der Tat- 
sache, daB allein von ry abhangige Schranken existieren, so kann man den Beweis 
dieser Verzerrungssatze in einfacher Weise auf Grund des Haufungsstellenprinzipes 
(Kap. 3, § 6) fithren. In dieser Art hat KorBE zuerst diese Satze aufgestellt und 
unter Benutzung eines Gedankens von CARATHEODORY bewiesen, als Hilfsmittel 
fiir die Untersuchung allgemeiner Abbildungsprobleme. Wir werden jedoch in 
den Untersuchungen der nachsten Kapitel von den Koebeschen Verzerrungssatzen 
keinen Gebrauch zu machen haben. — Der Drehungssatz wurde zuerst von L. BrE- 
BERBACH gefunden und bewiesen. 


Hurwitz-Courant, Funktionentheorie, 3, Aufl, 27 
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Dieser Satz wird sich lediglich als ein Ausdruck fir die Tatsache 
erweisen, daB die Funktion ve den Einheitskreis auf ein schlichtes, den 
Punkt oo in seinem Inneren enthaltendes Gebiet B abbildet. 

Zum Beweise betrachten wir den Kreisring 9 <|z| <1, wobei 
0<o <1 ist. Durch die Funktion § = sy wird dieser Kreisring auf 
ein Gebiet B, der £-Ebene abgebildet, welches einerseits von dem Rande 
von B, andrerseits von einer Kurve begrenzt wird, welche sich durch 

1 ; 
(8) f= + by + b, 06°? + ep? w (0,9) 


ee” 


mit Hilfe des Parameters  darstellen laBt, wobei w(0, g) bei variabelm 
o und @ beschrankt bleibt. Da durch die Gleichung 


eee —_ oe we 
er i(+ ¥) (v+%) 


Ee a =é (y = arc b,) 


+ |b] ee 
: 1 

eine Ellipse mit den Halbachsen — + | 6, | @ und ws |b,|@ gegeben 

wird, so unterscheidet sich der Flacheninhalt F des Innengebietes der 


durch (8) gegebenen Kurve von um weniger als das g-fache einer be- 


schrankt bleibenden Zahl. Der Flacheninhalt des Gebietes B, ist ge- 
geben durch 


1 2x 
; 1 co co 
[fle terarap =a (4-14 S7m jo, pp — S10], Pret), 
e 0 n=1 n=1 


wie man leicht nachrechnet. Zieht man dies von x ab und laBt o gegen 


Null konvergieren, so erhalt man den Flacheninhalt des von B frei- 
gelassenen Teiles der ¢-Ebene, der nicht negativ sein kann, woraus un- 
mittelbar die Behauptung (7) folgt. 

Wir verwenden nun die Formel (7) dazu, eine Abschatzung des 
Koeffizienten a, zu gewinnen, und zwar behaupten wir: Es ist stets 


(9) | a, | = 2 ? 
und das Gleichheitszeichen gilt nur fiir eine Funktion 


2 


(2) a (1 by eb 2? 


(a reell). 


Zum Beweise bedienen wir uns des folgenden Kunstgriffes. Die 
Funktion 


1 1 b 
Vaya tthete fae, 
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bildet, wie man leicht erkennt, den Einheitskreis | z | < 1 ebenfalls auf 
ein schlichtes Gebiet ab. Da sie offenbar das Reziproke einer Funktion 
von der Gestalt (1) ist, so ist also nach dem Flachensatze 


| By P= a as ==. ly 
woraus wegen by) = — a, die Abschatzung (9) folgt. 
Nach ae kann die Gleichung |f,|=1 nur dann gelten, wenn 
ey ify = 0 ist. Es gilt also | a, | = 2 dann und nur dann, wenn 
1 1 
Ress wae + ettz (a reell) 
ist oder 
1 1 ; 2 
yee Ae 7) 
f (2) G Q i 
d. h. 
& 
f (2) iT (eh ay 
ist. 


Wir untersuchen nun die gegebene Funktion /(z) in irgendeinem 
inneren Punkte z, des Einheitskreises. Wegen der schlichten Abbildung 
ist insbesondere /’ (%)) + 0. Die Substitution 


z— 2 
1 — Z)2 


— 


fiihrt den Kreis | z| <1 in | | <1 tiber und verwandelt den Punkt z, 
im ( ==), 18S me 


Setzt man 


ae 


é ee _ ey 


so bildet die Funktion /*(£) den Kreis | § | < 1 auf ein schlichtes Gebiet 
ab und 1aBt den ar fest. Es ist also nach dem Taylorschen Satze 


P*(€) = A = ead 
fe ae oe %) (1 — | 20 |?) 225) (2a) hea 
Die ei ns 
AG) 
(1 — | 29 |?) # (4) 


ist also im Kreise | | <1 regular und gentigt den Voraussetzungen, 
unter denen wir | a, | <2 bewiesen haben. Es ist daher 
IK’ (4) 
f (2) 


—|%|*)-2%| <4 
27* 
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In jedem Punkte des Kreises | 2 | =7 (7 <1) gilt also 


ane) 27 4r 
bea ey 
und daher , 
4ry—27? ft’ (2) Ay +2y 
~ Aa S855) So 
t’ (2) 4y 
3 (2 ra) | S17 
Nun ist aber 
f’ (2) 0 ' PONE ie ee ' 
m(2eF 0) =r Siogl/@|, Se FG) =" ap arel’ @, 
woraus folgt 
4—2y a : 4427 
P= ee 1OERT Gy Sa 
4 a ; 4 
et = ay arc ft (z) Ss (pare 


Durch Integration von 0 bis 7 folgt 


uy i 1+r 
womit der Verzerrungssatz (2) und der Drehungssatz (5) bewiesen sind. 
Die Formel (3) ergibt sich ohne Schwierigkeit aus (2) mit Hilfe einer 
nochmaligen Integration}. 

AnschlieBend an die Koebeschen Satze mag noch erwahnt werden, 
daB man zu einer viel allgemeineren Gruppe von Verzerrungssidtzen 
gelangt, wenn man die Voraussetzung der Schlichtheit von f(z) im 
Einheitskreis aufgibt. Eine besondere Rolle spielt in diesem Fragen- 
komplex der Satz von BLocu, den wir ohne Beweis mitteilen: Die Funk- 
tion f (z) set fir | z| <1 regulér; es sei f' (0) = 1. Dann enthailt die Rie- 
mannsche Fliche, auf die f (z) den Einheitskreis der z-Ebene abbildet, in 


einem threr Blatter eine offene Kreisscheibe vom Radius B, wo B eine 


absolute positive Konstante ist. Beispielsweise ist der Satz mit B = 


1l+~yr 


ra 


bzw. | arc/’ (z)| < 2 log 


richtig. 


§ 8. Anwendungen des Prinzips vom Maximum. 


Das in Kap. 3, § 1 entwickelte Prinzip vom Maximum zeigt, daB der 
Betrag einer in einem abgeschlossenen Bereich analytischen Funktion 
sicher unterhalb einer Schranke M bleibt, wenn die Randwerte diese 
Schranke M besitzen. Es ist nun fiir manche Anwendungen solcher Ab- 


1 Dabei muB zum Beweise der linken Halfte der Ungleichung (3) die Inte- 
gration im Kreise | z| < 1 iiber denjenigen Weg gefiihrt werden, welcher der 
geradlinigen Verbindungsstrecke des Punktes € = 0 mit dem ihm nachsten Punkte 
der Bildkurve des Kreises | z]| = rv in der €-Ebene entspricht. 
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schatzungen wichtig, daB man in einem sehr allgemeinen Fall einen 
ahnlichen SchluB auch dann noch ziehen kann, wenn man tiber das Ver- 
halten der Funktion am Rande nur schwachere Voraussetzungen macht, 
indem man fiir einen einzelnen Punkt des Randes die ausdriickliche 
Voraussetzung der Regularitat und Beschranktheit aufgibt. Die For- 
mulierung eines solchen Satzes gelingt nach PHRaGMEN und LInDELOF! 
in besonders einfacher Weise, wenn man als Bereich einen vertikalen 
, Halbstreifen“ wahlt und den Ausnahmepunkt dabei als den unendlich 
fernen Punkt des Halbstreifens annimmt — 
was ja nach dem Riemannschen Abbildungs- 
satz durch eine geeignete Transformation 
stets erreichbar ist. Es gilt dann der folgende, H 
in modernen Untersuchungen haufig ange- 2-2, x= 2p 
wandte Satz: 

In der Ebene der komplexen Variabeln 
2=x-+1y set durch 
J-¥e 


Nise We NG; y 2 Yo (> 0) Abb. 114. 


ein ,,Halbstreifen“’ H defimiert (vgl. Abb. 114). 
Die Funktion f(z) set in H reguléy und auf dem Rande von H beschrankt: 


K=%1, YZ Vo; 
(1) lf@|Se fur x= %, YE; 
Y= Yo, %SxXS%. 
Endlich gebe es zwei von x unabhdngige Konstanten C und y so, dab in H 
If (e)|<Cer 
ist. Dann gilt auch im Innern von H 
|f(a| Se. 
Beweis: Bei gegebenem ¢> 0 ist die Funktion 
g (2) = e** f(z) 
ebenfalls in A regular. In H ist nun 
[ge (2) | = er | f (z).| = 22-9) f (2) |S ese | F (2) |, 
wenn a die gréBte der beiden Zahlen x,? und x,? bezeichnet. Auf dem 
Rande wird also insbesondere 
|g (2)| Sette; 
im Innern und auf dem Rande ist 
(2) eA epee ae) Cert Cc terre sed 
1 Sur une extension d’un /principe classique de l’analyse et sur quelques 


propriétés des fonctions monogénes dans le voisinage d’un point singulier’’, Acta 
math. 31 (1908), S. 381 ff. 
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Da in dem quadratischen Ausdruck — ey? + yy + ea bei groBem | y | 
das héchste Glied iiberwiegt, so strebt die von x unabhangige rechte 
Seite von (2) bei wachsendem y gegen Null. Bei hinreichend groBem 
y, besteht also auf der ,, Querstrecke“ 


xy = x < %25 Ae SS 
(vg]l. Abb. 115) die Abschatzung 
(3) [es eee 


Da diese wegen (1) selbstverstandlich auch auf dem seer Rande des 
Rechtecks %, S * S %s, Vp S VS 4, richtig 
ist, so ergibt das Prinzip vom Maximum 
auch fiir das ganze Innere dieses Recht- 
ecks die Abschatzung (3) und demnach: 


GsIt (4) | f (2) | <cettes(y?—*) < ceeaty’), 


Da nun jeder fest gewahlte Punkt 
z=x +74 des Halbstreifens H dem Recht- 
eck %, S%S%, Vo SV SY; angehért, 
wenn nur y, groB genug gewahlt wird, 
gilt die Abschatzung (4) im ganzen Halb- 
streifen H, und zwar mit jedem positiven 
é. Bei festem z aus H kénnen wir daher den 
Y-Yo Grenztibergang e—> 0 machen und erhalten 


AiDDawb: ; 
[7 (2) ss lim ¢ e2 +99) —r- 
e>0 


XL =2y XL=2X2 


womit der Satz bewiesen ist. 
Ahnlichen Charakter tragt eine weitere Anwendung des Prinzips 
vom Maximum, der Hadamardsche Dretkreisesatz: 


Die Funktion f(z) set im Kreise |z| << R oder auch in der ganzen 
Ebene regular, tiberdies nicht identisch Null. Fiir jedes yr mitO0O <r << R 
bzw., wenn f(z) eine ganze Funktion ist, fiir jedes ry > 0 bedeute M (r) 
den gripien Wert von log| f(z)| auf der Kreisflache |z| <r. Dann ist 
M (7) eine ,,konvexe'’ Funktion von logr; d. h. fiir0 <1, <1g <1 (< R) 
gilt stets 

M(r)<M (r,) _ log 73 — log 7, 41M (r,) ; log %2 — log 7, 


log v3 — log 71 log rz — log 7," 


Zum Beweise setzen wir 


u(x, y) = log|f(x + 7y)|. 
Das Maximum M(r,) (k = 1, 2,3) von u(x, y) auf dem Kreis mit dem 
Radius 7, werde kurz mit M,, bezeichnet. Wir bilden die Potentialfunk- 
tion von * und y 
As He: y — log ry 
u(x, y) + (M, re) ep glen we 
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in welcher r fiir | x +7 | steht. Diese Funktion hat auf der Peripherie 
des Kreises 7, den Wert u(x, y), also den Héchstwert M,; auf der Peri- 
pherie des Kreises 7, hat sie den Wert u(x, y) + M, — Msg, also ebenfalls 
den Héchstwert M, (= M,+M,—M,). Ihr Hochstwert auf dem 
Kreise |z| = 7, betragt nun 


Meee (M, — M,) log r. — log 7, 


log rs — log 7," 


Durch Anwendung des Prinzips vom Maximum auf das von den Kreisen 
vy, und 7; begrenzte Ringgebiet folgt also: 


log 7, — log 7, 


M, + (M, M3) 


Ne, 


log 7, — log 7, = 


log rz — log rg log 7, — log 7, 


M,<M 


= tlog 7, — log 7, 


+ M 


3 log 7, — log 7," 


Das ist gerade die Behauptung. 


Siebentes Kapitel. 


Spezielle Abbildungsfunktionen. 


Wenn auch durch den Riemannschen Abbildungssatz ein Prinzip 
zur Erzeugung analytischer Funktionen gegeben ist, indem man nam- 
lich jedem willkiirlich geometrisch definierten einfach zusammenhangen- 
den schlichten Gebiet eine Abbildungsfunktion zuordnet, so kann man 
doch von dieser Abbildungsfunktion tber die bloBe Existenz hinaus 
nur wenig aussagen. Wahlt man jedoch als Bildbereich des Einheits- 
kreises (oder, was hier bequemer sein wird, der oberen Halbebene) hin- 
reichend einfache geometrische Figuren, namlich Bereiche, welche 
geradlinig oder durch Kreisbogen begrenzt sind, so gelangt man zu einer 
groBen Klasse wichtiger spezieller Abbildungsfunktionen, fir die man 
mit Hilfe des Spiegelungsprinzipes eine Reihe charakteristischer Eigen- 
schaften unmittelbar aus der Gestalt dieser Bildbereiche ablesen 
kann; es wird dann sogar das Vordringen bis zu einem mehr oder 
minderexpliziten Ausdruck fir jene Funktionen erméglicht. Der 
Untersuchung dieser Funktionenklasse ist das vorliegende Kapitel ge- 
widmet. 


§ 1. Die allgemeine Polygonabbildung. 


Wir wollen uns zunachst damit beschaftigen, den expliziten Aus- 
druck einer Funktion z = (¢) anzugeben, welche die obere ¢-Halb- 
ebene konform auf das Innere eines in der z-Ebene gelegenen geradlinigen 
einfachen Polygons abbildet. Es sei etwa JI ein solches n-Eck in der 
z-Ebene, und 0, 7, % 7, ..., %, 7 (0 <a < 2, a, + 1) seien seine 
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Winkel, so daB also a, +-°-: +a, =” —2 wird (vgl. Abb. 116). 
Die Eckpunkte von JJ seien durch die’ Werte 27) 6;,.4.0 040-20, 
gegeben. 

Um einen Ausdruck fiir die Abbildungsfunktion z = (¢) zu finden, 
gehen wir von der Bemerkung aus, daB unser Polygon bei einer Trans- 
lation und Drehung in eine kongruente Figur iibergeht, wahrend anderer- 


seits der Ausdruck ao gegentber allen Transformationen z* = * 
=apy +f =az + mit beliebigen komplexen Konstanten «, B (« =-0) 
2 4/ 


*// : 
nh ist, wenn gy* und » durch eine der- 


artige Transformation zusammenhangen. Die » Punkte der reellen 
Achse der ¢-Ebene, welche 
den m Eckpunkten des Poly- 
gons JJ entsprechen, seien - 
bzw. mit @,, ad.) 0 ~.,) 4, be- 
zeichnet. Wir setzen nun 
die konforme Abbildung 
des Polygons nach dem 
Spiegelungsprinzip in die 
untere Halbebene fort. 
Einer Spiegelung von JI 
Abb. 116. an einer seiner Seiten ent- 

spricht ein Ubergang von 

der oberen zur unteren ¢-Halbebene. Eine erneute Spiegelung von 
IT bringt das abermals umgeklappte Polygon in eine Lage, die aus 
der urspriinglichen durch bloBe Drehung und nachfolgende Verschie- 
bung hervorgeht; gleichzeitig gelangt man in der ¢-Ebene wieder 
in die obere Halbebene, d.h. zu den Ausgangswerten von € zuriick. 
Eine gerade Anzahl von Spiegelungen ergibt also immer wieder die- 
selben ¢-Werte, wahrend sie fiir z= g(¢) eine ganze lineare Trans- 
formation z* =az-+ 6 mit «a + 0 (sogar | «| = 1) bedeutet. Eine 


invariant ist, d.h. daB 


solche 1a4Bt aber den Ausdruck -T invariant; dieser stellt also eine in 


der ganzen ¢-Ebene eindeutige Funktion dar. Da sowohl q’ wie 9” 
fur alle:von ¢ = 4,, C = @,, ... 7 == a, verschiedenenerunkte te. 
gular ist und auBerdem q’ nur fiir die Bilder der Eckpunkte ver- 


gp” 


/ 


schwinden kann, so sind héchstens diese Stellen fiir die Funktion 
singular. 

Um die Natur dieser Singularitaten zu bestimmen, betrachten wir 
einen der Punkte € = a,, von denen wir zunachst voraussetzen, daB sie 
vom unendlich fernen Punkt verschieden sind; dann ist oy (€) fir € = co 
regular. Wir werden zeigen, daB ¢ = a, ein einfacher Pol der Funktion 
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” ak 
a ist’. Wir fiihren hierzu eine neue Veranderliche ¢ = (z — b,) % ein. 


Einem gestreckten Winkel im Punkte ¢ = 0 entspricht dann der Winkel 
%,7% im Punkte z = b,, d.h. wieder ein gestreckter Winkel im Punkte 
¢ =a,. Einer Spiegelung der ¢-Halbebene an der reellen Achse ent- 
spricht also eine ebensolche Spiegelung der ¢-Halbebene und umgekehrt, 
so daB ¢ eine in der Umgebung der Stelle ¢ = 0 umkehrbar eindeutige 
Funktion von € sein muB, welche, wegen limz°= 6,, im Punkte ¢ = a, 


. 5 ak 
eine (wegen der umkehrbaren Eindeutigkeit) einfache Nullstelle besitzen 
mu. Also gilt in der Umgebung des Punktes ¢ = a, die Entwicklung: 
1 


t = (z—0,)™ =c(C —a,) {1 +¢,(€ —a,)+::-}, 
wo c + 0 ist; hieraus folgt ftir z — b, 


z— b, = c*(f — a,)*%* {1 + .¢,* (€ —a,) +---} (c* + 0). 


at 


Fiir = gilt also schlieBlich 
Pp” (¢) ae! oe 
(1) g’ (C) aud roa, + BG Ay) » 
wo %8(€ —a,) eine im Punkte a, regulare Potenzreihe darstellt. Eine 
analoge Entwicklung gilt fiir jeden anderen der Punkte aj, ay, ..., ap, 


die wir zunachst alle im Endlichen gelegen voraussetzen wollen, so daB 


7 eine bis auf endlich viele Pole regulare eindeutige Funktion von ¢ 


ist; nach dem Satze aus Kap. 5, §4 (S. 385) ist also dieser Quotient 
eine rationale Funktion von ¢, hat also? nach (1) die Gestalt 
OMCs f ee rest 
y (f) Fd Same 1 a tae 
Hieraus ergibt sich durch Integration fiir die gesuchte Abbildungs- 
funktion des Polygons 


s 


@) =p )aef @— ayer ante. ayyort dt $e’, 


0 
wo c,c’ beliebige komplexe Konstanten bedeuten. 
aS. ae 4 
1 Womit die Eindeutigkeit der Funktion ie nochmals bewiesen ist. 


2 Da (é) im Unendlichen regular vorausgesetzt ist, so ist in der Umgebung 


des unendlich fernen Punktes eine Entwicklung nach Potenzen Non méglich. 


Ist etwa a das erste nicht verschwindende Glied mit positivem y, so gibt dies fiir 
re ; f ws I 

— zu einem Gliede — 

? c 4 


so da& zu dem obigen Ausdrucke fiir e keine von Null verschiedene Konstante 


4/ 


Anla&8. Es muB also m im Unendlichen verschwinden, 


hinzukommen kann. 
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Die oben gemachte Beschrankung, daB keine der Stellen a, im Un- 
endlichen gelegen sein soll, kénnen wir leicht durch eine lineare Trans- 
formation aufheben. Verlegen wir etwa den Punkt a, ins Unendliche, 


indem wir € durch a,, + ersetzen bzw. im Integral durch die Glei- 


1 : : Sey : 
chung ¢ = —— + 4, eine neue Variable t einfitithren, so erhalten wir 


unter Beriicksichtigung der Relation a, + --- +a, =n” —2 
ii ehi—al 1 a,—1 il an—1 dt 7. 
(3) z=0f (a,—a—1)" (4 —a—4)" ...(-2)" Ste 


= c, | (tr — a) 7) (c= ay’) Or) aaa) Te: 


° 
orc ie 


wobei a,’, as’, ..., @,__1’ Konstante bedeuten. Ersetzen wir t durch eine 
neue Variable at + 6 (a +0), so kénnen wir noch zweien der Kon- 
stanten a;’, ..., 4,’ beliebige voneinander verschiedene Werte erteilen. 

Durch eine lineare Transformation kénnen wir von der oberen Halb- 
ebene zum Einheitskreis als Bildgebiet tibergehen. So erhalt man z. B. 
fiir die Abbildung eines regelmaBigen n-Eckes (n = 3) mit dem Mittel- 
punkt im Nullpunkt der z-Ebene auf den Einheitskreis die Funktion 


cg : 
dt 
——— 7 = 
| ya-# 
0 


Es sei ferner bemerkt, daB sich auch leicht die konforme Abbildung 
des AuBeren eines Polygons auf die Halbebene bzw. den Einheitskreis 
bewerkstelligen 1aBt; als Beispiel, dessen Bestatigung ebenfalls dem 
Leser tiberlassen bleiben kann, sei hier nur die Funktion 


4 
7= |e dt 
1 


angefiihrt, welche das AuBere eines Quadrats der z-Ebene auf das Innere 
des Einheitskreises konform abbildet, wobei dem Nullpunkt der ¢-Ebene 
der Punkt oo in der z-Ebene entspricht 1. 


§ 2. Die Funktionen des geradlinigen Dreiecks. 
Als ersten Spezialfall der allgemeinen Polygonabbildung betrachten 
wir die Abbildungsfunktion eines geradlinigen Dreiecks. Auf Grund der 


1 Vgl. H. A. Scuwarz: Uber einige Abbildungsaufgaben. Ges. Math. Abh. 
Bd. II, S. 65—83. : 
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Formel (3) von § 1 erhalten wir fiir die Abbildungsfunktion, wenn wir die 
Punkte a’, a,’ bzw. in die Punkte 0, 1 verlegen, den Ausdruck 


« 


S 


(1) (ie ef pg deme th) ed tie Cl 


0 


Wir wollen die durch (1) definierte Funktion nach dem Spiegelungs- 
prinzip analytisch fortsetzen. Spiegeln wir die obere Halbebene an einer 
der Strecken 0 1 oder 1 oo oder 00 0, so erhalten wir entsprechend je 
ein gespiegeltes, mit dem ersten langs einer der drei Seiten zusammen- 
hangendes Dreieck; ein Doppeldreieck wird auf die volle, langs eines 
Teiles der reellen Achse aufgeschnittene ¢-Ebene abgebildet. Durch un- 
begrenzte Fortsetzung des Spiegelungsprozesses erhalten wir als Rie- 
mannsche Flache der Funktion z = z(f) eine unendlich vielfache Uber- 
deckung der ganzen ¢-Ebene mit Verzweigungspunkten itiber den 
Stellen 0, 1, ao. Die Uberdeckung der z-Ebene mit Dreiecken wird im 
allgemeinen nicht einfach sein, sondern zu einer kompliziert verzweigten 
Riemannschen Flache fiir die Funktion ¢ = ¢(z) fiihren. Dann und nur 
dann erhalten wir eine einfache Bedeckung der z-Ebene, wenn sich in 
jeder Ecke die Reihe der zusammenstoBenden Doppeldreiecke schlieBt, 
d.h. wenn 22 ein ganzzahliges Multiplum des betreffenden Winkels 
ist ; die Winkel der Doppeldreiecke sind aber gleich 2 a, 7, 24,7, 2 a3 7; 
wir erhalten also als Bedingung fiir die Einfachheit der Doppeldreiecks- 

2% 1 1 il 

Eo Che Ce Aare 
ganze Zahlen sein miissen, welche im tibrigen wegen a, + «% +a; = 1 
der Gleichung 


(2) cies pre ace ee. 

zu gentigen haben. 

_ Die funktionentheoretische Bedeutung unserer Fragestellung ist, 
daB im Falle einer einfachen Uberdeckung der z-Ebene die Umkehr- 
funktion ¢ = €(z) in der ganzen z-Ebene eine eindeutige Funktion wird, 
wahrend sie andernfalls in den Ecken des Dreiecks und allen daraus 
durch Spiegelung hervorgehenden Punkten Windungspunkte endlich 
oder unendlich hoher Ordnung besitzt. 

Alle Falle, in welchen diese eindeutige Umkehrbarkeit stattfindet, 
k6énnen wir nun leicht durch Diskussion der diophantischen Gleichung (2) 
ermitteln, wobei wir aus Symmetriegriinden 7; <7, <7, annehmen 
durfens bine erste .Losune ist 7, = 7, = 7, = 3; bet jeder™ weiteren 
Lésung muB eine der Zahlen, also auch 7;, kleiner als*3 sein Istiy; = 1} 


tiberdeckung die Forderung, daB 


Xe 


il ; : 
so wird notwendig = =A), ne 0, was durch ganzzahlige 7,, 73 nicht 
2 


zu erreichen ist. Obwohl unsere Betrachtung, die auf die Gleichung (2) 
fiihrte, dann versagt, wollen wir als Grenzfall den Fall 7, = 1, 7, = 73 = ©© 
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mitzaihlen; ihm entspricht die Abbildung der Halbebene auf ein ge- 
radliniges Dreieck, von dem zwei Ecken im unendlich fernen Punkt 
liegen, so daB man ihnen die Winkel 0, 0 zuschreiben kann, wahrend 
die dritte, im Endlichen gelegene Ecke den Winkel a hat. Ein solches 
Dreieck ist ein unendlicher Parallelstreifen. 


: 1 1 1 
Dstt acco. wird + =| a oe 
¥, = 3, 7, = 6 oder schlieBlich als Grenzfall 7, = 2, rg = co. Die ver- 
schiedenen Falle werden durch folgende Tabelle dargestellt: 


d.h. entweder 7, = 7, = 4.oder 


Im Grenzfall 2 lautet die Abbildungsfunktion bei passender Wahl 
der beiden Konstanten in (1): 


-{ J Dee 1 
ie piel eet posal 
0 


in Ubereinstimmung mit den Ergebnissen von Kap. 4, § 6. 
Der Grenzfall 5 ergibt die Abbildung auf einen dreieckigen Bereich mit 


4 


den Winkeln or & 0, d.h. einen Halbstreifen; bei geeigneter Wahl der 
Konstanten lautet die Abbildungsfunktion 


é 
we dt It 
y #2) 2° 
0 


und das ist, wie man unmittelbar durch Differenzieren nachweist, die 
Umkehrfunktion des Sinus: z = arc sin (2 € — 1). 

Die Falle 1, 3, 4 fiihren iiber den Bereich der elementaren Funktionen 
hinaus. Sie liefern.die Abbildung der Halbebene auf ein gleichseitiges, 
ein gleichschenklig rechtwinkliges und ein rechtwinkliges, durch Hal- 
bierung des gleichseitigen entstehendes Dreieck. Die betreffenden Ab- 
bildungsfunktionen lauten bei passender Wahl der Konstanten 


5 g c 
y2a—9 y@a—os ee | aaa : 
0 0 0 


1 Die Abbildungseigenschaften der Grenzfalle 2 und 5 ergeben sich auch un- 
mittelbar aus den Formeln. 
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Wie sich aus den Betrachtungen des nachsten Paragraphen ergeben 
wird, sind ihre Umkehrfunktionen ,,doppeltperiodische‘‘ Funktionen. 
Aus diesem Grunde ist es an der Zeit, da wir hier einige einfache Grund- 
begriffe aus der Theorie der ,,periodischen‘’ Funktionen zusammen- 
stellen. Eine analytische Funktion /(z) hei®t von der Periode w, wenn 
fiir jeden regularen Punkt z 

f(z + @) = f(z) 
ist. Ist dabei w = 0, so heiBt die Funktion f(z) periodisch. Zwei Perioden 
einer Funktion heiSen voneinander abhdngig, wenn ihr Quotient reell 
ist, andernfalls wnabhdngig. Eine eindeutige analytische Funktion kann, 
wie sich zeigen laBt1, kein System von mehr als zwei voneinander 
unabhangigen Perioden haben. Sind alle Perioden einer periodischen 
Funktion voneinander abhangig, so heiBt die Funktion einfach perio- 
disch; die Perioden bestehen dann aus allen ganzzahligen Vielfachen 
einer geeigneten unter ihnen. Besitzt die Funktion f(z) zwei von- 
einander unabhangige Perioden, so heiBt f(z) doppeltperiodisch. Es kén- 
nen dann (auf unendlich viele Arten) zwei ,,Fundamentalperioden“ w, 
und w, gefunden werden, so daB die Perioden von f(z) genau die Zahlen 


MW, + MyM 


mit ganzen m,, m, sind. Jedes Parallelogramm, dessen Ecken bei ge- 
eignetem komplexem u die Gestalt 


U,uU+a@, Uta, +. 4+, 


haben, heiBt ein Periodenparallelogramm der Funktion f(z). 


§ 8. Abbildung des Rechteckes. Elliptische Funktionen. 


Einen weiteren speziellen Fall der Polygonabbildung liefert das 
Problem, ein Rechteck der z-Ebene auf die obere ¢-Halbebene konform 
abzubilden. 

Wir denken uns die _ w, 
Ecken des Rechteckes 7” 

- bzw. in den Punkten 


- W@W; . 
+lW2 ztlw, 


4 : 
i 
ae; 
, Zz 
merroe ae Oe: 65: Abb. 117. 

der z-Ebene gelegen (vgl. Abb. 117), wobei w,, w, zwei beliebige positive 


reelle Zahlen bedeuten. Wir wollen dieses Rechteck so auf die obere 
£-Halbebene abbilden, daB sich die beiden Nullpunkte entsprechen und 


der Punkt z =S* in den Punkt ¢ = 1 fallt. Um die Abbildung so zu 


1 Man vergleiche hier und im folgenden etwa Abschn. II, Kap. 1, § 2. 
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normieren, daB der Punkt z= — in den Punkt €=—1 zu liegen 


kommt, bilden wir das in dem Quadranten Rz= 0, ¥z 2 0 gelegene 
halbe Rechteck auf die Viertelebene R60, J¢€ —O derart ab, daB 


gO 


sich die Punkte z= 0 und ¢ = 0 bzw. z=-G und. 6 =| bzw. 210, 


und ¢ = oo entsprechen. Durch Spiegelung an den imaginaren Achsen 
erhalten wir die Abbildung des Gesamtrechteckes auf die obere Halb- 


ebene. Hierbei fallt der Bildpunkt der Ecke z =-S' + ia, in einen 
1] 
Punkt der reellen ¢-Achse rechts von 1, etwa den Punkt ¢ = oe (O<eore 1); 


; 1 
das Bild der Ecke z = — a +4. ist dann der Spiegelpunkt ¢ = ——. 
Die gesuchte Abbildungsfunktion hat also nach §1, (2) die Gestalt 


mat dt 
| emu e3) 
0 


wo c eine reelle Konstante bedeutet, oder, wenn wir xc wieder mit c 
bezeichnen, 


Gs 
dt 
1 - : 
a ‘ =o 
0 


Setzt man fest, daB fiir ¢=0 das Vorzeichen der Wurzel positiv zu 
nehmen ist, so ist dadurch die Konstante c véllig festgelegt und zwar 
positiv. Man bezeichnet diesen Ausdruck als Legendresches Integral erster 
Gatiung. 

Die GréBe x ist durch das Verhaltnis der Seiten des halben Rechtecks 


A 
ak x 
9 oe a FO3= ae 
(2) 2 J  — #) (1 — x? 2) ; 2 a — (1 — x? 7) 
0 il! 


bestimmt, wahrend die GréBe c einen Ausdruck fiir die absolute GréBe 
des Rechteckes darstellt. 

Sind umgekehrt zwei beliebige positive reelle Zahlen c und x <1 
verfugbar, so kann durch einen Ausdruck der Form (1) die Abbildung 
der oberen ¢-Halbebene auf jedes beliebige Rechteck der z-Halbebene 
von der oben festgesetzten Lage bewerkstelligt werden. Variiert nim- 
lich x zwischen 0 und 1, so variiert das durch (2) gegebene Seitenverhalt- 
nis zwischen 0 und oo, wahrend durch c die GréBe des Rechtecks be- 
stimmt wird. 

Zur naheren Beschreibung des Gesamtverlaufes der durch den Aus- 


druck (1) gegebenen analytischen Funktion wenden wir das Spiegelungs- 
prinzip an. | 
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Wir bezeichnen die Seiten des Rechteckes gemaB Abb. 118 mit 
I, I, II, IV, die ihnen entsprechenden Strecken der reellen ¢-Achse 
mit I’, Il’, Ill’, IV’. Wir spiegeln zunachst an der Strecke I. Dann 
erhalten wir in der z-Ebene zwei langs I zusammenhangende kongruente 
Rechtecke und in der ¢-Ebene die volle obere und untere Halbebene, 
welche langs der Strecke I’ aneinander hangen. Spiegeln wir anderer- 
seits an II, III oder IV, so erhalten wir jedesmal ein neues Rechteck, 
das mit dem alten langs der Seite II, III oder IV zusammenhangt, und 


Abb. 118. 


uber der ¢-Ebene drei untere Halbebenen, die mit der oberen langs II’, 
IIT’ oder IV’ verbunden sind. Jetzt spiegeln wir die neuen Rechtecke an 
ihren freien Seiten und setzen dieses Verfahren in infinitum fort, in- 
dem wir die ganze z-Ebene liickenlos und einfach mit Rechtecken tiber- 
decken; in der ¢-Ebene entstehen dann entsprechend unendlich viele neue 
obere und untere Halbebenen, die sinngema8 langs der Strecken I’, II’, 
III’, IV’ zu verbinden sind. Die Punkte ¢ bilden also eine unendlich viel- 


blattrige Riemannsche Flache F, welche tiber den Punkten + I, i 


verzweigt ist (aber nicht wie die Flache des Logarithmus, sondern in- 
dem unendlich viele Verzweigungspunkte erster Ordnung tbereinander 
geschichtet sind). Die einfachste Vorstellung von den Zusammenhangs- 
verhaltnissen der Blatter erhalt man durch Betrachtung der Rechtecks- 
figur. Je zwei Rechtecken mit einer gemeinsamen Seite entspricht ein 
volles Exemplar der ¢-Ebene. Spiegelt man ein Rechteck an einer Seite 
und geht dabei der Punkt z, in den Punkt z, tiber, so sind die Funktions- 
werte von z, und z, zueinander konjugiert komplex. Nun sieht man 
geometrisch sofort ein, daB ein beliebiger Punkt z) nur dann durch eine 
Anzahl aufeinanderfolgender Spiegelungen in sich selbst zurtickkehren 
kann, wenn diese Anzahl gerade ist. Die Funktion ¢(z) ist also in der 
ganzen 2z-Ebene eindeutig!. Spiegeln wir ein Rechteck R zweimal in 
derselben Richtung, etwa in der Richtung der Halbachse des positiv 


1 Vgl. die entsprechenden Uberlegungen in § 2 (S. 427). 
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Reellen, so gelangen wir zu einem neuen Rechteck Ry, welches wir auch 
durch Parallelverschiebung von R um die GréBe 2 w, erhalten kénnen; 
ebenso entspricht einer doppelten Spiegelung in der Richtung des positiv 
Imaginaren eine Parallelverschiebung der Punkte des Rechteckes um 
die GréBe 2 i@,. In der ¢-Ebene erhalten wir bei einer solchen doppelten 
Spiegelung wieder die Ausgangswerte. Es ergibt sich also fiir die Umkehr- 
funktion ¢€(z) die Relation 


(2 + 2 @y) = C(z +2 wet) = C(2) 
oder allgemeiner 
C(z £2 hyo, + 2h.@2t) = C2) Uy, hg = 0, Ee ee 
Wir erkennen also, daB die Umkehrfunktion ¢(z) eine in der ganzen 
z-Ebene eindeutige doppeltperiodische Funktion mit den Perioden 2 w, 
und 2,7 ist. Auf diese Weise haben wir anschaulich das einfachste 
Beispiel einer ,,elliptischen Funktion, d.h. einer doppeltperiodischen 
meromorphen Funktion erhalten?. 
Nach dem obigen Vorbilde kann man entsprechende Uberlegungen fiir 
die Funktionen des vorigen Paragraphen anstellen, wobei man sich aus den 
Dreiecken geeignete Rechtecke bzw. Parallelogramme zu konstruieren hat. 


§ 4, Modulfunktionen und automorphe Funktionen. 


Wir gehen nun dazu iiber, die konforme Abbildung der oberen 
Halbebene auf diejenigen regelmaBigen Gebilde zu studieren, welche 
nachst den geradlinigen Polygonen die 
einfachsten sind: die Kreisbogenpolygone. 
Der Fall des Kreisbogenzweieckes wurde 
bereits in Kap. 4, §8 besprochen. Als 
nachst einfache Figur kommt also das 
Kreisbogendreieck in Betracht und hier- 
bei wieder als einfachster Fall das gleich- 
seitig nullwinklige Dreieck. 

Wir denken uns ein solches Dreieck 
G im Einheitskreise der z-Ebene gelegen 
(vgl. Abb. 119). Dann lehrt der Rie- 

Abb. 119. mannsche Abbildungssatz, daB es eine 

analytische Funktion ¢ = f(z) gibt, welche 

im Inneren des Gebietes G definiert ist und welche dieses derart auf 

die obere ¢-Halbebene abbildet, daB den Ecken von G die drei Punkte 
0,1, co der reellen Achse entsprechen. 


1 Es sei betont, daB es sich in diesem Kapitel nur um spezielle Falle der ellip- 
tischen Funktionen handelt und da8 im allgemeinen Falle eines beliebigen Perioden- 
parallelogramms durch die elliptische Funktion keine konforme Abbildung auf die 
Halbebene geliefert wird. 
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Ohne den expliziten Ausdruck dieser Funktion zu kennen, sind wir 
mit Hilfe des Spiegelungsprinzipes imstande, ihre wesentlichen Eigen- 
schaften fast unmittelbar aus den geometrischen Beziehungen abzu- 
leiten. 

Wir bezeichnen die drei Dreiecksseiten mit I, II, III, ihre Bilder 
auf der reellen Achse bzw. mit I’, II’, III’. Spiegeln wir die ¢-Halb- 
ebene an einem der geradlinigen Stiicke I’, II’, III’, so erhalten wir 
eine langs dieses Stiickes mit der oberen Halbebene zusammenhangende 
untere Halbebene; entsprechend ergibt sich durch Spiegelung des 
Dreiecks G an der betreffenden Seite ein anliegendes, ebenfalls null- 
winkliges Kreisbogendreieck, das zwar nicht mehr gleichseitig sein wird, 
das aber wiederum dem Einheitskreise der z-Ebene einbeschrieben sein 
mu8; der Einheitskreis steht namlich auf dem Kreise, an dem gespiegelt 
wird, senkrecht, mu8 also durch die Spiegelung in einen Kreis iiber- 
gehen, der den Spiegelkreis in denselben Punkten senkrecht trifft, d.h. 
er wird in sich transformiert. Gehen wir in derselben Weise weiter, in- 
dem wir jedes in der Figur der z-Ebene vorhandene Kreisbogendreieck 
an seinen freien Seiten spiegeln und analog tber der ¢-Ebene ent- 
sprechende obere und untere Halbebenen aneinander reihen bzw. tber- 
einander schichten, so gelangen wir einerseits tiber der ¢-Ebene zu einer 
unendlich vielblattrigen Riemannschen Flache, welche ihre Verzwei- 
gungspunkte in 0, 1, co hat; andererseits erhalten wir in der z-Ebene 
eine ,,Modulfigur“, d.h. ein Netz von unendlich vielen nullwinkligen, 
dem Einheitskreise einbeschriebenen Kreisbogendreiecken, welche den 
ganzen Einheitskreis ausfiillen, indem sie sich gegen jeden Randpunkt 
anhaufen, und deren Seiten samtlich zum Einheitskreise senkrecht 
stehen. 

Diese letztere, anschaulich aus der Figur unmittelbar einleuchtende 
geometrische Tatsache beweist man folgendermafen: Wir nehmen den 
SpiegelungsprozeB derart vor, daB wir dabei stets die volle Symmetrie 
wahren. Zunachst spiegeln wir G gleichzeitig an den drei Seiten und 
gelangen so zu einem einbeschriebenen nullwinkligen Kreisbogensechs- 
eck; dieses spiegeln wir an jeder seiner sechs AuBenseiten und gelangen 
so zu einem dem Einheitskreise einbeschriebenen nullwinkligen 30-Eck, 
usw.; wir zeigen nun, daB die Kreisperipherie von den Eckpunkten 
iiberall dicht bedeckt wird. Ware y ein Bogen des Einheitskreises, 
welcher von Eckpunkten frei bliebe, so mtiBte es unendlich viele in- 
einander geschachtelte Orthogonalkreisbégen geben, welche sich uber 
dem Bogen y (bzw. einem diesen enthaltenden Bogen) des Einheits- 
kreises wolben. Diese Kreisbégen muBten gegen einen Kreisbogen kon- 
vergieren, der sich ebenfalls iitber y wélbt und mit dem Bogen y oder 
einem gréBeren Bogen des Einheitskreises ein von unseren Dreiecken 
nicht angetastetes Gebiet G* begrenzt. Dies kann jedoch nicht sein, da 
wir sicherlich zu Punkten im Inneren dieses Gebietes gelangen, wenn 


Hurwitz-Courant, Funktionentheorie, 3. Aufl. 28 
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wir das Ausgangsdreieck oder ein anderes an einem derjenigen Ortho- 
gonalkreise spiegeln, welche die Begrenzung von G* hinreichend nahe 
approximieren. Andererseits tiberdeckt das einbeschriebene nullwinklige 
n-Eck bei hinreichend groBem m das Kreisinnere beliebig genau, wenn 
die Eckpunkte bei wachsendem  hinreichend dicht legen. 

Die Funktion ¢(z) bildet nun gemaB dem Spiegelungsprinzip das 
ganze Innere des Einheitskreises der z-Ebene auf die vorher geschilderte 
Riemannsche Flache konform ab; zwei langs einer Seite zusammen- 
stoBenden Dreiecken entspricht dabei immer ein ganzes Exemplar 
der ¢-Ebene. Die Funktion ¢(z) nimmt also im Inneren des Einheits- 
kreises jeden Wert auBer 0, 1, co unendlich oft an, wahrend diese Werte 
selbst nirgends angenommen werden; auf dem ganzen Rande des Ein- 
heitskreises ist die Funktion ¢(z) singular; denn in der Umgebung jedes 
Punktes haufen sich die Kreisbogendreiecke, und es wird daher in be- 
liebiger Nahe jedes Randpunktes jeder Wert auBer 0, 1, Co unendlich 
oft angenommen, was gewiB in der Umgebung eines regularen Punktes 
nicht méglich ware. Der Einheitskreis ist also eine singulare Linie der 
Funktion ¢(z), und diese Funktion kann somit auf keine Weise tber 
diesen Kreis hinaus fortgesetzt werden, sie besitzt den Einheitskreis zur 
, natiivlichen Grenze. 

Zu den durch die historische Entwicklung der Theorie der elliptischen 
Funktionen eingebtirgerten Bezeichnungen gelangen wir, indem wir 
den Einheitskreis der z-Ebene auf die obere Halbebene einer neuen Ver- 
anderlichen t abbilden und diese Abbildung so normieren, daB die den 
Punkten 0, 1, co der reellen €-Achse entsprechenden Eckpunkte unseres 
Ausgangsdreieckes bzw. den Punkten ov, 0, 1 der t-Ebene entsprechen, 
d.h. daB man als Bild von G den in Abb. 120 dargestellten Bereich 
erhalt. Die Funktion, welche diesen Bereich auf die obere ¢-Halbebene 
abbildet, bezeichnen wir mit x?(z). 

Sodann teilen wir das nullwinkelige Dreieck der Abb. 120 durch 
seine ,,Hdhen“ in 6 Teildreiecke (vgl. Abb. 121). Zum Ausgangsbereich, 
der auf die obere ¢-Halbebene abgebildet werden soll, wahlen wir nun- 
mehr den eng schraffierten! Bereich, der den Winkel + im Punkte 

Td 
p=e”» clan Winkel 5 im Punkte t = 1 +7 und den Winkel 0 in dem 


unendlich fernen dritten Eckpunkte aufweist. Normiert man die Ab- 
bildung derart, daB diesen Punkten bzw. die Werte 0, 1, oo der reellen 
¢-Achse entsprechen, so entsteht eine in der Literatur mit J (zt) be- 
zeichnete Funktion. 

Aus der Tatsache, dafS der Ausgangsbereich der Abb. 121 durch 
eine Sechsteilung des Bereiches von Abb. 120 entstanden ist, kann, 


* Die beiden anderen in der Abbildung schraffierten Bereiche gehen durch je 
zweimalige Spiegelung aus dem ersteren hervor. 
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wie hier nicht naher ausgefiihrt werden soll, geschlossen werden, daB 
zwischen den beiden Funktionen %?(t) und J(t) eine Relation besteht, 
durch die J(t) als rationale Funktion sechsten Grades von x2 aus- 
gedriickt wird; diese lautet: 


aul les ges aNe 
27 #4 (1 — x2)2 


ee 


Die beiden Funktionen J und x? sind es insbesondere, welche man 
als ,,Modulfunktionen“ bezeichnet. In Anlehnung an diesen Namen 


(0) Geo) 


Abb. 120. Abb. 121. 


wollen wir hinfort die auf S. 433 geschilderte Riemannsche Flache 
iiber der ¢-Ebene kurz die ,,Moduljfldche nennen. 

Auch die wichtigste Eigenschaft der Modulfunktionen ergibt sich 
direkt aus der geometrischen Betrachtung. Einer geraden Anzahl von 
Spiegelungen der oberen J- bzw. x%?-Halbebene, durch die man also zu 
den Ausgangswerten zuriickkehrt, entspricht namlich eine gewisse 
lineare Transformation der Variablen t. Man drtickt dies dadurch aus, 
da8 man sagt: die Modulfunktionen gestatten lineare Transformationen 
in sich. Wir erhalten alle derartigen linearen Transformationen einer 
Modulfunktion in sich, indem wir auf alle méglichen Weisen eine gerade 
Anzahl von Spiegelungen unserer Dreiecksfigur aneinanderreihen. Die 
Gesamtheit dieser Transformationen bildet eine Gruppe. Dabei verstehen 
wir unter einer Gruppe von Transformationen eine Gesamtheit von 
Transformationen, die mit jeder Transformation auch ihre inverse ent- 
halt und insbesondere so beschaffen ist, daB die Zusammensetzung 

28* 
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zweier Transformationen wieder eine Transformation dieser Gesamt- 
heit ist}. 

Man nennt solche eindeutige Funktionen einer Veranderlichen, 
welche sich bei einer Gruppe linearer Transformationen dieser Verander- 
lichen nicht andern, automorphe Funktionen. Die Modulfunktionen sind 
nachst den elliptischen Funktionen das einfachste nicht elementare 
Beispiel dieser fiir die héhere Funktionentheorie wichtigen Funktionen- 
klasse. 

Weitere automorphe Funktionen kénnen wir auf ahnlichem Wege 
erhalten, indem wir von allgemeineren Kreisbogenpolygonen ausgehen. 
Nehmen wir ein Kreisbogenpolygon, welches bis auf die Ecken ganz im 
Innern des Einheitskreises der z-Ebene liegt, dessen Ecken entweder 
auf dem Rande oder ebenfalls im Innern liegen und dessen m Seiten 
(eventuell nach Verlangerung) samtlich den Einheitskreis senkrecht 
schneiden, so kénnen wir das Innere G des Polygons durch eine Funktion 
€(z) wiederum auf die obere ¢-Halbebene abgebildet denken, wobei den 
nm Eckpunkten gewisse 2 Punkte auf der reellen ¢-Achse entsprechen 
werden. Wir kénnen, genau wie oben bei den Modulfunktionen, durch 
fortlaufende Spiegelung des Kreisbogenpolygons an seinen Seiten bzw. 
der Halbebene an ihren geradlinigen Randstticken die Funktion ana- 
lytisch fortsetzen; dabei erhalten wir eine unendlichvielblattrige Rie- 
mannsche Flache tber der ¢-Ebene, wahrend sich in der z-Ebene un- 
endlich viele den Halbebenen der Riemannschen Flache entsprechende 
Kreisbogenpolygone aneinanderreihen; aus demselben Grunde wie 
oben missen diese Polygone samtlich ihre Seiten senkrecht zum Ein- 
heitskreise behalten; der Einheitskreis ist ,,Ovthogonalkreis“ fir die 
Funktion. 

Wir sorgen nun dafiir, daB die Figur aus Kreisbogenpolygonen, 
welche wir erhalten, zu einer einfachen Uberdeckung des Einheits- 
kreises fuhrt, und zwar so, daB dabei um jeden im Innern gelegenen Eck- 


1 Denkt man sich etwa die Abb. 121 durch Spiegelung iiber die ganze obere 
t-Halbebene fortgesetzt, so erkennt man’, da® diese ganze Einteilung der Halb- 


ebene in sich tibergeht, wenn man hierauf die Substitution t’ = t + 1 odert’ = — = 


austibt. Diese Substitutionen sind spezielle Falle der als ,, Modulsubstitutionen“ 
bezeichneten Substitutionen 
PAM RE. + B 
yt+o 
(x, B, y, 6 ganze Zahlen, «d — By = 1). 


DaB sich samtliche Modulsubstitutionen durch wiederholte Zusammensetzung 
der beiden oben genannten erzeugen lassen, ist eine Tatsache, auf deren Beweis 
wir hier nicht eingehen kénnen. 

Zur Theorie der Modulfunktionen tiberhaupt sei insbesondere auf das Werk 
von KLEIN und FRICKE: Vorlesungen tiber die Theorie der elliptischen Modul- 
funktionen (2 Bde., Leipzig 1890 und 1892), hingewiesen. 


§ 4. Modulfunktionen und automorphe Funktionen. 437 


punkt eine gerade Anzahl von Polygonen liegt; zu diesem Zwecke 

mussen wir die Winkel zwischen den aneinanderstoBenden Seiten des 
4 at Ut . 

n-Ecks als von der Form—, —, ...,— annehmen, wobei 71, 72,...,7n 


. 1 oe 
nattirliche Zahlen oder oo sind. Als Beispiel ist in der Abb. 122 der 
Fall n= 3, 1 =2, r2=7, rz = 3 gezeichnet. Eine nahere, hier zu 
ubergehende, elementargeometrische Diskussion ergibt, daB die so 
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Abb. 122. 


entstehenden Polygone dann zu einer einfachen und liickenlosen Uber- 
deckung des Einheitskreises fiihren, wobei sie sich gegen jeden Rand- 
punkt dieses ,,Grenzkreises‘‘ haufen. Ohne weiteres erkennen wir, daB 
die so gewonnene Funktion ¢(z) wieder eine eindeutige automorphe 
Funktion von z ist. Denn jede Umkreisung eines Verzweigungspunktes 
in der z-Ebene ist Aquivalent mit einer geraden Anzahl von Spiegelungen ; 
einer zweimaligen Spiegelung aber entspricht Riickkehr zum Ausgangs- 
wert ¢. Sodann liefert in der z-Ebene eine zweimalige Spiegelung eine 


lineare Transformation 2’ = et , und es wird somit 
(2) = C2). 


Genau wie bei der Modulfunktion besitzt also unsere Funktion ¢(2) 
eine Gruppe linearer Transformationen, bei welchen die Funktion nicht 
geandert wird. Auf ein genaueres Studium dieser Funktionen, welches 
ein Eingehen auf die Eigenschaften der geometrisch gelieferten Trans- 
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formationsgruppe erfordert, miissen wir hier verzichten; der Leser findet 
eine ausfiihrliche Darstellung in der Monographie von FRICKE-KLEIN: 


,,Vorlesungen tiber die Theorie der automorphen Funktionen?. 


§ 5. Der Picardsche Satz. 


Auf der Existenz der Modulfunktionen beruht der folgende Beweis 
des Picardschen Satzes. Dieser Satz stellt eine Verscharfung des in 
Kap. 4, §1 genannten WeierstraBschen Satzes dar und besagt: Jede 
ganze Funktion, welche keine Konstante ist, nimmt beliebige vorgeschriebene 
Werte hichstens mit einer Ausnahme an. 

DaB eine solche Ausnahme méglich ist, lehrt das Beispiel der Ex- 
ponentialfunktion, welche nirgends verschwindet. 

Zum Beweise des Picardschen Satzes nehmen wir an, eine ganze 
transzendente2 Funktion G(s) nahme zwei verschiedene Werte, etwa 
G(s) —a 
ite 
zendente Funktion, welche die Werte 0 und 1 nicht annimmt; den 
Wert oo nimmt sie nach der tiber G(s) gemachten Voraussetzung nicht 
an, da sie tiberall im Endlichen regular ist. Es sei € = x?(t) = m(z) die 
im vorigen Paragraphen definierte Modulfunktion, welche den Ein- 
heitskreis der z-Ebene auf die Modulflache tiber der €-Ebene abbildet. 
Wir betrachten die unendlich vieldeutige Umkehrfunktion z (¢). Ist so 
ein beliebiger endlicher Punkt, so ist g (sy) nach Voraussetzung von 0, 
1 und ©09 verschieden, demnach die Funktion z (¢) im Punkte ¢ = g (59) 
regular und zwar unendlich vieldeutig. Wir denken irgend einen in der 
Umgebung von ¢ = g (sg) eindeutigen Zweig der Funktion z (¢) heraus- 
gegriffen und ordnen die zugehérigen Werte von ¢ ihrerseits vermége 
der Funktion ¢ = g(s) den Punkten einer Umgebung von s = Sp zu. 
Das so entstandene Funktionselement T (s) = z (g (s)) 14Bt sich vom 
Punkte s = sy aus langs jedes beliebigen im Endlichen verlaufenden 
Weges analytisch fortsetzen, da die ganze Funktion g (s) die Werte 0, 
1 und © vermeidet; zugleich sieht man, daB die durch alle méglichen 
Fortsetzungen entstehende Funktion T (s) an jeder endlichen Stelle s 
die Eigenschaft behalt, einem der unendlich vielen Werte von z (g (s)) 
gleich zu sein. Nach dem Monodromiesatz (Kap.5, § 1) ist T (s) in der Um- 
gebung jeder endlichen Stelle s eindeutig. Mithin muB T(s) wieder eine 
ganze Funktion sein. Nun liegen aber alle Funktionswerte T (s) = z (g(s)) 
dieser Funktion im Einheitskreise |T | <1; also mu8 diese Funktion 


G =a und G= 6 nicht an; dann ist g(s) = eine ganze trans- 


1 2 Bde., Leipzig 1897 und 1912. Ebenso sei auf die Originalarbeiten von 
H. Poincaré und F. Kiern (Porncart, CEuvres Bad. 2; Kein, Ges. math. Abh. 
Bd. 3) hingewiesen. Auch in Kap. 9 werden wir uns noch mit diesen Funktionen zu 
beschaftigen haben. 


2 Von einer ganzen rationalen Funktion wird nach dem Fundamentalsatz der 
Algebra jeder Wert angenommen. 
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nach dem Satze von LiouvILLE (Kap. 3, § 2) eine Konstante sein, was 
offenbar nur méglich ist, wenn auch der Wert des Argumentes g(s) eine 
Konstante ist. Damit haben wir den Picardschen Satz bewiesen!. 


§ 6. Anderer Beweis des Picardschen Satzes. 
Die Satze von Schottky und Landau. 


Wichtige Folgerungen aus der Existenz der Modulfunktionen sind 
auch die Satze von SCHOTTKY und LANDAU, aus denen sich unter anderem 
wieder der Picardsche Satz ergibt. 

Der Satz von ScHotrKy gehért zu der Klasse der in Kap. 6, §7 
charakterisierten Verzerrungssatze und lautet: Die Menge aller im Kreise 
|z| < R reguliren Funktionen ¢ = f(z), die in diesem Kreise die Werte 0 
und 1 nicht annehmen und im Nullpunkt den vorgegebenen Wert fy 
haben, 1st in jedem Kreis |z|< Ri < R gleichmaBig beschrankt. 

Es bedeute ¢-= ¢ (¢) die Umkehrung der im Sinne von § 4 gebildeten 
Modulfunktion ¢ = m (#). Analog zu dem Verfahren von § 5 ordne man 
zunachst dem Nullpunkt der z-Ebene irgend einen der unendlich vielen 
Werte von ¢ (€,) zu und erzeuge hieraus durch analytische Fortsetzung 
eine Funktion von der Gestalt T (2) =? (f (z)). Da f(z) im Kreise 
|z| <R nirgends die Werte 0, 1, co annimmt, so ist die analytische 
Fortsetzung langs jedes ganz im Kreise | z| < R verlaufenden Weges 
moglich. Die hierdurch den Punkten dieses Kreises zugeordneten Funk- 
tionswerte liegen im Innern des Einheitskreises; aus dem Monodromie- 
satz folgt zugleich, daB die entstandene Funktion TJ (z) im Kreise 
| z| < R eindeutig ist. Das Lindeléfsche Prinzip (Kap. 6, § 7) lehrt nun, 
daB nach Vorgabe der Zahl ¢) und des dazu ausgewahlten Wertes von 
t (fo) zu dem Kreise | z| < R, ein bestimmtes (den Punkt ¢ (9) ent- 
haltendes) abgeschlossenes Teilgebiet H, des Einheitskreises existiert, 
das fiir alle zugelassenen Funktionen f(z) die Bilder T (z) der samt- 
lichen Punkte aus | z| < R, aufnimmt, wenn nur jedesmal zur Bildung 
der Funktion T (z) = ¢ (f (z)) derselbe Ausgangswert T (0) = ¢ (C9) be- 
nutzt wurde. Die den Punkten ¢ von H, entsprechenden Punkte ¢ = m (#) 
bilden in der ¢-Ebene ein abgeschlossenes Gebiet, welches die Punkte 


1 Bei diesem Beweise werden von der Funktion z(¢) nur die folgenden Figen- 
schaften gebraucht: 

1. Es gibt eine von 0, 1, OO verschiedene Stelle €, in deren Umgebung 2(¢) 
eindeutig und regular ist. 

2. Beschreibt man von ¢, aus irgendeinen Weg, der nur die Punkte 0, 1, CO 
vermeidet, so ist z(¢) langs dieses Weges unbeschrankt fortsetzbar; insbesondere 
ist also jeder Zweig von z(¢) in der Umgebung jedes durch Fortsetzung erreichten 
Punktes eindeutig regular. 

3. Die Werte, die z(¢) annimmt, liegen in einem Bereiche der z-Ebene, der 
einen Teil derselben frei laBt. 

4. z(¢) ist keine Konstante. 
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0, 1, © nicht enthalt und daher beschrankt ist; andrerseits stellen sie 
genau die Gesamtheit der Werte ¢ dar, die vermége der Funktion 
¢ = f(z) den Punkten des Kreises | z| < R, entsprechen, unabhangig 
von der speziellen Wahl der Funktion f (z). Damit ist der Schottkysche 
Satz bewiesen. 

An den Schottkyschen Satz schlieBen wir noch einige wichtige 
Folgerungen an. 

Ist die Funktion — 

fle) = ay + yz + age? + 

im Kreise | z| <1 regular und ist 0 < @ <1, so folgt zunachst aus der 
Cauchyschen Integralformel fiir die Ableitung aus Kap. 2, §7, (6): 


2a 
Lp floes) 
t=] (0) =4-] 2 dq, 
0) 


ep 
Zia 
GO, t= Man f (ey: 
i 1 tae Q breathe) 


Wird nun f (z) im Kreis | z | <1 von 0 und 1 verschieden vorausgesetzt, 
so hat uns der Schottkysche Satz gelehrt, daB Max | f (z) | unterhalb 


|z|=e 
einer nur von a) = f (0) und von @ abhangigen Schranke 0 (dg, @) liegt. 
Es folgt also weiter: 


|a,|< ) = 0, (a,0). 


Ist nun die Funktion /(z) nicht mehr im Kreise | z | < 1, sondern im 
Kreise |z| << R (R>0) als regular und von 0 und 1 verschieden 
vorausgesetzt, so wird die Funktion 


g(2) = f(R2) =a, +a,Rz4°:: 
im Kreise | z| <1 regular und von 0 und 1 verschieden sein. Ist tiber- 


dies a, == 0, so lehrt das vorige Ergebnis, auf die Funktion g(z) an- 
gewandt, daB fir 0 <9 <1 


|a,R| <= O, (a, 0), 
(1) Ris O, (4, @) 
eal 
ist. Diese Abschatzung fiir den Radius des Regularitatskreises | z| < R 
hangt nur von den Anfangskoeffizienten a) und a, wesentlich ab, da 0 


O(a, @ 
Q 


willkiirlich ist. Bezeichnen wir z. B. fiir 9 = ; die rechte Seite von (1) 
mit @, (a, a), so haben wir den Satz von LANDAU: 


Sind ag und a, komplexe Zahlen und ist a, +0, so gibt es eine allein 
VON a und a, abhiingige positive Zahl O, = O, (ay, ay) mit folgender 
Eigenschaft: Ist R> O, und 


B (2) = ay + yz + age? fers 
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eine beliebige Potenzrethe mit den ersten Koeffizienten ay, a,, so ist ent- 
weder f(z) nicht 1m ganzen Kreise | z| < R konvergent, oder die durch 
% (z) dargestellte Funktion wird in diesem Kreise mindestens an einer 
Stelle gleich 0 oder 1. 


Hieraus ergibt sich nun auf einfachem Wege ein neuer Beweis des 
Picardschen Satzes. Gabe es eine ganze Funktion f (2) = ay) + a,z +°°- 
mit a, + 0, die nirgends den Wert 0 oder 1 annaihme, so folgte aus 
dem Landauschen Satze, daB die Potenzreihe ay + a,z-+:-: nicht 
uberall konvergent ware, gegen die Voraussetzung. Jede ganze 
Funktion, deren Ableitung im Nullpunkt nicht verschwindet, mu8 
also irgendwo den Wert 0 oder 1 annehmen. 

Da man jeden beliebigen Punkt durch eine Verschiebung in den 
Nullpunkt bringen kann, so geniigt es, vorauszusetzen, daB die Ab- 
leitung /’(z) in irgendeinem Punkte der Ebene nicht verschwindet, d. h. 
daB f(z) keine Konstante ist. 

SchlieBlich kénnen die Zahlen 0 und 1 noch durch irgend zwei von- 
einander verschiedene Gréfen x und A ersetzt werden; denn mit /(z) 
ist auch die Funktion g (z) = ed 
stant, und) aus, ¢(2) == 0 oder g(z) =I folgt f(z) =«% bzw, f(z) =. 
Das hiermit gewonnene Ergebnis ist gerade der Picardsche Satz. 


(vgl. §5) ganz und nicht kon- 


§ 7. Die Abbildungsfunktionen von Kreisbogenpolygonen 
als Lésung von Differentialgleichungen. 


Wahrend wir die Funktionen z = @(¢), welche die konforme Ab- 
bildung eines geradlinigen Polygons der z-Ebene auf die obere ¢-Halb- 
ebene liefern, explizite darstellen konnten, ist dasselbe Ziel bei all- 
gemeinen Kreisbogenpolygonen noch keineswegs erreicht. Wir wollen 
hier nur in Kiirze zeigen, daB diese Funktionen gewissen Differential- 
gleichungen geniigen, welche wir auf Grund der geometrischen Angaben 
aufstellen kénnen und welche umgekehrt fiir die fragliche konforme 
‘Abbildung charakteristisch sind. In diesen Differentialgleichungen, 
deren Integration ja stets, nétigenfalls durch Potenzreihenentwicklung, 
zu bewerkstelligen ist, hat man dann den Ersatz fiir die formelmaBige 
Darstellung der Abbildungsfunktionen zu erblicken. 

Um zu diesen Differentialgleichungen zu gelangen, kniipfen wir an 
die Betrachtungen von § 1 an; wir denken uns das Kreisbogenpolygon II 
mit den Winkeln «, 2, &,%, ..., &,% konform auf die obere ¢-Halb- 
ebene abgebildet, wobei den Ecken sukzessive die Punkte ay, ay, ..., @ 
der reellen Achse entsprechen mégen. Die konforme Abbildung 1laBt 
sich nun nach dem Spiegelungsprinzip unbegrenzt fortsetzen, wobei 
man nach einer geraden Anzahl von Spiegelungen tiber der ¢-Ebene 
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immer wieder zum selben Werte € gelangt, wahrend dieser Operation 
in der z-Ebene eine lineare Transformation 

a 2 + 
(1) ae ye+ 5 
entspricht. Selbst wenn sich also die Doppelpolygonfigur iiber der 
z-Ebene nicht schlieBt, wenn also ¢(z) keine eindeutige Funktion ist, 
so behalt sie doch den durch die Gleichungen € (z*) = ¢ (2) ausgedriickten 
automorphen Charakter; man pflegt z(¢) eine linear-polymorphe Funk- 
tion zu nennen. Diese ,,lineare Polymorphie“ lat sich folgendermaBen 
erklaren: Die Funktion z(f) ist auBer fiir C = ay, ag, ..., A, 1m der Um- 
gebung jedes Punktes der €-Ebene eindeutig und nirgends wesentlich sin- 
guliy; umléuft der Punkt € einen der Punkte a,, so erfahrt z eine lineare 
Substitution. 

Aus dieser Eigenschaft folgt leicht, daB z die Losung einer gewissen 
Differentialgleichung dritter Ordnung sein mu8. Um diese zu erhalten, 
wollen wir einen Differentialausdruck [z]- fiir eine willkiirliche ana- 
lytische Funktion z von € herstellen, welcher gegentiber allen linearen 
Transformationen von z invariant ist, d. h. bei Definition von z* durch 


(1) der Relation [z*]. = [2]. gentigt, ebenso wie der Ausdruck 2’ gegen 
sgl < 


die Transformation z* = z + 8, der Ausdruck =; gegen die Transfor- 


mation z* = «z + 6 invariant ist1. 
Um den fraglichen Differentialausdruck zu erhalten, differenzieren 
wir die Relation 


2*-(yz + 6) =az+ 8 
dreimal und finden so die Gleichungen 
(ea) Oe ee ea), 
Vigte) = 02" =e == 0, 
y (2 2) Ook a 2h =i), 
aus welchen sich durch Elimination der Konstanten y, 6, « ergibt: 
(2™ 2)" gt Z 
(zRa\e pall ee = 0, 
Ce ERSTE ee 
eine Gleichung, die nach einfacher Umformung die Gestalt 
Pea */7 mt uw 
gee cc ee 


annimmt; wir haben demnach in dem Ausdruck 


9 2’ gilt —— 32/72 


Fees apyTn oo 


1 Hierbei bedeuten « und f beliebige Konstanten (x + 0). 
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einen Differentialausdruck dritter Ordnung mit der gesuchten In- 
varianzeigenschaft, den man in der Literatur mit dem Namen ,,Schwarz- 
scher Differentialparameter“ bezeichnet findet, wenngleich er schon vor 
SCHWARZ bei LAGRANGE und anderen Autoren vorkommt}?, 

Nunmehr verstehen wir unter z= @(¢) unsere linear-polymorphe 
Funktion; der fiir sie gebildete Schwarzsche Differentialparameter ver- 
halt sich in der ganzen ¢-Ebene eindeutig, da eine gerade Anzahl von 
Spiegelungen der ¢-Halbebene nur eine lineare Substitution fiir z = (0) 
bedeutet, also den Ausdruck [z]- unverandert la8t. Wie in § 1 kann man 
aus der Voraussetzung der Konformitat der Abbildung (unter der An- 
nahme, da der Ausgangszweig z(¢) in der oberen Halbebene keinen 
Pol hat) mit Hilfe des Spiegelungsprinzipes schlieBen, daB [z]- nur in 
den Punkten a, a, ..., @, singular werden kann. Wir behaupten, daB 
diese Singularitaten Pole sein mtissen. Ohne Beschrankung der All- 


gemeinheit kénnen wir a, = 0, lim q(¢) = 0 annehmen. Es sei zunachst 
¢>0 
1 


a, > 0. Durch die Substitution ¢ = 2" wird ein gestreckter Winkel mit 
dem Scheitel im Punkte ¢ = 0 auf einen gestreckten Winkel bei € = 0 
abgebildet, so daB ¢ sich nach dem Spiegelungsprinzip in der Umgebung 
von € = 0 als umkehrbar eindeutige Funktion von ¢ ergibt, also, mit 
Riicksicht auf die einfache Nullstelle bei € = 0, eine Entwicklung 


t=cC(l+c¢,64-::) 
besitzen muB, wo c eine Konstante =: 0 bedeutet. Es ist also auch 
geet Cl ott + 0% Cb), 


wo c* +0. Hieraus erhalt man ftir den Schwarzschen Differential- 
parameter 
== eae 


[a = Fat (lt ao +--+). 


Dieser Ausdruck bleibt aber auch giiltig, wenn «, = 0 ist. Dann 
erhalt man namlich die Entwicklung z = ae (leer * ya die tur [2], 


denselben Ausdruck ergibt. 

Damit haben wir bewiesen, da8B die Singularitaten von [z]- nur Pole 
sind, und haben zugleich den Hauptteil der Funktion an einem solchen 
Pole angegeben. Da die Funktion [z]- also bis auf endlich viele Pole 
iiberall in der ¢-Ebene regular und eindeutig ist, so muB sie eine rationale 


1 H. A. Scuwarz hat in seiner grundlegenden Arbeit ,,Uber diejenigen Falle, 
in welchen die GauBische hypergeometrische Reihe eine algebraische Funktion ... 
darstellt'’ die Bedeutung dieses Ausdruckes erst zur rechten Geltung gebracht 
(vgl. H. A. ScHwarz: Ges. Math. Abh. Bd. 2, S. 211 ff.). 
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Funktion sein. Wir haben also das Resultat: Jede linear-polymorphe 
Funktion z(C) geniigt einer Differentialgleichung dritter Ordnung 


(2) [2], = R(¢), 


wobei R(f) eine rationale Funktion von € 1st. 

Die Differentialgleichung (2) hat die bemerkenswerte Eigenschaft, 
da8 man ihre samtlichen Lésungen kennt, wenn man eine von ihnen 
besitzt. Aus dem Vorangehenden ergibt sich namlich unmittelbar, daB 
jedé lineare Funktion einer Lésung z von (2) wieder eine Lésung ist; 
da umgekehrt diese lineare Funktion drei willkiirliche Konstanten ent- 
halt, so gewinnen wir auf diese Art auch das allgemeine Integral der 
Differentialgleichung (2). 

Die Theorie dieser Differentialgleichung ist aufs engste verknipft 
mit der Lehre von den linearen homogenen Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung mit rationalen Koeffizienten. Eine Lésung der Differential- 
gleichung (2) laBt sich auf mannigfache Weise auffassen als Quotient 
zweier partikularer Integrale solcher linearer Differentialgleichungen, 
und umgekehrt gentigt der Quotient zweier linear unabhangiger L6- 
sungen einer linearen homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
einer Gleichung vom Typus (2). Insbesondere fiihrt der Fall n = 3 auf 
die hypergeometrische Differentialgleichung. 


Handelt es sich speziell um die Funktionen der Kreisbogendretecke, 
d.h. um die Funktionen, welche ein Kreisbogendreieck der Winkel 
O17, 7%, &3% auf die obere ¢-Halbebene abbilden, so erhalt man fiir 
den mit einer solchen Funktion z = z(¢) gebildeten Schwarzschen Dif- 
ferentialparameter auf Grund einer leicht durchfiihrbaren Bestimmung 
der Konstanten den Ausdruck: 


= (1 — a?) (a, — a5) (a, — as) 4 (1 — a9?) (a, — ag) (ag — ay) 
$ 2(¢ — a,)? (¢ — a) (€ — 4s) 2(f — ay)? (€ — a3) (¢ — a4) 
on (1 — a 5%) (@3 — a4) (@3 — aq) 

2(¢ — ag)? ( — ay) (€ — Gy)’ 


wobei a, a, a3; die auf der reellen ¢-Achse gelegenen Bildpunkte der 
Ecken des Kreisbogendreiecks darstellen. Normiert man die Abbildung 
insbesondere so, daB a, = 0, a, =1, az = © wird, so ergibt sich 
hieraus 

1—«,? 


1 — «,? a7 + a? — a" — 1 


(¢ — 1)? 2 OG) 


Wahlt man insbesondere a = «, = «%; = 0, so erhalt man die Diffe- 
rentialgleichung der in § 4 definierten Modulfunktion x?(z) 


Lae 1 
2 (2 — 1)? 9 Dxe2 (oe? — 1) - 


] 
[7], a= axa + 
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1 : F ; 
> |. a%; = 0, so ergibt sich fiir die zu- 
gehérige Funktion t=1t(J), d.h. fiir die Abbildungsfunktion des 
sechsten Teiles des vorigen Bereiches, 
rises 3 23 
u= opt ago BUD 

Auf diese wichtigen und schénen Zusammenhange kann hier nur 

hingewiesen werden!?. 


Setzt man dagegen «, = 


Achtes Kapitel. 


Die Verallgemeinerung des Riemannschen 
Abbildungssatzes. Das Dirichletsche 
Prinzip. 

Wir haben in Kap. 6 unser allgemeines Ziel, zu vorgegebenen Be- 
reichen zugeh6rige analytische Funktionen zu konstruieren, nur fiir den 
speziellen Fall schlichter einfach zusammenhangender Gebiete gelést. 
Die dort entwickelten Methoden, insbesondere das Schwarzsche alter- 
nierende Verfahren, sind zwar weitgehender Verallgemeinerungen fahig. 
Wir werden aber in diesem Kapitel, in dem wir uns der gestellten Auf- 
gabe in ihrer vollen Allgemeinheit zuwenden, von vornherein einen 
ganz anderen, von den Resultaten des Kap. 6 unabhangigen Weg ein- 
schlagen, der sich enger an den urspriinglichen Ansatz RIEMANNs an- 
schlieBt und von RIEMANN mit dem Worte ,,Dirichletsches Prinzip“ 
bezeichnet worden ist. Diese Methode beruht wesentlich auf potential- 
theoretischen Gedanken und hangt auf das engste mit anschaulichen Vor- 
stellungen von Str6mungsvorgangen zusammen. Den einzuschlagenden 
Weg kennzeichnen wir zunachst unter der vereinfachenden Annahme, daB 
es sich um ein schlichtes Gebiet handelt, werden aber dann unseren 
Existenzbeweis unter den allgemeinsten Voraussetzungen durchfuhren. 


§ 1. Heuristische Betrachtungen. Schlitzbereiche. 


Um zu einem zweckmaBigen Ansatz fiir die Untersuchung unserer 
Fragestellungen zu gelangen, wollen wir uns durch die anschauliche 
Vorstellung einer Strémung leiten lassen. Wir setzen der Einfachheit 


1 Der Leser findet Naheres z. B. in dem Werk von F. Kiern: Vorlesungen 
iiber das Ikosaeder (Leipzig 1884), sowie in den autographierten Vorlesungen 
,Ausgewahlte Kapitel aus der Theorie der linearen Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung’’ (Géttingen 1891) und ,,Uber die hypergeometrische Funktion“ 
(Gottingen 1894). Ausfiihrliche Literaturangaben finden sich in den Enzyklopadie- 
artikeln von R. Fricke II B3 und II B4. Uber die soeben beriihrten Fragen bei 
den Dreiecksfunktionen (dort iibrigens als ,,Schwarzsche s-Funktionen“ s (a, B, 7; J) 
bezeichnet) vgl. insbesondere das Kapitel III des ersten Bandes der bereits 
S. 436 genannten Monographie von Kiern und Fricke tiber Modulfunktionen. 
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wegen voraus, daB das Gebiet G, welches der Trager unserer zwei- 
dimensionalen Strémung sein soll, ein schlichtes von endlich vielen 
stiickweise glatten Kurven begrenztes Gebiet ist; die Stromung denken 
wir uns erzeugt, indem wir in einem Punkte vonG, etwa dem Punkte O 
mit den Koordinaten x = 0, y = 0, eine Doppelquelle anbringen; das 


. . . - x 
Potential u(x, y) der Strémung mége in O etwa die Singularitat aces 


besitzen, also das konjugierte Potential v(x, y) die Singularitat re 


Die Strémung muB langs der Kurven v = konst. erfolgen, indem 
sie aus der Doppelquelle in O parallel zur x-Achse austritt und wieder 
dorthin in derselben Richtung zuriickkehrt, wie das in Abb. 91 auf 
S. 344 gekennzeichnet ist. Langs einer geschlossenen Kurve v = konst., 
welche keinen Kreuzungspunkt enthalt, werden sich die Werte von u 
monoton von — oo bis + oo andern, wenn wir von O ausgehend zu 
O zuriickkehren; denn es ist zufolge der Cauchy-Riemannschen Differen- 


tialgleichungen ae, unter s die in Richtung der Strémung ge- 


messene Bogenlange auf der Stromlinie, unter die Lange auf der nach 
der linken Seite genommenen Nor- 
malen verstanden; und da die Werte 
von v auf der einen Seite der Kurve 
v = konst. gréBer, auf der anderen 
Seite kleiner sind als diese Konstante, 


du... 
so hat Fis langs der ganzen Kurve 


v = konst. dasselbe Vorzeichen. 

Es ist nun ohne weiteres plau- 
sibel, daB das Bild der Stromlinien 
so aussieht, wie es in Abb. 123 fir 
den Fall eines zweifach zusammen- 
hangenden Gebietes angedeutet ist, 
d.h. daB8 keine Kreuzungspunkte 
der Strémung in G vorkommen und 
daB alle Kurven v = konst. einfach 

Abb. 123. geschlossene, durch O  gehende, 

ganz im Innern von G verlaufende 

Kurven sind, mit Ausnahme von zwei Kurven v = c, und v = c,, von 

denen jede auf eines der beiden zusammenhangenden Randstiicke von 

Gmundet und sich auf diesem gewissermaBen in zwei Stromaste spaltet, 

die in entgegengesetzter Richtung um das Randstiick herumfiihren, 

sich an einem Randpunkte wieder vereinigen und durch das Innere 
nach O gemeinsam zuriickflieBen. 

Jede Stromlinie, welche ganz im Inneren verlauft, wird durch die 
analytische Funktion € = uw + iv = f(z) auf eine volle Gerade v = konst. 
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der ¢-Ebene umkehrbar eindeutig abgebildet, wobei der Punkt O dem 
Punkte ¢ = oo entspricht; lassen wir den Wert der Konstanten von 
— oo bis + © monoton wachsen, so wird die Gerade v = konst. die 
ganze ¢-Ebene einmal tiberstreichen; nur bei den Ausnahmegeraden 
v = Cy, v = Cc, haben wir zu beachten, daB nicht ihre samtlichen Punkte 
inneren Punkten von G entsprechen; vielmehr wird zu einer gewissen 
Strecke auf der Geraden v = c, bzw. v = c, das betreffende Randstiick 
von G gehéren, so daB man also die ¢-Ebene langs zweier bzw. fiir ein 
n-fach zusammenhangendes Gebiet langs  solcher geradlinigen 
Strecken parallel zur reellen Achse aufgeschnitten denken mu8. Nennen 
wir ein solches Gebiet einen ,,geradlinigen Schlitzbereich‘, so wird also 
das Gebiet G durch die analytische Funktion ¢ = u+iv = f(z) auf 
einen solchen abgebildet. Wir heben hervor, daB diese Funktion im 
Punkte O einen einfachen Pol mit dem Residuum 1 besitzt, d.h. sich 


: I 
in der Form f(z) = >; +8 (2) darstellen laBt, wobei g(z) fiir z = 0 regular 


bleibt. Es bedarf keiner besonderen Ausfiihrung, da8 man den Quell- 
punkt auch in einem beliebigen Punkt z) hatte anbringen und dort 
Starke und Richtung der Doppelquelle beliebig vorschreiben ditirfen. 
Dem wiirde eine Abbildungsfunktion ¢ = f(z) entsprechen, welche in 
der Umgebung von z = 2 die Form hat 


led 


f(z) = + g (2), 


Z— & 


wobei « eine beliebige reelle oder komplexe Konstante und g(z) eine 
fiir z = 2% regulare Funktion bedeutet. 


Fiiy den Fall eines einfach zusammenhdngenden Gebietes enthdlt dies 
den Riemannschen Abbildungssatz; denn wenn G nicht aus der ganzen 
oder punktierten z-Ebene besteht, so kénnen wir also G auf die mit 
einem geradlinigen Schlitz versehene ¢-Ebene konform abbilden; wir 
kénnen den Schlitz durch eine lineare Transformation in die Strecke 
0 <u < oo der u-Achse verlegt denken und bilden dann diese ge- 


schlitzte Ebene durch die Funktion ¢, = )¢ auf die obere ¢,-Halbebene 
ab, was ja gleichbedeutend mit der Abbildung auf den Einheits- 
kreis ist. 

Anstatt die Stromung im Gebiete G durch eine Doppelquelle zu 
erzeugen, kénnen wir auch andere Strémungen betrachten, z. B. eine 
solche, die durch zwei in den Punkten z und z, angebrachte logarith- 
mische Quellpunkte von entgegengesetzt gleicher Starke oder durch 
zwei Wirbel in diesen Punkten von entgegengesetzter Richtung und 
absolut gleicher Starke oder auch durch eine in einem Punkte 2 an- 
gebrachte Quelle von héherer als erster Ordnung erzeugt wird. Solchen 
Strémungen wiirden analytische Funktionen entsprechen, welche sich 
in G bis auf die Punkte 2), 2, (bzw. %) regular verhalten und deren 


‘. 
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Singularitat durch einen Ausdruck 


= ' = 1 
EON der slog = oder 


=a WEAN, 
Z— 2, eee (2 — 29)? 


log 


geliefert wird. 

Es wird nun unsere Aufgabe sein, die vorausgehenden Betrach- 
tungen durch eine mathematische Theorie zu ersetzen und insbesondere 
die Existenz der oben rein heuristisch eingefithrten Potentialfunktionen, die 
wir von nun anals ,,Stvémungspotentiale“ bezeichnen wollen, zu bewelsen. 

Um zu einem zweckmafigen Ansatz zu gelangen, bedtrfen wir der 
Betrachtung gewisser tiber das Gebiet G erstreckter Integrale, welche 
uns den Betrag der Energie einer solchen Strémung liefern. Ist (x,y) 
das Geschwindigkeitspotential einer Strémung, so wird ihre kinetische 
Energie bis auf einen von g unabhangigen Faktor fir ein Teilgebiet B 
von G durch das Integral 

JS pe? + gy?) dx dy 
gegeben; der gewiinschte Ansatz wird darauf beruhen, daB wir ver- 
suchen, Ausdriicke dieser Form unter passend gewahlten Bedingungen 
zu einem Minimum zu machen. Der Formulierung dieses Minimum- 


problems schicken wir im nachsten Paragraphen einige Betrachtungen 
uber derartige Integrale voraus. 


§ 2. Das Dirichletsche Integral und die Greensche Formel. 


Ist B ein beliebiges schlichtes Gebiet, so bezeichnen wir den Ausdruck 
(1) Dig] = Dalel=SJ (p22 + yy?) dedy 


als das ,,Dirichletsche Integral“ von g tber B;1 hierbei ist p(x, y) 
irgend eine reelle Funktion der rechtwinkligen Koordinaten x, y, fir 
welche dieses Doppelintegral existiert. Wenn der Integrand nicht im 
Gebiete B mit EinschluB des Randes stetig ist oder wenn B den unend- 
lich fernen Punkt enthalt, so muB dabei das Integral als uneigentliches 
Integral aufgefaBt werden ?. 


1 Den Index zur Bezeichnung des Integrationsgebietes lassen wir weg, wenn 
kein MiBverstandnis zu befiirchten ist. 

* Dieses kann hier folgendermaBen definiert werden: Es sei B’ irgend ein 
abgeschlossener Teilbereich von B oder eine aus mehreren solchen Teilbereichen 
bestehende Punktmenge. Ist f(x, y) eine in B nirgends negative Funktion, so ver- 
stehen wir SM eles y)dxdy die obere Grenze der Werte aller Integrale 


VERE? y)dady fir alle in Betracht kommenden Punktmengen B’. Nimmt die 
7 


Funktion /(v, y) dagegen auch negative Werte an, so zerlegen wir sie in eineSumme 
f=f*+f**, wo f* an allen Stellen mit f iibereinstimmt, an denen jp ze) IS, 
sonst aber gleich Null gesetzt wird, wahrend /** die entsprechende Bedeutung fiir 


die Stellen mit f < 0 besitzt. Unter if Sf (¥, y)dxdy verstehen wir jetzt die Differenz 
B 


der Integrale von /* und — /**, 
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Bei Einfithrung von Polarkoordinaten 7, # nimmt das Dirichletsche 
Integral die Form 


2) Dig] = = (Pe + 5a Po?) 1dr dd 


an. 

Das Dirichletsche Integral ist gegen konforme Abbildung invariant, 
d.h. bei konformer Abbildung des Gebietes B auf ein Gebiet B* durch 
die Funktion ¢ = f(z) = f(x +7y) =u + iv gilt fiir jede Funktion g, 
fiir welche die betreffenden Integrale einen Sinn haben, 


: SS (po? + py?) dxdy = J fig? + y,2) dude. 
B B 
Wegen der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen haben wir 
amlich 
Pea Po + Py? = (Pu? + Py") (Ug? + Uy’) . 


Andererseits ist u,? + u,? = u,v, — U,V, gerade die Funktionaldetermi- 
nante von 4, v nach x, y und nicht negativ : somit gilt in der Tat nach 
dem bekannten Satze der Integralrechnung iiber Transformation von 
Doppelintegralen die obige Relation. 

Setzen wir speziell m = u, so erhalten wir 


D{[u] = SS ire \Paxdy— =I Janay. 


Das Dirichletsche Integral einer Potentialfunktion w tiber ein Gebiet B 
stellt also den Flacheninhalt! des durch die analytische Funktion 
€ =u-+4zv erzeugten Bildbereiches B* von B dar. 

Offenbar bleibt das Dirichletsche Integral auch bei einer konformen 
Abbildung des Gebietes mit Umlegung der Winkel invariant, wie z. B. 
bei der Spiegelung an einer Geraden oder einem Kreise. 

Fihren wir weiter die Abktrzung 


(3) Digs vl =JS ee ¥e + ys) dedy 
ein, so gilt bei konstantem A und yw die Identitat 
(4) DiAg + py] =D] + 2AuD[p,y) + W Dy. 


Da D[Ag + py] eine nicht negative homogene quadratische Funk- 
tion von A und yp ist, folgt 
(5) Dig, pP SD[plD ly, 
wobei natiirlich tiberall vorausgesetzt ist, da die betreffenden Integrale 
iiberhaupt Sinn haben. Aus (5) folgt sofort, daB die Existenz von D[@] 
und D[y] die von D[q, y] nach sich zieht. 

Der Ausdruck D[q, yp] ist ebenfalls gegentiber konformer Abbildung 
invariant, wie man entweder wie oben bei D[q] erkennt oder der Identi- 
tat (4) entnimmt. 


1 Vgl. Kap. 2, § 8. 


Hurwitz-Courant, Funktionentheorie, 3, Aufl. 29 
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Endlich werden wir im folgenden von einer einfachen Umformung des 
Integrales D[p, py] Gebrauch machen, welche man als ,,Greensche Formel‘ 
bezeichnet. 

Wir setzen voraus, daB das Gebiet B von endlich vielen sttick- 
weise glatten Kurvenbégen begrenzt wird. Es sei p eine im ganzen Ge- 
biete stetige und mit stiickweise stetigen+ Ableitungen versehene Funk- 
tion. Es sei ferner y eine Funktion, die einschlieBlich des Randes mit 


: Cenc : Oa 
ihren ersten und zweiten Ableitungen stetig ist, und es bezeichne 5 die 


Differentiation nach der inneren Normalen des Randes, ds das Linien- 
element auf dem im positiven Sinne zu umlaufenden Rand S. Dann 


lautet die Greensche Formel: 
0 
(6) Dip, vl= —JfpAydedy —Joz, as. 


Diese Relation ist nichts anderes als ein Ausdruck fiir die partielle In- 
tegration des Integrals D[q, y]. 

Zum Beweise gentigt es, die entsprechende Formel fir eine Folge 
von Gebieten zu beweisen, deren Rander den Rand von B ,,glatt“ 
approximieren (vgl. Kap.1, §2). Da dies mit Hilfe von ganz in B 
liegenden Polygonen méglich ist, so kénnen wir unseren Beweis auf 
Polygone, und da sich diese in Dreiecke zerlegen lassen, sogar auf Drei- 
ecke beschranken, die wir auBerdem rechtwinklig annehmen diirfen, 
da wir sie sonst durch eine geeignete Héhe in rechtwinklige Dreiecke 
zerlegen kénnten. Wir beachten, daB die zu beweisende Greensche 
Formel gegentiber Drehung und Verschiebung des Koordinatensystems 
invariant ist, so daB wir dieses derart wahlen kénnen, daB die Ecken 
des betrachteten Dreiecks /\ bzw. die Koordinaten 0,0; a, 0; 0, 6 
erhalten. Dann erhalt man durch partielle Integration 


SI Gove + Py py) dx dy 


a a y) = (a x) 


= fay f raven + fae f roves 


a 


a (6-y) y= (a-2) : 
a = fv Pel, dy +f Lp Puly—o dx [fe (Pee + Yyy) dxdy 
) A 


ls Oy 
= JJe Apdxdy — {9% as, 


1 |, Stickweise stetig’ heiBt eine Funktion in einem Gebiete G, wenn man das 
Gebiet derartig in von stiickweise glatten einfachen Kurven begrenzte Teilgebiete 
zetlegen kann, da jeder abgeschlossene Teilbereich von G nur mit endlich vielen 
dieser Teilgebiete Punkte gemein hat und daB die Funktion in jedem dieser Teil- 
gebiete stetig ist und stetige Randwerte besitzt. 


§ 3. Das Dirichletsche Prinzip. 451: 


wo das letzte Integral ttber den Rand des Dreiecks zu erstrecken ist, 
wahrend die Normale nach innen positiv zu zahlen ist. Hiermit ist die 
Greensche Formel bewiesen. 


§ 3. Das Dirichletsche Prinzip. 


Das Dirichletsche Integral ist urspriinglich nicht im Zusammen- 
hange mit den Strémungspotentialen in der Funktionentheorie an- 
gewandt worden; es trat vielmehr zuerst bei den Bemithungen um 
die Lésung der Randwertaufgabe der Potentialtheorie auf. Der hier 
von RIEMANN eingeschlagene Gedankengang laBt sich im einfachsten 
Falle folgendermaBen darstellen. Es sei G ein von einer stiickweise 
glatten Kurve S begrenztes Gebiet der xy-Ebene, auf dessen Rande 
irgend welche stetige Randwerte vorgegeben sind; man betrachte das 
uber G erstreckte Dirichletsche Integral D[q], wobei unter m eine im 
Gebiete G einschlieBlich des Randes stetige und mit stetigen ersten und 
zweiten Ableitungen versehene Funktion mit den vorgeschriebenen 
Randwerten verstanden wird. Wenn es dann unter allen derartigen 
Funktionen eine Funktion u(x, y) gibt, welche den kleinstméglichen 
Wert fiir das Integral D[q] liefert, so muB w der Differentialgleichung 
Au = 0 geniigen und somit die Randwertaufgabe der Potentialtheorie 
lésen. Ist namlich f(x, y) eine am Rande verschwindende, im Gebiete 
G einschlieBlich des Randes mit ihren ersten und zweiten Ableitungen 
stetige, sonst willkiirliche Funktion, fiir welche D[h] endlich bleibt, so 
mu fiir jeden reellen Wert des Parameters ¢ 


D{u + ch) = D[u] + 2eD[u, h] + 2 DA] = D[u] 


sein. Es muB also 
e(2D[u, h] + eD{h]) =0 


sein, was offenbar bei beliebigem ¢ nur unter der Bedingung 


D{[u, h| = 0 
moglich ist. 
Die Anwendung der Greenschen Formel ergibt nun ohne weiteres 


[fh Audxdy —0; 


hieraus folgt aber wegen der Willkiirlichkeit der Funktion 4 das Be- 
stehen der Gleichung 
Aw 0; 


denn ware die in G stetige Funktion Au an irgend einer Stelle von Null 

verschieden, etwa positiv, so gabe es auch eine in G gelegene Umgebung 

dieser Stelle, wo Aw positiv bleibt; wahlen wir nun fiir / irgend eine 

mit ihren ersten und zweiten Ableitungen in G stetige Funktion, welche 
29* 
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auBerhalb dieser Umgebung verschwindet, aber innerhalb derselben 
positiv ist, so stiinde dies im Widerspruch mit der obigen Relation. 
Diese von RIEMANN als ,,Dirichletsches Prinzip‘‘ bezeichnete SchluB- 
weise geniigt aber keineswegs, um die Lésbarkeit der Randwertaufgabe 
zu beweisen, worauf zuerst WEIERSTRASZ hingewiesen hat. Es ist nam- 
lich keineswegs evident, daB8 das Integral unter den angegebenen Be- 
dingungen ein Minimum besitzen muB, und ein unmittelbarer Beweis 
hierfiir gelang zunachst nicht. Man kann eben im allgemeinen von einer 
nach unten beschrankten Zahlenmenge nur die Existenz einer unteren 
Grenze, aber nicht die eines wirklich erreichten Minimums behaupten?. 
Trotzdem werden wir im folgenden sehen, wie der Grundgedanke 
des Riemannschen Beweises, die Charakterisierung der Potential- 
funktion durch Minimumseigenschaften eines Dirichletschen Integrals, 
doch zum Ziele fiihren wird; wir behalten daher auch hierfiir die Be- 
zeichnung ,,Dirichletsches Prinzip‘’ bei. Anstatt aber diesen Gedanken 
des Dirichletschen Prinzips ftir die Randwertaufgabe der Potential- 
theorie durchzufiihren, wenden wir ihn hier zum Beweise der Existenz 
von Strémungspotentialen an. Hierbei missen wir jedoch das obige 
Minimumproblem etwas modifizieren; die Notwendigkeit einer solchen 
Modifikation ergibt sich vor allem daraus, daB das Dirichletsche Integral 
nicht existiert, wenn das Integrationsgebiet einen Quellpunkt oder 
irgend eine andere der oben betrachteten singularen Stellen enthalt. 
Um dieser Schwierigkeit zu begegnen, betrachten wir zunachst den Fall, 
wo es sich um eine im Punkte O gelegene Doppelquelle handelt, und 
denken uns um den Quellpunkt O als Mittelpunkt einen ganz im Inneren 
von G liegenden Kreis AK mit der Peripherie x gegeben, welcher den 
Radius a haben mége. Wir definieren nun eine Funktion S(x, y) durch 


ales x a a4 
(1) S (x, ¥) ee aoa 
0) auBerhalb K. 


in K einschlieBlich der Peripherie ~x, 


Diese Funktion S besitzt dieselbe Singularitat wie die gesuchte Po- 
tentialfunktion u.? 

Wir heben hervor, daB auch die Funktion S eine Potentialfunktion 
jst, namlich tberall in K auBer in O der Differentialgleichung 


(2) AS=0 


1 Ein bekanntes Beispiel fiir die Unlésbarkeit eines Minimumproblems bietet 
die Aufgabe, die Punkte 0 und 1 der x-Achse durch eine stetig gekriimmte, mog- 
lichst kurze Kurve zu verbinden, welche in den Endpunkten auf der x-Achse 
senkrecht steht; die untere Grenze der Lange, namlich die Lange 1, wird offenbar 
von keiner zulassigen Vergleichsfunktion erreicht. 

2 Die von WEvt herriihrende Einfiihrung der obigen Funktion S bringt bei 
der Durchfiihrung des Beweises gegeniiber friiheren Ansdtzen Vereinfachungen 
mit sich. Vgl. das S. 376, Anm.1 genannte Buch. 
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genugt, und daB ferner langs x die Relation 
(3) aU 


Ree Oi eos : ae 
besteht, wenn mit om die Differentiation nach der inneren Normalen des 


Kreises bezeichnet wird; diese letzte Eigenschaft ergibt sich sofort, wenn 

wir Polarkoordinaten 7, im Kreise einfiihren, wodurch S in die Gestalt 

cos & 
VA 


a “y cos # tibergeht, aus welcher 


folgt a Sa ()..= 0 


Wollen wir Strémungspotentiale mit den anderen oben betrachteten 
Singularitaten erhalten (welche wir uns der Einfachheit halber in dem 
obigen Kreise K mit dem Radius a gelegen denken), so wahlen wir als 
»Singularitatenfunktion’’ eine Funktion S, welche in den vorgeschrie- 
benen Punkten die verlangten Singularitaten besitzt, wahrend sie 
sonst eine in K regulare Potentialfunktion ist, auBerhalb K identisch 
verschwindet und auf der Peripherie von K verschwindende Ableitung 
in Richtung der Normalen besitzt. Wir fithren die folgenden Betrach- 
tungen nur ftir den Fall eines einfachen Poles im Punkte O durch, be- 
merken aber, daB sich diese Uberlegungen ohne weiteres auch auf die 
iibrigen genannten Singularitaten tibertragen lassen!. 

Ist nunmehr @ eine in G mit EinschluB des Randes bis auf den Punkt 
O stetige und mit stiickweise stetigen Ableitungen versehene Funktion, 
welche in O die vorgeschriebene Singularitat besitzt, so ist die Funktion 
@® = y — S im ganzen Gebiete G stetig, abgesehen von der Kreis- 
peripherie x, wo sie den durch die Funktion S vorgeschriebenen Sprung 
erleidet. Das Dirichletsche Integral D{[@®] darf dann tiber den Punkt O 
hin erstreckt werden. 

Wir nennen nun eine Funktion @ eine ,,zuldssige““ Funktion, wenn 
folgende Bedingungen erfullt sind: 1. Die Funktion ® + S = @ ist in 
dem Gebiete G einschlieBlich des Randes, abgesehen vom Punkte O, 


stetig und mit stiickweise stetigen Ableitungen versehen, wahrend sie 


in O die Singularitat 343 besitzt. 2. Es existiert das Integral 


D{O] = JJ (P+ Oj) dxdy. 
Wir beachten, daB eine zulassige Funktion ® bei Addition einer 
willkiirlichen Konstanten zulassig bleibt und daB der Wert von D[®] 


dadurch nicht geandert wird. Daher kénnen wir es ohne Anderung von 
D{@] immer erreichen, da8 die betrachteten Funktionen ® an der 


1 Vel. z. B. Kap. 9, § 2. 
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Stelle O den Wert 0 besitzen; solche Funktionen wollen wir ,,normiert“ 
nennen und gebrauchen diese Bezeichnung auch fiir die zugehérige 
Funktion p= @®+S. 

Wir stellen nun das folgende Minimumproblem: Unter allen zuldssigen 
Funktionen ©® ist eine solche zu finden, fiir welche das tiber G erstreckte 
Integral D[{®| einen méglichst kleinen Wert besitzt. 

Dieses Minimumproblem hat jedenfalls einen Sinn, d.h. es gibt 
wenigstens eine zulassige Funktion @, fiir welche das Integral D[®] 
einen endlichen Wert besitzt. Ist nadmlich K’ ein zu K konzentrischer 
ganz in G gelegener Kreis mit einem Radius a’ > a, so definieren wir ® 


2 a’ — 
folgendermaBen: ® =0 in K undauBerhalb k’, dagegen O = = awe 


rg Cost 
fir a<r<a’. Offenbar ist ® eine zulassige Vergleichsfunktion, deren 
Dirichletsches Integral endlich bleibt. 

Die Menge aller fiir zulassige Funktionen ® angenommenen Werte 
D{[@] ist also nicht leer und muB eine untere Grenze besitzen, welche 
nicht negativ ist und mit d bezeichnet werden soll. 

Wenn also unser Minimumproblem gelést werden kann, etwa durch 
eine Funktion U, so muB fiir jede in G mit EinschluB des Randes stetige 
und mit sttickweise stetigen Ableitungen versehene Funktion h, fir 
welche D{h] existiert, bei beliebigen Werten von e der Ausdruck 
D{U + eh] = D[U] sein; woraus sich wie oben (S. 451) ergibt, daB 


(4) D[U, h] =0 
ist 

Falls eine Lésung U tiberhaupt existiert, so existiert auch eine nor- 
mierte Lésung, und diese ist durch das Minimumproblem eindeutig be- 
stimmt. Gabe es namlich noch eine weitere normierte Lésung U’, so 
ware auch die Funktion U — U’ iberall in G stetig und ihre ersten 
Ableitungen in G stiickweise stetig. Es existierte ferner 


DOO) = DIU PEE Di |= 2 Diu; U4: 

da nach (4) sowohl 

D[U,U—U'|'==0 
als auch 

D[(U',U—U’}=0 
gilt, so folgt durch Subtraktion 

D(U—U}=0. 

Es missen also die partiellen Ableitungen von U — U’ iiberall in G 


verschwinden, und da die Funktionen U und U’ im Punkte O iiberein- 
stimmen, so sind sie im ganzen Gebiete G identisch. 


1 Aus dieser Gleichung kann man wieder schlieBen, daB U bzw. u = U +S 
Potentialfunktionen sind, wie sich spater direkt ergeben wird. 
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Wir bemerken schlieBlich, daB die Willkiir, welche bei der Wahl 
der GréBe a in unserem Ansatze verbleibt , auf die Funktion wu = U + S$ 
ohne EinfluB ist. Bezeichnet namlich a’ <a den Radius eines neuen 
Kreises K’ um O und S’ die zu a’ gehérige Funktion 


5’, 9) | age t a2 in K’ einschlieBlich der Peripherie »’, 


== (9) auBerhalb K’, 

so gilt die folgende Tatsache: Die Lésung U’ des neuen Minimum- 
problems ist durch U’ = U + S — S’ gegeben, so daB uw=U+S 
= U’ + S’ wird; die Lésbarkeit des einen Minimumproblems zieht die 
des anderen nach sich. 

Zum Beweise setzen wir S — S’ =o; diese Funktion ist auBerhalb 
K identisch Null und innerhalb des Kreises K’ sowie innerhalb des Kreis- 
ringes R zwischen x und x’ eine regulare Potentialfunktion. Ist ® eine 
zulassige Funktion des ersten Minimumproblems, so ist die Funktion 
@’ = ® + o zulassige Funktion des zweiten und umgekehrt. Nun ist 


D[®'] = D[®] + D[o] + 2D[G, o] 

und, wie wir sogleich beweisen werden, 

(5) D{®, 0] =0; 

es unterscheiden sich also die Integrale D[®] und D[@’] nur um einen 
von der Wahl der Vergleichsfunktionen ® und @’ unabhangigen Aus- 
druck, so daB in der Tat die beiden Minimumprobleme aquivalent sind. 
Zum Beweise von (5) haben wir uns nur der Greenschen Formel zu be- 
dienen und zu beachten, da8 im Innern von K’ und von R iberall 
Ao = 0 ist, wahrend auf x und im Innern von K in der Nahe des Randes 


noch og = S, auf x also = = 0 gilt. Daher ist 


Addition dieser beiden Formeln ergibt die Behauptung D[®, o] = 0. 

Bevor wir zur Lésung des gestellten Minimumproblems schreiten, 
wollen wir noch die Voraussetzung abstreifen, daB G ein schlichtes 
Gebiet ist, um nachher die Betrachtungen gleich fiir den allgemeinsten 
Fall durchfithren zu kénnen. Wir haben hierzu vor allem den Begriff 
eines Gebietes allgemeinster Art (Riemannsche Flache) geometrisch 
festzulegen, wie es auch den am Ende von Kap. 5, §3 berithrten Ge- 
dankengangen entspricht. 
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§ 4. Erweiterte Fassung des Problems. 


Ein schlichtes Gebiet G kénnen wir stets durch tbereinandergreifende 
Kreisgebiete ausschopfen; d.h. wir kénnen eine abzahlbare Folge von 
Kreisen K,, Ky, ... angeben, derart, daB jeder Punkt von G in min- 
destens einem dieser Kreise liegt und daB jedes abgeschlossene Teil-. 
gebiet von G nur Punkte aus endlich vielen dieser Kreisbereiche  ent- 
halt. In analoger Weise kénnen wir auch mehrblattrige Bereiche, wie 
sie in Kap. 5 als Riemannsche Flachen zu jeder analytischen Funktion 
konstruiert wurden, durch ,,Kveisbereiche“ ausschépfen. Dabei verstehen 
wir unter einem Kreisbereich oder Kreisgebiet entweder eine schlichte 
Kreisscheibe oder die Ebene mit Ausnahme einer solchen oder eine 
endlich vielblattrige Kreisscheibe mit einem Windungspunkt im Mittel- 
punkt oder das entsprechende den Punkt oo enthaltende Gebilde. 
SchlieBlich wollen wir der Bequemlichkeit halber diese Kreisbereiche 
stets als abgeschlossene Gebiete annehmen. Eine solche Ausschépfung 
der Riemannschen Flache ergibt sich von selbst aus der analytischen 
Fortsetzung mit Hilfe von Potenzreihen durch die Betrachtung zu- 
gehoriger Kreise gleichmaBiger Konvergenz. Insbesondere lassen sich 
geschlossene Riemannsche Flachen, welche n-blattrig tiber der ganzen 
Ebene ausgebreitet sind, durch endlich viele solche Kreisbereiche voll- 
standig ausschépfen. Mit Hilfe solcher Kreisbereiche kénnen wir ein 
schlichtes Gebiet G bzw. eine gegebene Riemannsche Flache darstellen 
als ,,Limes“ einer Folge einander umfassender abgeschlossener Gebiete 
G,, derart, daB G,, ein Teilbereich vonG,,, ist und daB jeder Punkt von 
G in einem der Bereiche G,, (und also in allen folgenden) gelegen ist. 
Wir haben fiir G,, nur einen aus endlich vielen geeigneten Kreisbereichen 
zusammengesetzten Bereich zu nehmen. 

Wir mussen nun unseren Begriff des mehrblattrigen Gebietes ohne 
Bezugnahme auf eine analytische Funktion definieren, um erst hinter- 
her die Existenz zugehériger Funktionen zu beweisen. 

Zur Definition der allgemeinsten tiber der z-Ebene ausgebreiteten 
Gebiete betrachten wir die oben definierten schlichten oder mehr- 
blattrigen Kreisbereiche als einfachste Bausteine und setzen zunachst 
aus endlich vielen von ihnen ein abgeschlossenes Gebiet G zusammen, 
welches durch folgende Festsetzungen gekennzeichnet sein soll: Jeder 
Punkt einer der gegebenen Kreisbereiche soll Punkt von G heiBen. 
Gewisse der Kreisbereiche, welche ein und dasselbe Kreisbogenzweieck 
der z-Ebene gemeinsam iiberdecken, sollen iiber diesem Zweieck! 
zusammengefugt werden, indem die betreffenden Punkte der beiden 


1 Bei unseren Festsetzungen wollen wir demgema8 ausschlieBen, daB zwei 
Kreisgebiete zusammengefiigt werden, welche ein Ringgebiet gemeinsam bedecken 
oder von denen eines im andern enthalten ist; diese Einschrankung ist aber keines- 
wegs wesentlich, 
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Kreisgebiete als Punkte von G identifiziert werden. Ist dabei eines der 
beiden Kreisgebiete gewunden, so soll das andere nicht iiber seinen 
Mittelpunkt hinausgreifen und nicht selbst wieder gewunden sein. 
Ferner machen wir die selbstverstandliche Einschrankung, daB gleich- 
zeitig mit der Identitat eines Punktes P aus dem Kreisgebiet A mit 
einem Q aus dem Kreisgebiet B und mit der Identitat von Q mit einem 
Punkt R aus dem Kreisgebiet C auch die von P und R vorgeschrieben 
sein mu8; und endlich, daB durch den ZusammenfiigungsprozeB eine 
einzige zusammenhangende Punktmenge entsteht. 

Ist jeder Randpunkt einer der endlich vielen vorgegebenen Kreis- 
bereiche innerer Punkt eines anderen dieser Kreisbereiche, so haben 
wir eine geschlossene Flache vor uns. Andernfalls kénnen wir nach 
der obigen Vorschrift an das Gebiet G, das wir stets als abgeschlossen 
anzusehen haben, noch eine endliche Anzahl weiterer Kreisbereiche 
anhangen und so G zu einem Gebiet G* erweitern, das G als Teilgebiet 
enthalt. Wir betrachten nun eine Folge G,,G,, ... derartiger Gebiete, 
wobei immer G, inG,, enthalten ist, und sagen dann, daf eine solche 
Folge ein ,,Gebiet“ G definiert, indem wir unter G die Gesamtheit der 
___zu mindestens einem der Gebiete G, gehérigen Punkte verstehen. Wir 
bezeichnen G auch als ,,Limes“ der ineinander geschachtelten Gebiete 
G,, und haben damit den geometrischen Begriff der allgemeinsten Rie- 
mannschen Flache definiert. 

In dem derart definierten Gebiete G kénnen wir nun Funktionen 
des Ortes betrachten, welche in jedem schlichten Teilgebiete von G 
Funktionen der Koordinaten x, y der z-Ebene sind und daher mit f(x, y) 
(bzw. p(x, y) usw.) bezeichnet werden sollen. 

LaBt sich ein Gebiet B in eine endliche Anzahl schlichter Teilgebiete 
zerlegen und existieren die Integrale einer in B definierten Funktion 
(x, y) tiber jedes dieser Teilgebiete, so bezeichnen wir die Summe dieser 
Integrale als das iiber B erstreckte Integral von f(x, y) und schreiben 
dafiir 


Lf 1, y)dxdy. 


Wir betrachten nunmehr Integrale tiber unsere Gebiete G,. Wenn 
lim it 1) f(x, y)dxdy existiert, so soll dieser Grenzwert das uber G er- 


n> Gn 


streckte Integral von f(x, y) heiBen und mit fF, y)dxdy bezeichnet 
G 


werden. 

Wenn die Funktion f(x, y) im Gebiete G nirgends negativ ist und 
wenn alle Integrale iiber G,, unterhalb einer von m unabhangigen Schranke 
bleiben, so existiert offenbar das Integral tiber G. Die im folgenden auf- 
tretenden Integrale werden wir in dem hier dargelegten Sinne verstehen 
(vgl. Anm. 2 von S, 448). 
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Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun das in §3 gestellte 
Minimumproblem wortlich auch fiir ein Gebiet G der eben definierten 
Art aussprechen. Wir setzen dabei voraus, da8 der Quellpunkt O in 
keinem Windungspunkt des Gebietes G liegt}. 

Die Aufgabe der folgenden Paragraphen wird es sein, unser Mini- 
mumproblem in diesem allgemeinsten Sinne zu lésen. Hierzu schicken 
wir eine Reihe von Hilfsbetrachtungen voraus. 


§ 5. Randwertaufgabe und Minimumprinzip fiir den Kreis. 


Wir beginnen mit dem Nachweis, daB die Lésung der Randwert- 
aufgabe fiir den Kreis (welche wir ja schon in Kap. 3, §10 durch das 
Poissonsche Integral gegeben haben) mit der Lésung eines Minimum- 
problems der in §3 betrachteten Art aquivalent ist. Wir formulieren 
folgenden Satz: Es sei w(x, y) eine in einem Kreise K vom Radius R 
einschlieBlich des Randes x stetige und mit sttickweise stetigen Ab- 
leitungen versehene Funktion mit endlichem Dirichletschen Integral 
D{w]; es sei u diejenige im Innern von K regulare Potentialfunktion, 
welche auf seiner Peripherie mit w tibereinstimmt; dann existiert? 
D{[u], und es gilt 
(1) D{u) SD{v). 


Die Randwertaufgabe der Potentialtheorie ergibt sich also hiernach 
als dquivalent mit der Aufgabe, ber gegebenen Randwerten D{w| zum 
Minimum zu machen. 

Der Beweis ware sofort zu erbringen, wenn wir die Greensche Formel 
auf die Funktionen uw und u — w fiir den Kreis K anwenden diirften; 
denn da 

D{w] = D[u + (w— u)) = Div] + D[w — vu] + 2D[u, w— u] 


ist, hatten wir nach der Greenschen Formel mit Riicksicht auf Au = 0 
und die Gleichheit der Randwerte von u und w 


D[u, w — uj)= —f fw —n Audeay — fw —w Sas a= 0; 
I@ x 


also 


D{w\ = D[u]) + Dilw— uj) => D[u]. 


' Man koénnte sich von dieser Voraussetzung durch Uberfiihrung des Win- 
dungspunktes in einen einfachen .Punkt mit Hilfe konformer Abbildung leicht 
frei machen. 

* Gerade dieser Punkt bedarf eines Beweises, da man leicht stetige Rand- 
werte vorschreiben kann, fiir welche D[w] unendlich wird, z. B. 

co 


{Oye 


n=1 
Es gibt also Falle, wo die Randwertaufgabe zwar durch das Poissonsche Integral, 
nicht aber durch das Minimumprinzip lésbar ist, was z. B. von HADAMARD hervor- 
gehoben wurde. 
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Nun kann man aber im allgemeinen tiber die Werte der Ableitungen 
von wu auf der Peripherie x nichts aussagen. Wir bedenken daher, daB 
sich # nach Kap. 3, §8, Formel (8) (S. 323) als Grenzwert « = limuw, 


N->0o 
einer Folge tiberall regularer Potentialfunktionen w,, (endlicher trigono- 


metrischer Summen) darstellen 1a8t und daB dasselbe auch fiir die 
Ableitungen gilt. Es kann namlich (wenn 7, # Polarkoordinaten bedeuten) 


by = ‘¢ ye, (ZF) (a, cosh + 6b, sink 3) 


gesetzt werden, wobei fir k=O, 1,...,~ bzw. R=1,...,n die Ko- 
effizienten 
20 270 
a= oR, 0) cosk dad, b= 2 | wiR, 0) sink Odd 
0 0 


nur von den gegebenen Randwerten von w abhangen; also ist fir 7 = R 
290 
OUn 
0 


denn fiir jedes der beiden Integrale 


27 2a 


OUn OUn 
fo o ad, ic A ad 


0 0 


findet man fiir 7 = R den Wert 
Fe yh (ae +b). 
k=1 


Da u, in K einschlieBlich x stetige erste und zweite Ableitungen be- 
sitzt, so ist nunmehr die Anwendung der Greenschen Formel erlaubt 
und ergibt wie oben aus D[w] = D[u, + (w — u,)] die Beziehung 


D{w] 2D [uy]. 


Ist nun K,, K,, ... irgend eine Folge konzentrischer Kreise, die von 
innen gegen K konvergieren, so gilt erst recht 


Da die Funktionen u, mit ihren samtlichen Ableitungen in K, gleich- 
miBig gegen u bzw. gegen die Ableitungen von w konvergieren, so 
existiert auch D,, [u], und es gilt 


Dg [wv] 2 Dx, [x]. 
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Daher existiert Dx [wu], und es ist 
Dx [uw] = lim Dx, [uo] SD lw), 
h>co 


wie behauptet wurde. 

Wir kénnen das gewonnene Resultat noch weitgehend verall- 
gemeinern. Zunachst folgt aus der Invarianz des Dirichletschen Inte- 
grals gegen konforme Abbildung, daB derselbe Zusammenhang zwischen 
Minimumproblem und Lésung der Randwertaufgabe wie beim Kreise 
auch fiir alle abgeschlossenen Gebiete besteht, welche wir konform 
auf den Kreis abbilden kénnen. Insbesondere gilt dies z. B. fiir das 
AuBere eines Kreises oder eine m-fach iiberdeckte Kreisscheibe mit 
dem Windungspunkt im Mittelpunkt, d.h. fiir alle von uns in § 4 als 
,, Kreisbereiche“ bezeichneten Gebiete. 

Zum Schlusse betrachten wir noch eine weitere Verallgemeinerung 
des obigen Minimumsatzes fiir den Kreis: Es sei K ein Kreis, dessen 
Peripherie x in zwei Bogen x, und x, geteilt ist; w(x, y) sei irgend eine 
in K einschlieBlich x stetige Funktion mit dort sttickweise stetigen 
ersten Ableitungen und endlichem Dirichletschem Integral D[w]. 
Dann existiert eine in K einschlieBlich x stetige und auf x, noch regulare 
Potentialfunktion u(x, y), welche auf x, mit w tbereinstimmt, wahrend 
ihre Ableitung in Richtung der Normalen auf x, verschwindet, und 
fiir die 
(2) D{uJ S De] 
gilt. 

Dies besagt: Die Potentialfunktion u lost die Aufgabe, das Dirichlet- 
sche Integral tiber den Kreis zum Minimum zu machen, wenn die Rand- 
werte nur auf einem Teale der Pertpherie vorgeschrieben sind, auf dem 
tibrigen Teile aber freigelassen werden. 


Zum Beweise bilden wir den Kreis K derart auf ein halbkreisférmiges 
Kreisbogenzweieck konform ab, da hierbei der Bogen x, in den Halb- 
kreisbogen, x, aber in den Durchmesser tibergeht, was nach Kap. 4, 
§8 sicher méglich ist. Hierbei geht w in eine Funktion des Ortes in 
dem Halbkreis tiber, die wir wieder mit w bezeichnen. Wir spiegeln den 
Halbkreis an seinem Durchmesser und setzen w derart in den spiegel- 
bildlichen Halbkreis fort, daB Spiegelpunkten jeweils derselbe Funk- 
tionswert zugewiesen wird. Fiir diesen neuen Kreis kénnen wir mit den 
stetigen Randwerten, die w auf seiner Peripherie annimmt, durch das 
Poissonsche Integral die zugehérige Potentialfunktion w konstruieren. 
Nach unserem obigen Satze gilt dann fiir diesen Kreis 


(3) D{u) S D[e}, 
eine Relation, die wegen der spiegelbildlichen Symmetrie auch fiir jeden 


der Halbkreise richtig bleibt. Aus demselben Grunde ist auch auf dem 
ausgezeichneten Durchmesser die Ableitung von u in Richtung seiner 
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Normalen gleich Null. Indem wir die konforme Abbildung des Halb- 
kreises auf den Ausgangskreis riickgangig machen, wobei die Normalen- 
richtung an dem Durchmesser in die Normalenrichtung auf dem Bogen 
x, ubergeht, erkennen wir die Richtigkeit unserer Behauptung. 

Es bedarf kaum einer besonderen Bemerkung, daB auf Grund der 
Invarianz des Dirichletschen Integrals gegen konforme Abbildung auch 
unser verallgemeinerter Minimumsatz bestehen bleibt, wenn man statt 
des Kreises einen beliebigen ,,Kreisbereich‘‘ zugrunde legt. 


§ 6. Hilfssatze. 


Wir werden aus der Kleinheit des Dirichletschen Integrales D[q] 
auf den Integranden selbst Riickschltisse zu ziehen haben; dies ist bei 
einer beliebigen Funktion im allgemeinen unméglich, gelingt jedoch 
leicht, wenn man ¢ als Potentialfunktion annimmt. Es gilt dann folgen- 
der fiir zahlreiche Anwendungen in der Funktionentheorie niitzliche 
Hilfssatz. 


Hilfssatz I. Es sei #(x, y) eine im Gebiete B regulare Potential- 
funktion, deren Dirichletsches Integral Dp [pf] unterhalb einer Schranke 
M liegt. Es sei ferner B’ irgend ein im Innern von B liegendes ab- 
geschlossenes Gebiet und R eine solche Zahl, daB jede Kreisscheibe mit 
dem Radius R um einen beliebigen Punkt von B’ noch einschlieBlich 
des Randes ganz zu B gehort; dann gilt tberall in B’ 


2 2 M 
(1) pe + by Sp 


Ist also f(z) = p + 7q eine analytische Funktion mit dem Realteil #, 
so bleibt fiir jeden im Inneren von B liegenden abgeschlossenen Teil- 
bereich B’ das VergréBerungsverhaltnis der durch f(z) vermittelten 
Abbildung unterhalb einer nur von M und B’ abhangenden, mit M 
gleichzeitig gegen Null riickenden Schranke?. 

Zum Beweise betrachten wir die Ableitung /’ (z) = p, — 7p, auf einer 
einschlieBlich des Randes ganz innerhalb B liegenden Kreisscheibe K 
mit dem Radius R. Nach der Cauchyschen Integralformel gilt fiir den 
Funktionswert /’(z)) 1m Mittelpunkte 2 


; pest i (t) 
Je M0) = aro | Geren 


dt, 


wobei das Integral im positiven Sinne tiber den Rand irgend eines 
Kreises mit dem Mittelpunkt z) und einem positiven Radius 7 < R er- 
streckt werden darf. Es ist also, wenn wir ¢ — z = re setzen, dann 


1 Dieser Hilfssatz 1ABt sich in mancher Hinsicht als Gegenstiick zu den Ver- 
zerrungssatzen (Kap. 6, § 7) ansehen. 
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diese Gleichung mit 7 multiplizieren und von 0 bis F& integrieren, 


a aail| to if 2) anele: tad. rar = Soke: (t)dxdy, 
~ Ont BO 


somit 
(2) if (eo) |S pag {| I Olaxay. 
K 


Wenden wir nun hierauf die Schwarzsche Ungleichung (vgl. Kap. 6, § 4, 
S. 402f.) an, so erhalten wir aus (2) 


If @e) ? < he fire ‘) Paxdy = Delf). 


Nun kann nach Voraussetzung jeder Punkt unseres Bereiches B’ 
als Mittelpunkt eines Kreises K mit festem Radius R aufgefaBt werden, 
der noch ganz im Innern von B liegt, fiir den also Dg[pf] = M ist. Mit- 
hin haben wir fiir den Bereich B’ 


?,+2/7 = ON eS So 


womit die Behauptung bewiesen ist. 


Hieraus folgt unmittelbar der folgende Satz: 


Hilfssatz II. Ist #, u,, ... eine Folge in einem Gebiete B regu- 
larer Potentialfunktionen, welche in einem Punkte von B konvergiert 
und fiir welche 
(3) lim Dg[u,] = 0 

n-> co 
gilt, so konvergieren die Funktionen wu, in jedem ganz im Inneren von B 
gelegenen abgeschlossenen Teilgebiet B’ gleichmaBig gegen eine Kon- 
stante. 

Gilt aber (neben den anderen Voraussetzungen) an Stelle von (3) 
(4) lim Dz [ty — tm] = 0, 


m-—> co 
n—>oo 


so konvergieren die Funktionen u,, in B’ gleichmaBig gegen eine regulare 
Potentialfunktion 2. 

Nach Hilfssatz I konvergieren namlich im ersten Falle die Ab- 
leitungen der Funktionen w, in B’ gleichmaBig gegen Null; auf Grund 
der Voraussetzung der Konvergenz in einem Punkte konvergieren also 
alle Funktionen uw, gleichmaBig in B’ gegen eine Konstante. Ebenso 
folgt im zweiten Falle die gleichmaBige Konvergenz der Folge gegen 
eine Grenzfunktion wu, welche nach Kap. 3, § 9 wieder eine in B’ regulare 
Potentialfunktion ist. 

Setzen wir nicht die Konvergenz der Folge Uy, Uy, ... In einem 
inneren Punkt voraus, machen wir aber entsprechende Voraussetzungen 
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uber ein Stiick des Randes, so kénnen wir ebenfalls auf die Konvergenz 
im Innern schlieBen; es gilt namlich: 


Hilfssatz III. Es sei B ein abgeschlossenes Gebiet, dessen Rand 
einen Kreisbogen C enthalt, und B’ ein abgeschlossenes Teilgebiet von 
B, das héchstens solche Punkte des Randes von B enthalt, welche innere 


Punkte des Bogens C sind. Ist 4, u, ... eine Folge in B regularer Po- 
tentialfunktionen, fiir welche einerseits in B 
(5) lim Dz [#,| = 0 

n-> co 


gilt, andererseits auf C 
(6) igi a A 


ist, so konvergieren sie in B’ gleichmaBig gegen Null. 
Ist aber 
(7) lim Dg [uy — Um] = 0, 


m—> co 
N-> co 


wahrend auf C 
(8) = 


gilt, so konvergiert die Folge der u,, in B’ gleichmaBig gegen eine regu- 
lare Potentialfunktion wu. 

Zum Beweise spiegeln wir das Gebiet B an dem Kreisbogen C. Wir 
setzen nun unter Voraussetzung von (6) samtliche Potentialfunktionen 
u, dadurch in das gespiegelte Gebiet fort, daB wir spiegelbildlichen 
Punkten entgegengesetzt gleiche Werte von wu, zuweisen!; dann hat 
(nach § 2) D{w,,] fiir das gespiegelte Gebiet denselben Wert wie fiir B, 
so daB (5) nun fiir das ganze aus B und seinem Spiegelbild bestehende 


1 Fiir die analytische Fortsetzung einer Potentialfunktion u tiber einen Kreis- 
bogen hinaus gilt, wie unmittelbar durch Anwendung des Spiegelungsprinzipes 
von Kap. 5, § 2 (bzw. Kap. 6, § 4) auf die analytische Funktion u + 7v folgt, der 
Satz: Verschwindet u auf dem Kreisbogen, so hat man spiegelbildlichen Punkten 
entgegengesetzt gleiche Werte zuzuweisen; verschwindet dagegen die Ableitung 
in Richtung der Normalen auf diesem Bogen, so entsprechen spiegelbildlichen 
Punkten gleiche Werte von w. 

Man kann dieses ,,Spiegelungsprinzip fiir Potentialfunktionen®‘ auch ohne Be- 
rufung auf das Spiegelungsprinzip fiir analytische Funktionen direkt beweisen 
und dabei die Regularitatsvoraussetzungen auf dem Bogen C einschranken. Ist 
namlich z. B. u eine in einem abgeschlossenen Halbkreise stetige und im Inneren 
regulare Potentialfunktion, welche auf dem begrenzenden Durchmesser konstante 
Randwerte, etwa den Wert Null, besitzt, so 1aBt sich u in den spiegelbildlichen 
Halbkreis durch Spiegelung fortsetzen. Denn die durch das Poissonsche Integral 
gelieferte Potentialfunktion, deren Randwerte durch die Randwerte von u auf 
dem gegebenen Halbkreisbogen und durch die entgegengesetzt gleichen Werte 
auf dem gespiegelten Halbkreise gegeben sind, hat auf dem ausgezeichneten Durch- 
messer den Wert Null, da sie bei Spiegelung in sich tibergehen mu8; sie stimmt 
also auf der ganzen Berandung des urspriinglichen Halbkreises, also auch iiberall 
in seinem Innern mit der Funktion w tiberein. 
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Gebiet gilt. Wenden wir hierauf Hilfssatz II an, so ergibt sich die Be- 
hauptung. Die entsprechende Uberlegung gilt unter Annahme von (7) 
und (8). 

Analog beweisen wir schlieBlich noch 

Hilfssatz IV. Haben B, B’ und C dieselbe Bedeutung wie in Hilfs- 
satz III und gilt in B (5) bzw. (7), wahrend auf C 


Ou, OU, eat 
(9) ee ea 
bzw. 
Ou Ou 
(10) EES oe 


ist (wo m die Normale auf C bedeutet), und konvergiert ferner die Folge 
Uy, Uy, ... in einem Punkte von B, so konvergiert sie gleichmaBig in 
B’ gegen eine Konstante bzw. gegen eine regulare Potentialfunktion w. 

Zum Beweise spiegeln! wir das Gebiet B an C, woraus sich, wie bei 
Hilfssatz III, die Behauptung ergibt. 

Wir heben noch hervor, da die im Falle (10) erhaltene Potential- 
funktion w auch noch auf dem Kreisbogen C stetig ist und dort die- 
selben Ableitungen in Richtung der Normalen besitzt wie die Funk- 
tionen u,. 


§ 7. Lésung des Minimumproblems fiir spezielle Gebiete. 


Wir sind nunmehr zur Durchfihrung des Beweises fiir die Existenz 
einer Lésung unseres Minimumproblems vorbereitet und fiihren ihn 
zunachst unter der Voraussetzung, daB das Gebiet G aus einer end- 
lichen Anzahl N von ,,Kreisbereichen“ der in § 4 definierten Art auf- 
gebaut ist?. 

Wir nehmen an, daB der Kreis K mit dem Radius a um den Null- 
punkt O, welcher zur Definition unserer ,,Singularitatenfunktion“ S 
diente, einschlieBlich der Peripherie ganz im Innern des Kreisbereiches 
Ky, gelegen ist und da keiner der Kreisbereiche K,, K,, ..., Ky mit K 
gemeinsame Punkte hat. SchlieBlich mége K, ganz im Inneren von G 
gelegen sein. 

Ob unser Minimumproblem eine Lésung besitzt, mu8 zunachst 
dahingestellt bleiben; jedenfalls besitzt aber die Gesamtheit der Werte 
D{@®}, welche durch Einsetzen zulassiger Funktionen @® entstehen 
k6énnen, eine untere Grenze d =O, derart, daB fiir jede zulassige 
Funktion 
(1) D[®|=d 


1 Vgl. die FuBnote zu Hilfssatz III. 
* Es sei daran erinnert, daB ein solches Gebiet als abgeschlossen anzu- 
sehen ist. 


§ 7. Lésung des Minimumproblems fiir spezielle Gebiete. 465 
gilt und da8 es Funktionenfolgen ®,, ®,, ... gibt, fiir welche 
(2) lim D[®,]=d 


n> oo 
wird. Das folgt unmittelbar aus der Existenz der unteren Grenze einer 
Menge positiver Zahlen. (Unter Umstanden kénnen dabei alle Funk- 
tionen ®, gleich einer und derselben Funktion U sein, falls diese wirk- 
lich den Wert D[U] =d liefert, also das Problem lést.) Eine solche 


Funktionenfolge ®,, ®,, ... nennen wir eine Minimalfolge. 
Wir leiten zunachst eine wichtige, fiir jede Minimalfolge giiltige 
Relation ab. Es seien hy, hy, ... in G stetige, mit stiickweise stetigen 


Ableitungen versehene Funktionen, fiir welche die Integrale D[h,] 
unterhalb einer von » unabhangigen Schranke M bleiben; dann gilt 
fiir jede Minimalfolge ®,, ®,, ... 


(3) lim L) (On | 0; 
n-> c 

und zwar gleichmaBig in dem Sinne, daB bei gegebenem M, unabhangig 
von der speziellen Wahl der Funktionen /,, der Ausdruck auf der 
linken Seite von (3), absolut genommen, unter jede vorgegebene Grenze 
sinkt, wenn nur ” hinreichend groB genommen wird. 

Bilden wir namlich mit einem Parameter e die Funktionen ®, + ¢h,, 
so ist 

D{®,, + eh,J=— D[®,] + ¢(2D [D,, ha] + éD [hal 24; 


ware nun ftir gewisse beliebig groBe Indizes n 
|D[®,, h,]| 2 « > 90, 


log 5 
so kénnte man ¢ = act setzen; dann ist 


2 
|e 2D[Py, hn] + eD [n)) | 2 33 
da nun D[@,] mit wachsendem n gegen d konvergiert, so ware fur 
gewisse hinreichend groBe n, falls e entgegengesetztes Vorzeichen wie 


D[@®,, h,| bekommt, 
2 
D[®,] + € (2D [Dy in] + €D [hp] SD[O,]—S <d, 


entgegen dem Obigen. 

Speziell diirfen wir h, = ®,, — ®, setzen, wobei m entweder fest 
bleibt oder irgendwie mit  variieren darf; denn sicher liegt D[h,] 
= D[®,] + D[@,,] — 2 D[®,, ®,] wegen § 2, (5) unterhalb einer von 
n und m unabhangigen Schranke. Schreiben wir nun 
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so folgt, wenn wir ” und m hinreichend groB nehmen, aus 
lim D(O) =a) (Oo) =a 


m-»> co n-> co . 
mit Riicksicht auf (3) sofort, daB der Ausdruck D[®,, — @,,] beliebig 
klein wird. 

Es gilt also fiir jede Minimalfolge die Relation 


(4) lim D [®, —®,] = 0, 
m—> co 
n-> co 

welche fiir die folgende Beweisfiihrung grundlegend ist}. 

Es sei nun @,, ®,, ... irgend eine Minimalfolge unseres Minimum- 
problems. Wir bilden aus ihr eine neue Minimalfolge, deren Funk- 
tionen aus denen der urspriinglichen Folge ®,, ®,, ... durch ein ,,Glat- 
tungsverfahren entstehen, um hierdurch zur Lésung unseres Problems 
vorzudringen. 


Zur Beschreibung unseres Glattungsprozesses nehmen wir zu- 
nachst an, K, sei ein Kreisbereich, welcher ganz im Innern von G ge- 
legen ist und von K, verschieden sei. Wir sagen: eine zulassige Ver- 
gleichsfunktion ® wird fiir den Bereich K,, ,,geglattet’‘, wenn wir eine 
Funktion bilden, welche auBerhalb K, mit ® wbereinstimmt, wahrend 
sie im Innern von K, eine regulare Potentialfunktion ist, welche da- 
durch entsteht, da8 man die Randwertaufgabe der Potentialtheorie fiir 
den Kreisbereich K, mit den Werten als Randwerten lést, die ® am 
Rande von K, annimmt. Hat aber K, einen Bogen C mit dem Rande 
von G gemein, so verstehen wir unter Glattung fir K, das Ersetzen 
von @® durch eine zulassige (also auf der Peripherie von K, stetige) 
Funktion, welche auBerhalb K, mit ® tbereinstimmt, aber in K,, eine 
regulare Potentialfunktion ist, die auf dem Bogen C verschwindende 
Ableitungen in Richtung der Normalen besitzt. Endlich verstehen wir 
unter Glattung in K, das Ersetzen von ® durch eine solche zulassige 


1 Man kann diese Relation nach dem Vorgange von BEpro LEvi auch ohne 
Benutzung der Relation (8) folgenderma8en erhalten. Gleichzeitig mit den Funk- 
tionen ®,, und @,, ist auch (bei beliebigen konstanten 2 und mu) die Funktion 

oe ADm + UOy 
A+ p 
eine konkurrenzfahige Funktion unseres Minimumproblems. Also ist D[®] = d. 
Dies ergibt 
H (D[®,,] — 4) + 2Ap(D[Gy, By] — d) + w? (D[®,] — d)=>0; 
da dies fiir beliebiges A und wp gilt, so folgt 
(D[®n] — a) (D [Pn] — 4) — (D[Gn, On] — 4)? 20. 
Daher wird 
| D[®n — ®a]| S| D[®,] —4|+|D[®,]— 4|+2|D[o,,, ®,] — d| 
S| DG] — 4| + | D[®,] — | + 2/O[G,.]— a(D[,] —4); 
hieraus folgt sofort die Relation (4). 
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Vergleichsfunktion ®*, daB 
* x x 
Paes) e241 v2 a2 

eine im Innern von K, regulare Potentialfunktion ist, wahrend @* 
auBerhalb von AK, und auf dem Rande mit @ iibereinstimmt. 

Bringen wir nun die Kreisbereiche K,, K,,..., Ky in irgend eine 
Reihenfolge, in der jeder dieser Kreisbereiche rindectane einmal vor- 
kommt, und glatten eine zulassige Vergleichsfunktion ® zunachst fiir 
den ersten dieser Kreisbereiche, die hierdurch entstandene Funktion 
fur den zweiten usw., bis dieser GlattungsprozeB mindestens einmal 
fur jeden der Kreisbereiche Ky, ..., Ky erfolgt ist, so sagen wir, daB 
die hierdurch gewonnene Funktion Y eine durch ,,Glattung der Funk- 
tion @® fiir das Gebiet G entstandene zulassige Vergleichsfunktion sei. 
Offenbar bleibt eine solche Funktion in G geglattet, wenn man eine 
weitere Glattung fiir irgend ein Kreisgebiet K, hinzuftigt. Jede in G 
geglattete Funktion ist in jedem von Kreisbogen unserer Kreisbereiche 
K,, freien Teilgebiet eine regulare Potentialfunktion. 

Bei einer Glattung wird der Wert des Dirichletschen Integrals nicht 
vergroBert, d.h. es gilt stets 
(5) Di) = DIY, 


wenn Y durch Glattung aus @ gebildet ist. Dies folgt fiir jeden von K, 
verschiedenen Kreisbereich aus § 5, (1). Fir Ky, setzen wir 


Nv x 

apy at BS 
dann ist in K die Funktion gleich Null, und im Innern des Kreisrings 
R zwischen den Peripherien x und x, von K bzw. K, besteht die Gleichung 
Ak =0; auf x verschwindet die in Richtung der Normalen genommene 
Ableitung es Da #+ k eine im Innern von K, regulare Potential- 
funktion ist, welche auf dem Rande mit ® + & tibereinstimmt, so gilt 
nach § 5° fiir den Kreis K, 

D[¥ +k] SD[@ + F] 

D[¥] < D[®] + 2D[® — ¥, k]. 
Nun ist nach der Greenschen Formel 


D[®@— ¥, k] = sat os wee] 
== |kox WP) Akdxdy — =| @- py oe soe Pr ads=o, 


oder 


da in R die Gleichung Ak = 0 gilt, wahrend auf x iberall $ = Ol und 
auf x, tiberall Y = ®@ wird. Es ist somit, wie behauptet as, 
DP )\= Die]. 


Diese Beziehung besteht also bei jeder Glattung fiir das Gebiet G. 
30* 
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Wir wenden nunmehr den beschriebenen GlattungsprozeB auf die 
Funktionen ®,, ®,, ... unserer Minimalfolge an, indem wir von jeder 
Funktion @, zu einer Funktion Y, iibergehen, die aus ®, durch Glat- 
tung fiir das Gebiet G hervorgeht. Diese Funktionen Y,, wollen wir 
mit Hilfe additiver Konstanten so normieren, daB sie in O verschwinden. 

Da jede Funktion Y,, eine zulassige Vergleichsfunktion ist, so muB 
D[Y,,] = d sein; aus D[Y,] < D[@®,] und lim D[@,] = d folgt aber 


N-> co 
lim D[Y,,]=d. 
n—-> co 
Es bilden also auch die Funktionen ,, Py, ... eine Minimalfolge und 
gentigen daher der Relation 
(6) lim De 2 ae 0: > 
m —> co 
n-> oo 


Wir wollen zunachst die Glattung so ausgeftihrt denken, daB hier- 
bei der Kreis K, zuletzt an die Reihe kommt; dann sind also die Funk- 
tionen WY, +S, abgesehen vom Nullpunkt, im Kreise K, regulare 
Potentialfunktionen. Hieraus folgt aber die gleichmaBige Konvergenz 
der Funktionen WY, fiir jedes abgeschlossene Gebiet im Innern des 
Kreises K, unmittelbar aus dem Hilfssatz II, § 6. Denn es ist YW, — W,, 
im Kreise K, eine regulare Potentialfunktion, welche im Punkte O ver- 
schwindet und fiir welche (6) gilt. Wir bezeichnen die Grenzfunktion 
lim Y%, mit U; dann ist U + S = yw eine in K,, abgesehen vom Null- 


n—-> co 
punkt, regulare Potentialfunktion. 


Es sei K, ein Kreisbereich, welcher mit K, ein abgeschlossenes 
Teilgebiet B gemeinsam hat; wir wollen zeigen, daB die Folge der Funk- 
tionen Y,, auch in dem Kreisbereiche K, eine Potentialfunktion definiert, 
welche in dem gemeinsamen Gebiete B mit der soeben fiir K, definierten 
Funktion U wbereinstimmt. Denken wir uns namlich aus der Minimal- 
folge der Funktionen Y,, eine neue Minimalfolge 2, hergestellt, wobei 
Q, aus PY, durch Glattung fiir den Kreisbereich K, entsteht, so gilt 
sowohl 


(7) lim D[Q, — 2,,] = 0 
m-> co 
n> oo 

als auch 


lim DQ, —¥ |= 
n-> co 
da auch die Folge Yj, 2,, Y%, Q,,... eine Minimalfolge ist. Um so mehr 
gilt also 
nN —> co 
Da 2, —W,, auf dem in K, liegenden Kreisbogen der Begrenzung von 
ISS verschwindet, so muB nach dem Hilfssatze III aus § 6 die Funktion 
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2, —W, mit wachsendem m in B gegen Null konvergieren; d.h. Q, 
konvergiert gegen die vorhin definierte Funktion U. Wegen (7) kon- 
vergieren also nach Hilfssatz II im ganzen Kreise K, die Potential- 
funktionen Q,, gegen eine Potentialfunktion U, welche die analytische 
Fortsetzung der oben fiir K, konstruierten Funktion U ist. 

In derselben Weise kénnen wir weitergehen und erhalten so eine 
Potentialfunktion U, welche in jedem abgeschlossenen, von Kreisbogen 
unserer Kreiseinteilung freien Teilgebiet G* von G gleichmaBiger Limes 
einer jeden geglatteten Minimalfolge ist und fiir welche «= U + S 
eine auBer in O tiberall in G regulare Potentialfunktion (mit der vor- 
geschriebenen Singularitat in O) darstellt. 

Wir haben noch zu zeigen, da8 U unser Minimumproblem lést. 
Zunachst folgt leicht, daB das Integral D[U] existiert und nicht gréBer 
als d sein kann. Da namlich die Funktionen ¥, in jedem abgeschlossenen 
von Kreisbogen unserer Einteilung freien Teilgebiet gleichmaBig gegen 
U konvergieren und da hieraus nach Kap. 3, § 9 die Fe NEEDS Kon- 
vergenz ihrer Ableitungen folgt, so ist 

De CU) slim De (| = hm) [Y= 4, 
n> co n->oco 
wenn wir unter Dg die Summe der Dirichletschen Integrale ttber eine 
Gesamtheit G solcher Teilgebiete verstehen. Indem wir G gegen G kon- 
vergieren lassen, erhalten wir tatsachlich D[U] <= d. 

Sobald wir noch zeigen, daB U eine zulassige Funktion ist, haben 
wir hiermit die Gleichung D[U] =d bewiesen, da das Dirichletsche 
Integral fiir eine zulassige Funktion nicht kleiner als d sein kann. 

Um zu zeigen, daB U eine zulassige Funktion ist, braucht nur noch 
bewiesen zu werden, daB U oder, was dasselbe ist, « am Rande des als 
abgeschlossen vorausgesetzten Gebietes G stetige Randwerte annimmt. 
Fur jeden Kreisbogen C der Begrenzung folgt aus §6, Hilfssatz IV, 
daB auf ihm w stetig ist und verschwindende Ableitung in Richtung 
der Normalen besitzt. Die konjugierte Potentialfunktion v muB also 
wegen der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen auf jedem 
solchen Bogen x konstante Randwerte besitzen. Wir zeigen nunmehr, daf 
auf jedem zusammenhangenden Randstiick dieser Wert derselbe ist, 
daB also die Randwerte von v auch an dem Schnittpunkt P zweier 
aufeinanderfolgender Kreisbogen C, und C, des Randes von G stetig 
bleiben. Wir denken uns hierzu eine hinreichend kleine Umgebung des 
Punktes P, soweit sie zu G gehért, (etwa durch eine Potenz) so auf ein 
schlichtes Gebiet der £7-Ebene abgebildet, da8 der Punkt P in den 
Nullpunkt und die an P anstoBenden Teile von C, und C, in zwei 
Strecken J, und I, der &Achse tibergehen. Die Funktion v ist dann 
auch eine Potentialfunktion von € und 7, die wir wieder mit v bezeichnen ; 
sie besitzt auf J’, und I’, konstante Randwerte v, bzw. v, und ist héch- 
stens im Nullpunkt unstetig, wahrend sie in einem an I, und [,-an- 
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stoBenden Gebiete H (dem Bildgebiete des obigen Teilgebietes von G), 
das wir uns etwa in der oberen Halbebene gelegen denken kénnen, 
regular ist. Wir fiihren nun um den Nullpunkt Polarkoordinaten 7, 3 
ein und zahlen # von der positiven £-Achse an. Ist R so gewahlt, daB 
der Halbkreis y = R, 0 <0 <a ganz im Gebiete H gelegen ist, so ist 
die Schwankung von v auf jedem Kreisbogen 0 <0<a (0 <7r<hk) 
mindestens gleich « = |v, — v,|. Es ist also 


ae lao 


und wegen der Schwarzschen Ungleichung 


<n f (2jrao. 
0 


Dividieren wir diese Relation durch 7 und integrieren von 7 = ¢é (€ > 0) 
bis 7 = R, so ergibt sich 


thee sail 7s * dr dd 
aff a (5) )ardo= abet 
ah 


wenn wir mit H* den Halbkreisring «<7 < R, 0 <@ <a bezeichnen. 
Da D[v] = D{u] ist, so bleibt der Ausdruck rechts endlich, wenn wir 


: R ; 
das Integral bis y =0 erstrecken, so daB a? log —- unter einer von € 


freien Schranke gelegen ist; hieraus folgt aber a =0, d.h. v, =»v,.1 

Nunmehr folgt auch leicht, daB w stetige Randwerte auf der ganzen 
Begrenzung von G besitzt. Da im Innern jedes Kreisbogens C des Randes 
von G die Funktion u stetige Randwerte besitzt, so haben wir die Stetig- 
keit von w nur noch ftir die Eckpunkte des Randes zu beweisen. Die eben 
betrachtete konforme Abbildung einer Ecke auf ein Gebiet der €y-Ebene 
zeigt, daB die analytische Funktion w+ iv, als Funktion von € + nN 
betrachtet, in der Umgebung des Nullpunktes iiber die reelle Achse der 
€y-Ebene hinaus nach dem Spiegelungsprinzip fortsetzbar ist 2. Mithin 
ist w in dieser Umgebung stetig, woraus durch Riickiibertragung auf G 
die Behauptung folgt. 

Damit ist der Nachweis beendet, daB unser Minimumproblem durch 
die Funktion U gelést wird. 


1 Vgl. die entsprechenden Uberlegungen aus Kap. 6, § 4.. 
2 Vgl. Anm. 1 von S. 468. 
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§ 8. Die Stetigkeit der Strémungspotentiale in ihrer 
Abhangigkeit vom Gebiet. Lésung des allgemeinen 
Minimumproblems. 


Nachdem wir das Minimumproblem fiir unsere speziellen Gebiete 
gelést haben, ergibt sich die Lésung ftir ein allgemeines Gebiet als ein- 
fache Folgerung eines auch an sich interessanten Satzes, welcher die 
Stetigkeit der Strémungspotentiale in ihrer Abhangigkeit vom Ge- 
biete ausspricht. 

Wir nehmen an, daB ein Gebiet G (gemaB § 4) als ,,Limes‘ einer 
Folge ineinander geschachtelter Gebiete G,, definiert ist, wobei diese 
Gebiete G, tibrigens nicht die im vorigen Paragraphen angegebene 
spezielle Gestalt zu haben brauchen. Dann lautet der zu beweisende 
Satz folgendermafen: Wir setzen voraus, da8B samtliche Gebiete G,, 
den Punkt O (mit den Koordinaten x = 0, y = 0) enthalten; w, (x, y) sei 
das zu G,, gehérige normierte Str6mungspotential mit der Singularitat 
Aaa im Punkte O. Dann konvergieren die Potentiale uv, in jedem O 
ausschlieBenden in G gelegenen abgeschlossenen Teilgebiet B von G 
gleichmabig gegen eine Potentialfunktion u (x, vy), welche das Strémungs- 
potential des Gebietes G darstellt. Mit anderen Worten: Aus der Existenz 
der Strimungspotentiale fiir die Gebiete G, kann man die Existenz des 
Strimungspotentiales fiir das Gebiet G schlieben und dieses einfach durch 
Grenztibergang gewinnen. 

x 
entsprechende Funktion. Wir betrachten die Funktionen U,, = u, — S 
und setzen 


Es sei also wieder S die in §3 eingefiihrte, der Singularitat 


De, [U,.] ae D, on aa dy» i 


Da U,, das Strémungspotential fiir das Gebiet G, bedeutet, so ist die 
Zahl d, der Minimumwert fiir das Gebiet G,. 

Ist ® irgend eine fiir das Minimumproblem des Gebietes G zulassige 
Funktion und d die untere Grenze aller entsprechenden Dirichletschen 
Integrale Dg [®], so gilt fur alle x 

d, <4; 


denn es gibt ja zu jedem noch so kleinen positiven ¢ eine in G zulassige 
Funktion ®, so daB Dg[®] <d + «, also erst recht D,[®] <d+e 
ist. Wenn andererseits n < m ist, so gilt, weil U,, auch in G,, zulassige 
Vergleichsfunktion ist, 

dn 4m; 


1 Uberhaupt schreiben wir der Einfachheit halber immer D,[@] fiir Dg,[®]. 
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mithin existiert lim d, = 6 und ist nicht gréBer als d, d.h. es gilt 
n-> 0 


(1) lim d, =d<d. 
n—-> co 
Setzen wir U,, —U, =h, so wird, da nach § 8, (4) (S. 454) D,[U,, 4] =0 
gilt, 
dm = Dy [Um] = Dn [Un +4] = Dn [Un] + Dalh] = dn + Dy[Um— Un]. 


Es wird also bei hinreichend groBem m und x das Integral D,,[U,, — Uy] 
beliebig klein, d. h. es gilt fiir jedes feste im Innern von G liegende ab- 
geschlossene Teilgebiet B 

lin Dz[U,, — U,] =0. 


m-> co 
n> oo 


Aus Hilfssatz II in §6 und der Voraussetzung U, =0 in O folgt 
nunmehr die gleichmaBige Konvergenz der Funktionen U, bzw. das 
Entsprechende fiir die Strémungspotentiale u,; wir nennen die Grenz- 
-funktionen U bzw. u. Da die Konvergenz auch fiir die Ableitungen 
gleichmaBig bleibt, so ist 

Da U) lim De Us lee De a 0. 
n-> oo n-> co 
Da B ein beliebiges inneres abgeschlossenes Teilgebiet von G ist, so 
folgt hieraus sofort die Existenz von D[U] und zwar die Relation 


(2) DiUl= 6aa. 


Da aber d die untere Grenze der Werte der Dirichletschen Integrale 
D[{@] fir alle zulassigen Funktionen @ ist, so folgt aus (2) 


(3) DiC aa: 


Somit stellt U eine, also nach § 3 die Lésung unseres Minimumproblems 
dar, womit unsere Behauptung bewiesen ist. 

Aus diesem Stetigkeitssatze folgt unmittelbar die Existenz der 
Lésung unseres Minimumproblems fiir das allgemeinste in § 4 definierte 
Gebiet, da wir fiir die zu seinem Aufbau verwandten Gebiete G,, die 
Existenz der Str6mungspotentiale in §7 bewiesen haben. 


§ 9. Die konforme Abbildung auf Schlitzbereiche. 


Wir gehen nunmehr dazu iiber, die konforme Abbildung zu stu- 
dieren, welche durch die analytische Funktion ¢ = f(z) = u + iv, die 
, Stvomungsfunktion, vermittelt wird, wobei u die soeben gewonnene | 
Potentialfunktion, v das konjugierte Potential bedeutet. Hierzu bedarf 
es zunachst einiger geometrischer Vorbemerkungen iiber die Zusammen- 
hangsverhaltnisse des Gebietes G. Bei nicht schlichten Gebieten kénnen 
namlich in gewisser Hinsicht véllig andersartige Verhaltnisse auftreten 
als bei schlichten Gebieten, indem es ,,Riickkehrschnitte“, d.h, in G 
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verlaufende einfache geschlossene stetige Kurven, geben kann, welche 
das Gebiet nicht in getrennte Teilgebiete zerlegen. Wenn aber das 
Gebiet G die Eigenschaft hat, durch jeden Riickkehrschnitt zerlegt zu 
werden, so wollen wir G ,,schlichtartig nennen1. Als Beispiel fiir ein 
nicht schlichtartiges Gebiet kann die in Abb. 124 gezeichnete zwei- 
blattrige Riemannsche Flache dienen, welche durch die im oberen Blatte 
verlaufende geschlossene Kurve nicht zerlegt wird, wogegen das Gebiet, 
welches hieraus durch Ausfiihrung eines Schnittes langs dieser Kurve 
entsteht, schlichtartig ist. 

Offenbar geht bei jeder umkehrbar eindeutigen stetigen Abbildung 
eines Gebietes auf ein anderes ein nicht zerlegender Riickkehrschnitt 


Abb, 124. 


des einen Gebietes in einen ebensolchen des anderen tiber. Es ist also 
eine konforme Abbildung auf ein schlichtes Gebiet nur dann moglich, 
wenn G selbst schlichtartig ist. Diese Voraussetzung werden wir also 
von nun an machen. 

Ein schlichtartiges Gebiet heiBt (genau wie ein schlichtes) n-fach 
zusammenhdngend, wenn sein Rand aus m getrennten Kurven besteht. 

Ein Hauptziel dieses Paragraphen ist dann der Beweis des folgenden 
Satzes: Die Funktion € =u -+iv= f(z) bildet ein n-fach zusammen- 
hingendes schlichtartiges Gebiet G auf einen n-fachen Schlitzbereich I 
der ¢-Ebene umkehrbar eindeutig und konform ab. Hierbei verstehen wir 
unter einem ,,n-fachen Schlitzbereich“ die volle ¢-Ebene, welche langs 1 
geradliniger, zur reellen Achse paralleler Strecken aufgeschnitten ist. 
Einzelne dieser Schlitze diirfen sich dabei auf Punkte reduzieren. 

Wenn das schlichtartige Gebiet G nicht mehr endlich vielfach zu- 
sammenhdngend ist, so wird sich ohne weiteres ergeben, da8 es durch 
die Funktion ¢ = f(z) auf ein schlichtes Gebiet abgebildet wird. Wenn 
wir den Begriff des Schlitzbereiches auch fiir den Fall unendlich vielfachen 
Zusammenhanges sinngemaB definieren, so behdlt der obige Satz seine 
Giiltigkeit auch ftir diesen Fall. 

Wir wollen vorerst zeigen, daB die analytische Funktion ¢ = u + 7v 
in G eindeutig ist. Da das Strémungspotential seiner Definition nach 
eine in G eindeutige Ortsfunktion ist, so haben wir nur die Eindeutig- 


1 DaB ein schlichtes Gebiet schlichtartig ist, folgt aus dem Jordanschen 
Kurvensatz (Kap. 1, § 2). 
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keit der konjugierten Potentialfunktion v nachzuweisen. Wir machen 
hierzu Gebrauch von der Relation 
D[U, h|= 9, 

welche besteht, wenn / irgend eine in G stetige Funktion mit sttick- 
weise stetigen ersten Ableitungen und endlichem Werte von D{h] ist; 
diese Relation driickt die Tatsache aus, daB U die Lésung unseres 
Minimumproblems ist; sie ergibt sich entweder wie Formel (4) in §3 
(S. 454) oder aus (3) § 7, indem wir dort = @,=--: =U, 
h, =h, = ++: =h setzen. Wahlen wir die Funktion / speziell so, daB 
sie in K identisch verschwindet, so kénnen wir statt U auch w setzen 


und erhalten 
(1) D[u,h]=0. 


Zufolge der Unabhangigkeit der Funktion w von dem Radius des Kreises 
K (vgl. § 3) gilt (1), wenn nur / in einer noch so kleinen Umgebung des 
Punktes O identisch verschwindet. 

Aus der Relation (1) kénnen wir nun die Eindeutigkeit der Funk- 
tion v erschlieBen. Ist namlich C eine in G verlaufende geschlossene, 
nicht durch O gehende, stiickweise glatte Kurve, so zeigen wir, daB fiir 
sie stets die Relation 


(2) [gtas- ~{%as=o 


: , Oe : ee - a) 
gilt, wobei unter ae die Differentiation nach der Bogenlange, unter an 
die nach derjenigen Normalen verstanden wird, welche durch positive 


Drehung um = aus der Richtung der Tangente hervorgeht, die in die 


Richtung wachsender Bogenlange s weist. C teilt nach Voraussetzung 
G in zwei Gebiete G’ und G”, in deren einem, etwa G’, der Punkt O liegt. 
Wir wahlen die Funktion / in G” identisch gleich 1, in G’ so, daB sie 
jedenfalls in einer Umgebung von O und ferner in der Umgebung jedes 
Randpunktes von G, der auch Randpunkt von G’ ist, verschwindet, 
was ohne weiteres méglich ist+. Dann ist Dg [u, h] =0, also wegen (1) 
auch Dg [u, h| = 0; wenn wir hier die Greensche Formel anwenden, 
so folgt sofort die behauptete Gleichung (2) und damit die Eindeutig- 
keit von v. 

Wir fithren den Beweis unseres Abbildungssatzes zunachst unter der 
Annahme, daB es sich um ein aus endlich vielen ,,Kreisbereichen“ zu- 
sammengesetztes Gebiet G handelt, wie wir es in §7 zugrunde gelegt haben. 
Sodann werden wir durch Grenziibergang zum allgemeinen Falle gelangen. 

Es sei also G ein Gebiet der genannten speziellen Art, von dem wir 
ferner annehmen, daB es tberhaupt Randpunkte besitzt (also nicht 


1 Wir nehmen etwa h in G’ nur in einem schmalen, an C angrenzenden Streifen 
von Null verschieden. 
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z. B, aus der vollen Ebene besteht). Dann folgt aus der in § 7 bewiesenen 
Konstanz der Randwerte von v auf jedem zusammenhangenden Rand- 
stuck von G leicht der behauptete Satz. Wir brauchen nur zu zeigen, 
daS die Funktion ¢ = f(z) jeden Wert a = « + if, fiir welchen f mit 
keinem der n Randwerte c,, cy, ..., C, von v tibereinstimmt, ein- und 
nur einmal in G annimmt. Zu diesem Zwecke haben wir (entsprechend 
Kap. 3, §5, (4)) die Anderung von log (f(z) — a) zu betrachten, wenn 
der Punkt z im positiven Sinne den gesamten Rand des Gebietes G um- 
lauft. Nun ist bei Umlauf um jedes zusammenhangende Randstiick diese 
Anderung gleich Null, weil sich der Wert f(z) lediglich auf einer geraden 
Linie der ¢-Ebene hin und her bewegt und schlieBlich zu seinem Aus- 
gangspunkt zuriickkehrt, wahrend der Punkt a auBerhalb dieser geraden 
Linie liegt. Andererseits wird hierdurch die Differenz der Anzahl der 
Nullstellen und der Anzahl der Pole der Funktion in G angegeben; da 
die Funktion /(z) in G, namlich im PunkteO, einen Pol erster Ordnung 
besitzt, so wird der Wert a inG ein- und nur einmal angenommen. Das 
Bildgebiét besteht also aus der vollen ¢-Ebene, begrenzt lediglich von ” 
zusammenhangenden Randpunktmengen, die auf m Geraden v = ¢, 
VU=Cy,..., V =C, liegen; d.h. die Bilder der m stetigen Randkurven 
von G sind m Schlitze, wie behauptet wurde. 

Wir geben fiir diese Schlitzabbildung noch einen zweiten, auf der 
Betrachtung der Kurven v = konst. beruhenden Beweis. Es sei ¢ eine 
Konstante, verschieden von jedem der Randwerte c,, c,, ..., C, der 
Funktion v. Wir betrachten die Kurve v = c im Gebiete G und behaup- 
ten, daB sie aus einem einzigen geschlossenen, durch den Quellpunkt 
O gehenden Zuge besteht. Zum Beweise bemerken wir zunachst, dab 
wegen der Eindeutigkeit der Funktion v in G und wegen des schon in 
Kap. 4, §2 gekennzeichneten Verhaltens der Kurven v = konst. in der 
Umgebung eines Poles ftir jeden Wert c nur ein Kurvenzug v =¢ 
durch den Punkt O gehen kann. Nunmehr betrachten wir die durch 
die Kurve v =c getrennten Teilgebiete von G, in deren einem v <¢ 
und in deren anderem v > c ist. Wenn unsere Behauptung nicht zu- 
trafe, miiBte es, da die Kurve v = c nirgends an den Rand herankommen 
kann, einen geschlossenen nicht durch den Punkt O gehenden Kurven- 
zug v =c geben, welcher etwa ein Gebiet v > c begrenzt. Es ware also 
auf diesem Kurvenzug die Ableitung von v in Richtung der inneren 
Normalen dieser Kurve iiberall positiv. Es ware daher auch die Ab- 
leitung von u in Richtung der Tangente an die Kurve positiv; die 
Funktion ~ wiirde also beim Umlauf um dieses Gebiet nicht zum Aus- 
gangswert zuriickkehren, also keine eindeutige Funktion des Ortes in 
dem Gebiete G sein, was nicht zutrifft. 

Daher besteht tatsdchlich die Kurve v =c aus einem einzigen 
durch den Quellpunkt O laufenden geschlossenen Zuge. Auf jeder solchen 
Kurve muB, wenn man sie in einem Sinne durchlauft, die normale Ab- 
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leitung von v, also auch die tangentielle von w, einerlei Vorzeichen 
haben. Da nun bei Umlauf vom Punkte O aus bis zu ihm zurtick sich u 
von -++ co bis — oo Andert, entsprechend der Tatsache, daB die Sin- 
gularitat in O ein Pol ist, so wird die Kurve v = c umkehrbar eindeutig 
auf eine Gerade der ¢-Ebene abgebildet, und dies gilt fiir jeden Wert 
von ¢ zwischen — 00 und + oo, abgesehen von den » Ausnahmewerten 
Cy, ..+, Cy. Damit ist wiederum unser Abbildungssatz bewiesen. 

Wenn unser Gebiet G keine Randpunkte besitzt, also, wegen seiner 
endlichen Blatterzahl, eine ,,geschlossene‘‘ Riemannsche Flache bildet, 
so gibt es keine Ausnahmekurven v = konst., und das Gebiet G wird 
daher umkehrbar eindeutig und konform auf die volle ¢-Ebene ab- 
gebildet. Ist z = y(¢) die Umkehrfunktion von f(z), so ist sie in der 
vollen Ebene definiert und eindeutig und kann, da jedem Wert von ¢ 
ein bestimmter Punkt von G entspricht, als Singularitaten nur Pole 
haben (also auch nur endlich viele). Daher ist w(¢) nach Kap. 5, § 4 
eine rationale Funktion, etwa vom m-ten Grade, und G ist die zu f(z) 
gehoérige geschlossene m-blattrige Riemannsche Flache. Es is? also die 
Gesamtheit derjenigen Gebiete, welche auf die volle €-Ebene abbildbar sind, 
identisch nut der Gesamtheit der Riemannschen Fliachen fiir die Umkehr- 
funktionen rationaler Funktionen. 

Wir wollen nunmehr unsere Voraussetzungen tiber den Aufbau des 
Gebietes G aus Kreisbereichen fallen lassen und ein beliebiges schlicht- 
artiges Gebiet G betrachten, welches im Sinne von § 4 als ,,Limes“ in- 
einander geschachtelter Gebiete G,, der obigen speziellen Art definiert 
ist. Wir kénnen fiir jedes Gebiet G,, eine zur vorgeschriebenen Singu- 
laritat in O gehorige ,,Str6mungsfunktion“ ¢,,, = f,,(z) konstruieren und 
erhalten dann nach § 8 in der Grenzfunktion 

j (2) = lim fy (2) = lim (4p, + 10) 
m -> co m-> co 
die Stromungsfunktion fiir das Gebiet G. 

Da die Funktionen /,,(z) die Abbildung des Gebietes G,, auf ein 
schlichtes Gebiet der ¢-Ebene vermitteln, so folgt durch sinngemaBe 
Ubertragung des Hilfssatzes aus Kap. 6, §1 (S. 393), daB auch die 
Funktion ¢ = f(z) das Gebiet G auf ein schlichtes Gebiet J" der ¢-Ebene 
abbildet. 

Uber die Zusammenhangszahl des Gebietes G war dabei keinerlei 
Voraussetzung zu machen. Sie braucht insbesondere nicht endlich zu 
sein. Wir haben damit den folgenden allgemeinen Abbildungssatz be- 
wiesen: Jedes endlich oder unendlich vielfach zusammenhdngende schlicht- 
artige Gebiet lift sich umkehrbar eindeutig und konform auf ein schlichtes 
Gebtet abbilden. ; 


1 Dieser wichtige Satz wird von KoEBE das ,allgemeine Uniformisierungs- 
prinzip™ genannt, 
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Wir wollen nunmehr zeigen, daB auch im jetzt betrachteten Falle 
eines allgemeinen schlichtartigen ,,Limes'‘-Gebietes G, wenn dieses 
endlich vielfach zusammenhangt, das Bildgebiet I” wieder ein Schlitz- 
bereich ist. Wegen der Invarianz des Dirichletschen Integrals gegen- 
uber konformer Abbildung folgt aus (1), wenn wir die Koordinaten 
u,v des Bildbereiches I" als unabhangige Variable einfiihren, wegen 
u,— 1, v4, = 0, die Forme! 

(3) fh, dudv=0. 
A 


Dabei bedeutet h irgend eine in einer Umgebung des unendlich fernen 
Bildpunktes von O im Gebiete I’ identisch verschwindende, in 
I’ sonst stetige und mit stiickweise stetigen ersten Ableitungen 
versehene Funktion, ftir welche Dp[h] existiert. Hieraus konnen 


Abb. 125. Cc 


wir leicht schlieBen, daB J” ein Schlitzbereich ist. Nehmen wir an, ein 
zusammenhangendes Randsttick 2’ von J” beséBe zwei Punkte mit den 
verschiedenen Koordinaten v, und v,, wobei etwa v, < v, sei. Da alle 
Punkte mit hinreichend groBem absoluten Betrag von € zum Gebiet J” 
gehéren, so kénnen wir eine positive Zahl c wahlen, so daB alle Punkte 
€ mit uw >c zu I gehoren. Auf der Geraden u = ¢ seien die Punkte A,, 
A, mit v = v, bzw. v = v, markiert (vgl. Abb. 125); ihre Verbindungs- 
strecke liegt ganz in J’. 

Wir ziehen dann von der Strecke A,A, nach links die Geraden 
v =konst. bis jeweils zu ihrem ersten Treffpunkt mit dem Rand- 
stiicke XY. Ein solcher Punkt mu8 jedenfalls vorhanden sein, da das 
Randstiick 2 Punkte mit jeder Ordinate zwischen v, und v,besitzen 
muB; es seien etwa B, bzw. B, diese Punkte fiir die Geraden v = v, 
und v = vy. Durch die Teile der Strecken A, By, A, B,, die in I' verlaufen, 
durch die Strecke A,A, und allenfalls andere zwischen A,A, und 2 
gelegene Randstiicke von J’ werden ein oder mehrere Teilgebiete von I” 
bestimmt, deren Gesamtheit wir kurz mit I” bezeichnen. Wir be- 
trachten nun irgend eine stetige Funktion g(v) von v im Intervalle 
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v0, <v<v,, von der wir voraussetzen, daB sie fir v = vy und u= v, 
gleich Null ist (aber nicht identisch verschwindet) und da8 sie nirgends 
negativ wird, z.B. g(v) = (v — v,)?(v — v,)%. Wir definieren ferner in 
I” itberall h(u, v) = g(v); schlieBlich schlagen wir tiber A, A, einen Halb- 
kreis nach rechts und denken uns / in diesen Halbkreis so fortgesetzt, 
daB h auf dem Rande iiberall verschwindet, etwa indem wir h auf allen 
vom Mittelpunkt gleich weit entfernten Punkten denselben Wert bei- 
legen. Die Gesamtheit J” von Gebieten vermehrt um den Halbkreis 
iiber A,A, bezeichnen wir mit J* und setzen auBerhalb von J™ tiberall 
in I’ die Funktion h gleich Null. Nun ist fiir diese Funktion 4 offenbar 


ffh,dudo = ffh,dudo = —fev)de, 
elit ye OF 


also im Gegensatz zu Gleichung (3) nicht Null. Hierdurch ist bewiesen, 
daB alle Punkte eines zusammenhangenden Randstiickes von J’ auf 
einer zur u-Achse parallelen Strecke liegen, d. h. aber, daB J” ein Schlitz- 
bereich ist. Damit ist unser Satz fiir endlich vielfach zusammenhangende 
Bereiche bewiesen. 

Im Falle unendlich vielfach zusammenhangender Gebiete definieren 
wir als ,,geradlinigen Schlitzbererch ein schlichtes Gebiet, fir welches 
jede zusammenhangende Menge von Randpunkten aus einer Strecke 
parallel zur reellen Achse besteht. Dann tibertragt sich der obige Be- 
weis leicht auch auf diesen Fall. Wir bedtirfen hierzu nur der Kon- 
struktion der Gebietsmenge J” zu einem zusammenhangenden Rand- 
stitick 2 eines schlichten Gebietes J. Denken wir uns das Gebiet I’ er- 
setzt durch dasjenige von der Punktmenge »' begrenzte einfach zu- 
sammenhangende Gebiet J’ der ¢-Ebene, welches den Punkt co enthialt, 
so ist die Konstruktion des Gebietes J” unmittelbar méglich. Von 
diesem Gebiete sind nun noch alle diejenigen Punkte auszunehmen, 
welche nicht zu J’ gehéren; die tibrigbleibende Punktmenge ist die ge- 
suchte Menge J”. Nach der Konstruktion von J” bleibt aber der Beweis 
fiir den Schlitzcharakter von 2 genau derselbe wie oben. 

Es sei bemerkt, daf die durch die Schlitze eines unendlich vielfach 
zusammenhiingenden Schlitzbereiches I" gebildete Punktmenge den Inhalt 
Null besitzt. Das besagt: Es ist méglich, die sAmtlichen Schlitze von I" 
in endlich viele sttickweise glatte Kurven einzuschlieBen, so daB das von 
diesen begrenzte Gebiet einen beliebig kleinen Flacheninhalt besitzt. 
Der Beweis folgt leicht aus der obigen Beziehung (3) 


(4) ff hydudo ==05 
T 


wenn wir sie auf eine Funktion  anwenden, welche in einer Umgebung 
des unendlich fernen Punktes identisch verschwindet, in J” stetig ist 
und sttickweise stetige Ableitungen besitzt und in’einem alle Schlitze 
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von J” enthaltenden Kreise mit u iibereinstimmt. Entsprechend der Tat- 
sache, daB das Gebiet G als Limes einer Folge einander umfassender 
Gebiete G,, definiert ist, von denen jedes einzelne auf ein von endlich 
vielen stiickweise glatten Kurven begrenztes schlichtes Gebiet I", ab- 
bildbar ist, konnen wir auch J" als Limes solcher Gebiete J’, auffassen. 
Die obige Relation (4) besagt dann 
(5) lim [fh,dudv =0. 

n>o I, 
Jedes dieser Integrale ist aber gleich einer endlichen Summe von Inte- 
gralen der Form Ai udv, wo jeder Summand tiber je eine der Begrenzungs- 
linien von J’, im positiven Sinne zu erstrecken ist. Es stellt also 


Sfh,dudv = fudv 
Ln 


den Gesamtflacheninhalt der durch die Randkurven von J’, aus der 
vollen Ebene ausgeschnittenen Gebiete dar, womit wegen (5) unsere 
Behauptung bewiesen ist. 

Zum. SchluB sei noch auf die noch nicht restlos geklarte Frage hin- 
gewlesen, was es ftir ein Gebiet G bedeutet, wenn sich einer der Schlitze 
von J’ auf einen Punkt reduziert. Ist J” einfach zusammenhangend, so 
gibt es nur einen einzigen Randpunkt, den wir durch eine lineare Trans- 
formation ins Unendliche verlegen; wir haben dann in der Umkehr- 
funktion y(¢) eine ganze, bzw. (wenn G den Punkt z = oo tiberdeckt) 
eine meromorphe Funktion vor uns. Wir werden so auf den Fragenkreis 
des Picardschen Satzes verwiesen; diese Problemstellung kénnen wir 
so auffassen, als ob nach der geometrischen Struktur solcher unendlich 
vielblattriger schlichtartiger Riemannscher Flachen gefragt wiirde, 
welche bei ihrer konformen Abbildung auf einen schlichten Bereich in 
die punktierte Ebene tibergehen. 


§ 10. Die eindeutige Bestimmtheit der Schlitzabbildung. 


In §3 haben wir erkannt, daB die Strémungsfunktion durch die 
Minimumseigenschaft bis auf eine additive Konstante bestimmt ist. 
Wir wollen nunmehr zeigen, daB diese Funktion fiir ein endlich vielfach 
zusammenhangendes schlichtartiges Gebiet G auch durch die eben be- 
wiesene Abbildungseigenschaft eindeutig charakterisiert ist. Dem ent- 
sprechend formulieren wir den folgenden Satz: Sind ¢=f(z) und 
C* — f*(z) zwei im Gebiete G reguldre analytische Funktionen, deren jede 
das Gebiet G konform auf einen Schlitzbereich abbildet, so ist thre Differenz 
konstant. 

Zum Beweise betrachten wir den Schlitzbereich J’, auf den G durch 
¢ = f(z) abgebildet wird. Es ist t= fp +ig=¢ — C* = f(z) — [= @) 
= (f) eine im Gebiete I einschlieBlich des unendlich fernen Punktes 
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eindeutige und regulare Funktion von ¢, deren Imaginarteil auf jedem 
der Schlitze von I" konstante Randwerte haben muB. Ist g = q» irgend 
ein im Gebiete J’ angenommener Wert von q, so betrachten wir die 
Kurve q = q, welche das Teilgebiet von J’, in dem q > q ist, von dem 
Teilgebiete mit g <q, trennt. Die Kurve kann nicht in I” geschlossen 
sein, da sonst bei Umlauf um sie p nicht zum Ausgangswert zurtick- 
kehren wiirde (vgl. §9, S. 475). Also muB die Kurve ¢ = qd) in Rand- 
punkten von J’ endigen, so daB g mit einem der Randwerte tberein- 
stimmen mu. Da es nur endlich viele solche Randwerte gibt, so folgt 
hieraus, daB alle diese Randwerte miteinander und mit dem Werte von ¢ 
in einem beliebigen Punkte von J" identisch sind. Es ist daher g und #, 
also auch (¢) konstant, wie behauptet wurde?. 


Neuntes Kapitel. 


Weitere Existenztheoreme der 
Funktionentheorie. 


Wir wollen das allgemeine, im vorigen Kapitel bewiesene Existenz- 
theorem dazu verwenden, einige der wichtigsten tieferen Probleme der 
Funktionentheorie zu behandeln. Wir legen unseren Untersuchungen 
algebraische Riemannsche Fldchen zugrunde, d.h. (gemaB Kap. 5, § 4 
bzw. Kap. 8, § 4) geschlossene, die ganze Ebene, bzw. Kugel, endlich viel- 
fach tiberdeckende Flachen mit nur endlich vielen Verzweigungspunkten. 

Im ersten Paragraphen wollen wir uns von dem Verlaufe dieser 
Flachen eine genauere Vorstellung machen. Wir werden uns dabei zu- 
nachst ausgiebig auf die rdumlich geometrische Anschauung sttitzen. 
Zur Vervollstandigung werden dann in einem Anhang die topologi- 
schen Uberlegungen auf eine axiomatische Grundlage gestellt werden 2. 


§ 1. Die Analysis situs der algebraischen Riemannschen 
Flachen. 


Wir haben bereits in Kap. 8, § 9 den Begriff des Riickkehrschnittes 
kennen gelernt und gesehen, daB es Flachen gibt, namlich die nicht 
schlichtartigen Flachen, welche durch eine solche Schnittkurve nicht 
immer in getrennte Teilgebiete zerlegt werden. Da dieser Fall im 
folgenden allein in Betracht kommt, so wollen wir von nun an unter 
»,Riickkehrschmitt schlechthin eine geschlossene einfache stetige Kurve 
auf der Flache verstehen, welche diese nicht in getrennte Teilgebiete 
zerlegt. Jeder Riickkehrschnitt besitzt zwei ,,Ufer‘‘, welche nach 


1 Es sei dem Leser iiberlassen, den Beweis dieses Eindeutigkeitssatzes auch 
durch Zuriickfiihrung auf die Betrachtungen von Kap. 6, §3 zu erbringen. 
/ 2 Man vergleiche hierzu etwa die Biicher von WEvt (vgl. S. 376) und KEREK- 
JARTO (vgl. S. 261). 
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Definition nicht getrennten Teilgebieten angehéren. Es ist also még- 
lich, zwei ,,gegentiberliegende‘‘ Punkte der Ufer eines Riickkehr- 
schnittes Q durch eine Kurve Q’ zu verbinden, welche Q sonst nicht 
mehr trifft. Die geschlossene Kurve Q’, fiir sich genommen, ist wieder 
ein Riickkehrschnitt, da nunmehr Q zu ihr im selben Verhialtnis steht 
wie eben Q’ zu Q. Zwei 
derartige Riickkehr- 
schnitte heiBen zu ein- 
ander konjugiert. Als 
Beispiel mégen die in 
Abb. 126 gezeichneten 
Paare von Rtickkehr- 
schnitten auf einer Abb. 126. 
hyperelliptischen? 

Flache mit 6 Verzweigungspunkten dienen. 

Um uns ein anschauliches Bild von einer m-blattrigen Riemannschen 
Flache G zu verschaffen, denken wir sie uns so auseinander genommen, 


Abb. 127. 


daB wir m Exemplare der vollen Ebene oder, was hier bequemer ist, 
der vollen Kugel erhalten, welche langs gewisser die Verzweigungs- 


Abb, 128. 


punkte geeignet verbindenden Kurven, der ,,Verzweigungsschnitte™, 
aufgeschlitzt sind. Wir denken uns die Ufer dieser Schnitte derart 
numeriert, daB diejenigen von ihnen, welche auf G aneinander stofen. 


1 Vel. FuBnote 1 von 5S. 385. 


Hurwitz-Courant, Funktionentheorie. 3. Aufl. Sul 
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dieselbe Nummer erhalten. Nunmehr verzerren! wir jedes solche ,,Blatt“ 
so lange, bis es sack- oder rohrenformige Gestalt angenommen hat, wie 
dies die Abb. 127 bis 129 fiir den Fall ein-, zwei- bzw. dreifachen Zu- 
sammenhanges eines Blattes darstellen. So erhalten wir m raumliche 
Gebilde R,, Ry, ..., Rm, deren Rander aus den Verzweigungsschnitten 
von G entstanden sind. Nun heften wir diese Gebilde wieder derart 


Abb. 129. 


aneinander, daB hierbei gleich bezeichnete Randstiicke zur Deckung 
gelangen, wobei wir durch stetige Verzerrung Sorge tragen, daB uberall 
gerade solche Punkte aneinander kommen, die auch auf der urspriing- 
lichen Riemannschen Flache zusammenfielen. Indem wir R,, R,,..., Rn 
schrittweise aneinanderfiigen, kénnen wir offenbar (nétigenfalls unter 
weiterer stetiger Verzerrung) erreichen, daB 
sich die entstehende Flache nirgends selbst 
durchdringt oder knotet. Man erhalt so eine 
im Raume gelegene geschlossene Flache. 
Bei diesem Verfahren k6nnen_ selbstver- 
standlich auch Flachen vom Typus der 
Kugel auftreten?; der nachst hohere Fall 
ergibt eine fiir die Theorie der elliptischen 
Funktionen wichtige Ringflache, die man 
sich auch in eine Kugel mit einem auf- 
gesetzten ,,Henkel verzerrt denken kann 
(vgl. Abb. 1380). So weitergehend, erhalt 
man Flachen mit zwei Henkeln (,,Bretzel- 
form‘), drei Henkeln usw. 
Abb. 130. Die nach dem geschilderten Verfahren 
entstandene raumliche Flache bezeichnen 
wir wieder als ,,Riemannsche Flache‘‘; sie ist ein umkehrbar eindeutiges 
und stetiges Bild der urspriinglichen Flache und besitzt dieselben Zu- 
sammenhangsverhaltnisse wie diese; insbesondere behalt jeder Riick- 


1 Das durch ,,Verzerrung’’ entstandene Gebilde ist dem urspriinglichen um- 
kehrbar eindeutig und stetig zugeordnet. 


2 Man veranschauliche sich dies etwa an dem Falle der Riemannschen Flache 
der Funktion f(z) = }(z—1)(¢+ 1). 
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kehrschnitt seine charakteristische Eigenschaft, die Flache nicht zu 
zerlegen. 

Die Gewinnung einer leicht iibersehbaren, der urspriinglichen Flache 
aquivalenten Gestalt einer Riemannschen Flache, namlich einer Kugel 
mit aufgesetzten Henkeln, erméglicht uns die Einfiihrung einer fiir die 
innere Struktur einer Riemannschen Flache charakteristischen Zahl: 
Wir nennen die Anzahl p der Henkel einer Riemannschen Fliche ihr 
Geschlecht. 

Um diese Zahl mit den durch die Existenz von Riickkehrschnitten 
charakterisierten Eigenschaften der Flache in Verbindung zu bringen, 
ziehen wir auf unserer 
, Henkelflache“ ein System 
von # Paaren konjugierter 
Rtckkehrschnitte Q;, Q,’ Q, 
(p= 12 5.., ?) derart, daB 
etwa Q,’ eine ,,Meridian- 
kurve eines Henkels bil- 
det, wahrend Q; an dem 
Henkel entlang lauft und 
dann auf die Kugel tiber- 
tritt (vgl. Abb. 131). Man 
erkennt unmittelbar, daB 
die Ausfithrung dieser 2 p 
Schnitte die Flache vom Ge- Abb. 131. 
schlecht # in eine schlicht- 
artige Flache G verwandelt, da es nach dieser Zerschneidung keine Riick- 
kehrschnitte von G gibt. Unser Ergebnis ist also: Eine Riemannsche Fliche 
des Geschlechtes p laBt sich durch p getrennte Paare konjugierter Riickkehr- 
schnitte in ein schlichtartiges Gebiet G verwandeln. Einer schlichtartigen 
Flache weisen wir das Geschlecht Null zu. Wir kénnen das Geschlecht auch 
auffassen als die Anzahl der Paare konjugierter Riickkehrschnitte, die man 
auf der Fliche ziehen muB, wm sie in eine schlichtartige Flache zu ver- 
wandeln. 

Man erkennt, daB die # Rtickkehrschnitte Qj, Qs, ..., Q» die Flache 
G in ein schlichtartiges Gebiet verwandeln, das nicht mehr einfach, 
sondern 2 -fach zusammenhangend ist. 

Wir gehen nunmehr von einem beliebigen Punkte P unserer raum- 
lichen Riemannschen Flache G des Geschlechtes # aus und denken uns 
unser obiges System von 2 p Riickkehrschnitten Q;, Q,’ (( = 1, 2,..., A) 
so gewahlt, daB P auf keine dieser Kurven fallt. Nun fihren wir von 
P aus nach jedem dieser Riickkehrschnittpaare (etwa nach dem Treff- 
punkt der zu ihm gehérigen Riickkehrschnitte) einen Schnitt C,; (@ = 1, 
2, ..., p), so daB diese Kurven C; weder einander (auBer in P) noch 
einen der Riickkehrschnitte sonst treffen. Wir bringen nun diese Schnitte 

31* 
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C, dadurch wieder zum Verschwinden, daB wir den Treffpunkt jedes 
Riickkehrschnittpaares Q;, Q,' langs der Kurve C; in den Punkt P 
hineinziehen (vgl. Abb. 132). Diese Art der Zerschneidung einer Rie- 
mannschen Flache wird als ,,kanonische Zerschneidung’ bezeichnet. 
Die Ufer des Systems von 
Riickkehrschnitten Q,;, Q; 
(«= 1,2,..., p) bilden dann 
einen geschlossenen Zug, 
welcher die Flache in einen 
einfach zusammenhangen- 
den schlichtartigen Bereich 
verwandelt. Wir k6nnen 
uns von der zerschnittenen 
Flache und der Zuordnung 
der Schnittufer dadurch 
eine bequeme Vorstellung 
machen, daB wir uns diesen 
Abb. 132. Bereich durch stetige Defor- 
mation in ein geradliniges 
regelmaBiges Polygon von 4 Seiten verwandelt denken, dessen Seiten den 
Ufern der 2 # Rickkehrschnitte entsprechen. Der Fall = 2 (Abb. 132) 
wird so durch das in Abb. 133 gezeichnete Achteck veranschaulicht ; hierbei 
sind einander gegentiber lie- 
gende Ufer durch Q,t, Q,’* 
bzw. Q;-, Q;’- gekennzeich- 
net, wahrend ihre Zuordnung 
‘» durch die Pfeile angegeben 
ist. Bei der als ,,kanonisch“‘ 
bezeichneten Art der Zer- 
schneidung unserer Flache ge- 
héren immer je vier geeignet 
aufeinander folgende Kan- 
ten des 4 p-Eckes zu einem 
Paar konjugierter Rtickkehr- 
schnitte. 
Das im vorangehenden 
unter Berufung auf die An- 
Abb. 133. schauung definierte _ ,,Ge- 
schlecht“ einer Flache wird 
sich in §2 als eine von der Willkiir, welche noch in der kanonischen 
Zerschneidung liegt, unabhangige Zahl erweisen. 
DaB sich jede algebraische Riemannsche Flache tatsdchlich ka- 
nonisch zerschneiden laBt, soll nun in dem nachstehenden Anhang 
ausfiihrlich bewiesen werden. 


ji 
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Anhang zu §1. Die Moéglichkeit der kanonischen Zerschneidung!. 


1. Triangulierung. Man verbinde einen festen Punkt der Ebene, der nicht auf 
der Verbindungsgeraden zweier Verzweigungspunkte liegt, mit allen Verzweigungs- 
punkten w, ziehe die Geraden durch bis ins Unendliche und verbinde noch alle 
Verzweigungspunkte zyklisch miteinander (Abb. 134), Die Linien w...0© be- 
nutzen wir als Verzweigungsschnitte, langs deren 
die z-Kugel aufgeschnitten wird und langs deren 
die Blatter aneinandergeheftet werden. Jedes Blatt, 
und damit die ganze Flache, erscheint in Dreiecke 
eingeteilt, d. h. trianguliert. 

2. Verwandlung in ein konvexes Polygon. Durch 
Verzerrung der Dreiecke kann jedes Blatt nach der 
Zerschneidung in ein (in Dreiecke eingeteiltes) 
konvexes Polygon verwandelt werden. Heftet man 
ferner an ein solches Blatt ein zweites lings eines 
Verzweigungsschnittes, langs dessen die beiden 
Blatter auf der Flache wirklich ineinander tber- 
gehen, so kann ’man in entsprechender Weise an Abb. 134. 
das erste Polygon ein zweites anhangen, welches 
eine Seite, aber keinen weiteren Punkt mit ihm gemein hat (vgl. Abb. 135). Man 
kann sogleich wieder annehmen, daB die Vereinigung der Polygone konvex ist. 
So fortfahrend, heftet man sukzessiv alle Blatter aneinander und hat schlieBlich 
die (langs gewisser Linien aufgeschnittene) Flache in co 


ein einziges (trianguliertes) konvexes Polygon ver- VED, 
ey, 


wandelt. Im allgemeinen werden bei dieser Zusammen- 
heftung keineswegs alle méglichen Ubergange von Blatt 
zu Blatt ausgefuhrt, die langs der Schnitte mdglich sind. n? 
Jedem noch nicht realisierten Ubergang zwischen © 
zwei Blattern langs eines geeigneten Schnittes ent- 


sprechen zwei Polygonseiten, die man zusammenheften m2 = 
mu8, wenn man die Flache wieder erhalten will. (Die oT 
Anzahl der Polygonseiten ist also gerade.) Solche zu- Abb. 135. 


sammengeh6rigen Seiten sollen mit demselben Buch- 
staben bezeichnet werden. Da cine gleichzeitige Vereinigung aller dieser Seiten- 
paare das Bild uniibersichtlich gestalten wiirde, so soll jetzt unter 3., 4. und 5. 
nur eine teilweise Vereinigung, zugleich aber noch eine Verlagerung der Teil- 
dreiecke schrittweise vorgenommen und dadurch 


ein anschaulich brauchbares topologisches Aquiva- 2 g 
lent der Riemannschen Flache aufgebaut werden. va 
3. Operation A. StoBen zweigleichnamige Seiten 
ad, a aneinander, so lassen sie sich nach dem Schema ie 
der Abb. 136 zusammenheften. Dabei verringert sich 
die Seitenzahl des Polygons. Unméglich wird diese Zu- 
Abb, 136. 


sammenheftung nur in dem Fall, daB die Seitenzahl 4 
ist; dieser kann aber offenbar nur bei einer einblatt- 
rigen Flache, d. h. einer gewohnlichen z-Kugel, eintreten und ist demnach trivial. 

Nach wiederholter Anwendung der Operation A k6nnen wir also annehmen, 
da8 nirgends mehr zwei benachbarte Polygonseiten mit demselben Buchstaben 
bezeichnet sind. 

4, Operation B. Es 1a8t sich nunmehr erreichen, da alle Ecken des Polygons 
einem und demselben Punkt der Flache entsprechen, d. h. da die Triangulierungs- 


1 Die folgenden Ausfiihrungen rihren inhaltlich von MHerrn VAN DER 
WAERDEN her. 
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punkte mit Ausnahme eines einzigen durch lauter im Innern des Polygons ge- 
legene Eckpunkte von Teildreiecken wiedergegeben sind. Liegt namlich dieser 
Sachverhalt noch nicht vor, so gibt es (vgl. Abb. 137) zwei aufeinanderfolgende 
Polygonecken P, Q, die zu verschiedenen Punkten der Flache gehéren. Die auf 
PQ folgende Ecke heiBe R. Die Seite QR = 6 muB noch einmal vorkommen, aber 
nicht in Gestalt der Seite PQ, da alle benachbarten Polygonseiten mit gleichem 
Namen bereits vereinigt sind. Schneidet man das Dreieck PQF ab und heftet es 
langs der Seite QR an das zweite Exemplar von b wieder an 
(vgl. Abb. 137), so entsteht ein neues Polygon, das in derselben 
Weise wie das alte die Zusammenhangsverhaltnisse der Rie- 
R  mannschen Flache veranschaulicht, wenn man nur die notwen- 
digen Randerzuordnungen vornimmt, Durch Verzerrung kann 
man auch erreichen, da8 das neue Polygon konvex wird. Nach 
dieser Operation kommt die Ecke P einmal mehr, die Ecke @ 
i oS einmal weniger vor als bis dahin. Solange aber Q tiberhaupt noch 
K R als Ecke auftritt, 148t sich auch eine zu einem Q benachbarte 
Abb. 137. und mit Q ungleichnamige Ecke (wie vorhin P) finden; durch 
Wiederholung der Operation B kann man also schlieBlich die 

Ecke Q ganz ins Innere bringen. 
Entsprechen alsdann noch nicht alle Ecken einem und demselben Flachen- 
punkt, so 1aBt sich mittels desselben Verfahrens wiederum eine Ecke entfernen, usw. 


p a 9g Q gall ie! 
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Abb, 138. Abb. 139. Abb, 140. 
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Nach endlich vielen Schritten ist also ein konvexes Polygon hergestellt, das den 

Zusammenhang der Flache veranschaulicht und dessen sAamtliche Ecken einen 
und denselben Punkt auf ihr reprasentieren. 

5. Operation C. Nunmehr wird die Reihenfolge der freien Polygonseiten durch 

Umgruppierung auf eine Normalform gebracht. Die Endpunkte der beiden Exem- 

ay plare einer Seite a seien mit P, Q bzw. P’, Q’ 

A i, bp bezeichnet; diese Punkte mégen bei Umlau- 

1 fung des Polygons etwa in der Reihenfolge P, 

5 I, ay Q, Q’, P’ aufeinander folgen (Abb. 138). Es muB 

1 dann eine Seite 6 geben, die sowohl auf dem (Q 

und Q’ vermeidenden) Streckenzug von P nach 

P’ vorkommt als auch auf dem (P und P’ 

az vermeidenden) Streckenzug von Q nach Q’; 

Abb, 141. Abb, 142. denn sonst wiirden sich die Ecken des ersten 

Streckenzugs nicht mit denen des zweiten iden- 

tifizieren lassen, entgegen der Operation B. Man schneide nun das Polygon langs der 

Geraden PP’ auf, wie es Abb.138 zeigt, hefte die beiden Stticke langs b zusammen und 

verzerre die Figur so, daB ein konvexes Polygon entsteht. Dadurch ist die Seite b ver- 

schwunden, dafiir aber eine neue Seite P P’ = c aufgetaucht, deren zweites Exem- 


plar etwa P P’ heiBen mdge. Folgen die Punkte P, P’, P’, P etwa in dieser Reihen- 


folge aufeinander, so schneide man das neue Polygon langs der.Geraden P Pabermals 
auf (Abb, 139) und hefte die Stiicke langs der Seite a zusammen, Wird die entstehende 
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Seite PP mit d bezeichnet, so folgen nunmehr die Seiten c, d, c, d unmittelbar 
aufeinander (Abb. 140), Dieser Tatbestand bleibt auch dann erhalten, wenn jetzt 
die Operation C auf ein weiteres Seitenpaar an Stelle von a und b angewandt wird. 
Durch Wiederholung des Verfahrens erhalt man schlieBlich als Normalform der 
Flache ein 4p-Eck aus p Seitenquadrupeln (a,b, a,),), (@yb4205),..., (pb, 4,0,). 
Die einfachsten Beispiele zeigen die Abb. 141 und 142. 


§ 2. Die Abelschen Integrale und algebraischen Funktionen 
auf einer gegebenen Riemannschen Flache. 


Einer der gré8ten Erfolge der Riemannschen Begriffsbildungen. war 
der Einblick, den sie in das Wesen der algebraischen Funktionen und 
ihrer Integrale gestatten. Wir wollen hier, fu8end auf den im vorigen 
Kapitel gewonnenen Ergebnissen, die Grundlagen dieser Theorie ent- 
wickeln. Wir stellen uns entsprechend den Bemerkungen von Kap. 5, §3 
die Aufgabe, zu einer gegebenen algebraischen Riemannschen Flache G 
die zugehorigen, d.h. auf ihr eindeutigen algebraischen Funktionen zu 
konstruieren. Fiir diese Untersuchung ist es charakteristisch, da8 man 
nicht unmittelbar nach den algebraischen Funktionen selbst fragt, 
sondern zuerst ihre (unbestimmten) Integrale sucht, die zwar auf G im 
allgemeinen unendlich vieldeutig sind, aber in anderer Hinsicht oft ein- 
facheres Verhalten zeigen als die algebraischen Funktionen selbst; aus 
ihnen gewinnt man die algebraischen Funktionen durch Differentiation. 
Man nennt diese Integrale, einem Vorschlage JACoBIs folgend, A belsche 
Integrale, weil ABEL sie zum ersten Male systematisch untersucht hat. 

Ohne auf die Entstehung durch Integration einer algebraischen 
Funktion Bezug zu nehmen, definieren wir die Abelschen Integrale in 
folgender Weise: Eine ein- oder mehrdeutige analytische Funktion auf G 
heiBt ein zur Flache G gehiriges Abelsches Integral, wenn sie lings jedes 
Weges auf G, der nur endlich viele Ausnahmestellen vermeidet, unbe- 
schrinkt fortsetzbar ist, wenn sie in den Ausnahmesiellen keine anderen 
Singularitdten hat als hochstens Pole oder logarithmische Singularitaten 
und wenn ihre verschiedenen tiber einer und derselben Stelle von G ge- 
legenen Zweige sich nur um Konstante unterscheiden. Nach dieser De- 
finition ist es klar, daB die Ableitung eines Abelschen Integrales auf G 
eindeutig ist und héchstens endlich viele und nur algebraische Singu- 
laritaten besitzt, d. h. eine algebraische Funktion ist; aber auch um- 
gekehrt besitzt das unbestimmte Integral einer zu G gehérigen algebra- 
ischen Funktion alle in unserer Definition genannten Eigenschaften. 
Insbesondere gehdren also die algebraischen Funktionen selber zu den 
Abelschen Integralen. 

Wir unterscheiden je nach der Natur ihrer Singularitaten drei Arten 
von Abelschen Integralen, auf die man, wie sich zeigen wird, das all- 
gemeinste Abelsche Integral reduzieren kann: 
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Integrale erster Gattung oder tiberall endliche Integrale. Sie sind 
auf G iiberall regular, werden also auf G insbesondere nirgends un- 
endlich. 

Integrale zweiter Gattung. Sie besitzen auf G keine anderen Singu- 
laritaten als Pole. 

Integrale dritter Gattung. Sie haben auf G logarithmische Singu- 
laritaten. 

Ehe wir uns der Konstruktion der zu unserer gegebenen Riemann- 
schen Flache G gehérigen Abelschen Integrale zuwenden, beweisen wir 
noch einige ihrer Eigenschaften, indem wir ihre Existenz zunachst 
voraussetzen. Es sei f(z) ein Abelsches Integral erster oder zweiter Gat- 
tung und Q ein durch keinen Pol der Funktion gehender Rickkehr- 
schnitt. Betrachten wir das tiber Q erstreckte Integral von f(z), so 
andert es sich bei stetiger Deformation von Q in einen anderen eben- 
solchen Riickkehrschnitt Q* nach dem Cauchyschen Integralsatz nicht, 
solange bei dieser Deformation kein singularer Punkt von /’(z) tiber- 
strichen wird, in dem /’(z) ein von Null verschiedenes Residuum hat. 
Die Residuen von /’(z) miissen aber sémtlich verschwinden, weil nach 
Voraussetzung unser Integral nicht von der dritten Gattung ist. Es gilt 
demnach der Satz: Die Anderung, die ein Abelsches Integral erster oder 
zweiter Gattung beem Umlauf um irgend einen durch keine seiner Singu- 
lavitiiten gehenden Riickkehrschnitt Q erfahrt, ist gleich der Anderung beim 
Umlauf um jeden zu Q dquivalenten durch keine Singularitat gehenden 
Riickkehrschnitt Q*. Sie heiBt der zu diesem Riickkehrschnitt gehdrige 
Periodizitatsmodul. 

Wir denken uns jetzt die Riemannsche Flache wie im vorigen 
Paragraphen von einem Punkte P aus durch ein System von # Paaren 
konjugierter Riickkehrschnitte Q;, Q/ (¢=1, 2, ..., p), die durch 
keine singulare Stelle gehen, kanonisch zerschnitten; sie wird dadurch 
in einen einfach zusammenhangenden Bereich G verwandelt. In G ist 
dann jedes Abelsche Integral erster oder zweiter Gattung eindeutig; 
das erkennt man genau analog zu dem obigen Satz unter Benutzung 
der Tatsache, da8 die Residuen der Ableitung an den singularen 
Stellen verschwinden. Zu den Riickkehrschnitten Q,, Q,/ gehdren 2 p 
Periodizitatsmoduln, aus denen sich alle anderen Periodizitatsmoduln 


des Integrals linear mit ganzzahligen Koeffizienten zusammensetzen 
lassen }, 


? Auf der kanonisch zerschnittenen Riemannschen Flache ist namlich ein 
solches Integral eindeutig; dem Uberschreiten eines Schnittes der kanonischen 
Zerschneidung entspricht eine Vermehrung (bzw. Verminderung) des in der zer- 
schnittenen Riemannschen Flache eindeutig festgelegten Integrals um denjenigen 
Periodizitatsmodul, der zum konjugierten Rtickkehrschnitt gehért. Die Anderung 


des Integrals auf einem beliebigen geschlossenen Wege setzt sich daher additiv aus 
solchen Anderungen zusammen. 
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Ist #(z) ein Integral dritter Gattung, so besitzt es auBer der Viel- 
deutigkeit, die beim Durchlaufen der Riickkehrschnitte entsteht, eine 
Vieldeutigkeit, die im Umkreisen der logarithmisch singularen Stellen 
ihren Ursprung hat. Aber auch hier ist die Anderung beim Umlauf um 
zwei solche aquivalente, durch keine Singularitat gehende Riickkehr- 
schnitte Q, Q*, die ineinander stetig deformiert werden konnen, ohne 
daB dabei eine logarithmische Singularitat iiberschritten wird, die 
gleiche. Erstrecken wir ferner das Integral f f (2)dz um die ganze Be- 
randung von G, so finden wir, da iiber jedes Stiick des Weges sowohl 
hin als auch zuriick integriert wird, daB die Summe der Residuen sdmt- 
licher Singularitéten von f’ (2) in G gleich Null ist. Bei der Summation 
braucht man iibrigens die Pole von f(z) nicht zu beriicksichtigen, da 
f(z) dort das Residuum 0 hat. 

Die Existenz der zu G gehérigen Abelschen Integrale beweisen 
wir nun, indem wir der Reihe nach gewisse besonders einfache Integrale 
herstellen, aus denen sich dann das allgemeinste Abelsche Integral 
durch Addition zusammensetzen la8t. Wir behaupten zunachst: Es 
gibt auf G ein Abelsches Integral zweiter Gattung, welches in einem ge- 
gebenen Punkte O einen Pol mit gegebenem Hauptteil besitzt, auBer in O 
mirgends auf G singulér wird und dessen samtliche Periodizititsmoduln 
vein imaginary sind. 

Wir wollen zuerst nur einen Spezialfall dieses Satzes beweisen. Der 
Punkt O, der etwa tiber z = 0 liege, sei einfacher Punkt, d.h. nicht 
Verzweigungspunkt der Riemannschen Flache, und die vorgeschriebene 


Singularitat sei a Dann liefern uns die Uberlegungen von Kap. 8 sofort 


die Existenz einer Funktion f(z) mit den verlangten Eigenschaften; 
sie vereinfachen sich sogar prinzipiell dadurch, daB sich G als ge- 
schlossene Flache bereits mit endlich vielen Kreisbereichen der nétigen 
Art iiberdecken laBt. Unsere Funktion /(z) besitzt wirklich, wie verlangt, 
rein imaginare Periodizitatsmoduln; dies folgt daraus, da die Potential- 
funktion “, welche wir als Lésung unseres Minimumproblems erhalten, 
ihrer Definition nach eindeutig ist, so daB sich die Mehrdeutigkeit von 
/(z) allein im Imaginarteil v auspragen kann. 

Beim allgemeinsten Falle des obigen Satzes verfahren wir im Prinzip 
genau so, nur legen wir eine andere Singularitatenfunktion zugrunde. 
Es sei etwa O ein (m — 1)-facher (m = 1) Verzweigungspunkt? von G, 
und der vorgeschriebene Hauptteil im Punkte O sei 

me et wees 
(1) pg sae ED TG peas | Esa ay aay a el (n= 1, a, +0). 


Dann verstehen wir unter K eine m-fach tiberdeckte Kreisscheibe mit 


1 Unter einem 0-fachen Verzweigungspunkt ist dabei ausnahmsweise ein ein- 
facher Punkt zu verstehen. 
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dem Mittelpunkt O und dem positiven Radius a, der so klein gewahlt 
sei, daB kein weiterer Verzweigungspunkt von G in K fallt. Indem wir 
Polarkoordinaten 7, # mit dem Mittelpunkt O einfiihren und a, =|a,|e**” 
setzen, definieren wir die Singularitatenfunktion durch 


n v y a IC 
Tice ly mo” a *)cos(a, — 28) 
= v=1 
in K einschlieBlich des Randes von K, 
0 auBerhalb von K. 


(2) Ss 


Diese Funktion ist so konstruiert, daB sie in K, abgesehen von O, eine 
regulare Potentialfunktion ist, da sie in O ebenso unendlich wird wie 
der Realteil von (1) und da8 auf der Peripherie von K ihre in Richtung 
der Normalen genommene Ableitung verschwindet. Daher 1aBt sich der 
Existenzbeweis aus dem vorigen Kapitel auf sie anwenden und liefert 
uns den Realteil des verlangten Integrals zweiter Gattung. 

Natiirlich kénnen wir ebenso ein Integral zweiter Gattung mit 
einem einzigen vorgeschriebenen Pol und lauter reellen Periodizitats- 
moduln konstruieren; dazu brauchen wir nur in (2) die Kosinus durch 
die Sinus derselben Argumente zu ersetzen und die zum SchluB erhal- 
tene Funktion mit i zu multiplizieren. Die Differenz zweier solcher 
Integrale zweiter Gattung mit den gleichen Hauptteilen, von denen das 
elne rein imaginare, das andere reelle Periodizitatsmoduln hat, ist not- 
wendig ein Integral erster Gattung, das sicher dann nicht konstant ist, 
wenn auch nur ein einziger Periodizitatsmodul eines der beiden Integrale 
zweiter Gattung von Null verschieden war. Doch verfolgen wir diese 
Bemerkung nicht weiter, da wir nachher die Integrale erster Gattung 
auf einem anderen Wege gewinnen werden. 

Auch die Konstruktion der Integrale dritter Gattung gelingt auf 
ahnlichem Wege. Die einfachsten unter ihnen sind die in dem folgenden 
Satz genannten: Es seien P, und P, zwei voneinander verschiedene 
Stellen der Fliche G, die tiber den Punkten 2, 2, der z-Ebene liegen mogen. 
Dann gibt es zwei Integrale dritter Gattung w(z; Py, P.) und 
p* (2; Py, P,), die auf G iiberall auBer in P, und P, endlich bleiben und 


an den Riickkehrschnitten Q;, Q/ (¢=1, 2, ..., p) rein imagindre 
Pervodizitdtsmoduln besitzen. In P, und P, wird yw (2; Py, P.) singulér 
wie log(z—2%) bzw. wie —log(z—2) und w*(z; Py, P,) wie 


— tlog(z — 21) bzw. wie ilog (z — 2,). 

Den Beweis fithren wir zunachst nur unter der beschrankenden 
Annahme, daB die Punkte P,, P, in das Innere einer schlichten, auf G 
liegenden Kreisscheibe K fallen, deren Mittelpunkt von P, und P, ver- 
schieden sei. Wir spiegeln P, und P, an dem Kreise K; die Spiegel- 
punkte und die zu ihnen gehérigen z-Werte bezeichnen wir mit P,’, P,/ 
baw. 2’, 22’. Die geradlinigen Entfernungen eines beliebigen Punktes P 
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von P,, P,, P,’, P,’ bezeichnen wir mit 14, %2, 11, Yo, ferner die Winkel 
der gerichteten Geraden P,P, P,P, P,/P, P,/P gegen die positive 
x-Achse mit 3,,95,01',05'. Um y (z; P,, P,) zu konstruieren, setzen wir 
in K einschlieBlich des Randes 


(Sie S = (logv, — logy.) + (logr,’ — logr,’), 
wahrend auBerhalb von K wieder S = 0 sein soll; dann ist — S in K 
die konjugierte Potentialfunktion zu (0, — 05) + (9,/ — 0’). Da nun fiir 


einen Punkt P der Kreisperipherie nach einem bekannten elementar- 
geometrischen Satze die Beziehung 


(9, — 9) + (8,’ — 8’) = konst. 

gilt, erkennen wir sofort, daB S auf der Kreisperipherie die Bedingung 

0s 

Ron = 0 
erfiillt; wir kénnen daher auch hier wértlich wie in Kap. 8 weiter 
schlieBen und gelangen zu einem Abelschen Integral dritter Gattung, 
das genau die von yw (z; P,, P,) verlangten Eigenschaften besitzt. 

Fur y* (z; P,, P,) gebrauchen wir dagegen die folgende Singulari- 

tatenfunktion?: 


(A, — %) — (B)" — B,’) 
(4) = in K einschlieBlich des Randes von K, 
0  auBerhalb von K. 


Um sie innerhalb von K zu einer eindeutigen Funktion zu machen, 
verbinden wir P, und P, durch eine einfache stetige, ganz in K ver- 
laufende Kurve C und verbieten dem Argumentpunkt, diese Kurve zu 
uberschreiten. Die Werte von S an den beiden Ufern von C unter- 
scheiden sich dann um 2. Verlangen wir wieder wie in Kap. 8, §3 
die Stetigkeit der zulassigen Konkurrenzfunktionen @® in K, so werden 
zwar die Funktionen gy = ® + S dieselbe Mehrdeutigkeit erhalten wie 


1 Wenn man den Betrachtungen von §9 des vorigen Kapitels die Singulari- 
tatenfunktion (3) bzw. (4) zugrunde legt, so erhalt man als Bildgebiet einer schlicht- 
artigen Riemannschen Flache G nicht mehr einen ,,geradlinigen Schlitzbereich”. 
Gehen wir z. B. von der Funktion (3) aus, so erhalten wir eine Abbildungsfunktion 
€=u-+iv, deren Imaginarteil v auf jedem zusammenhangenden Randstiick 
konstante Werte annimmt, die sich selbst aber an den Stellen P, und P, verhalt 


wie log — +, So erkennen wir, daB die Funktion 
n= pe a U 0 

den Bereich G konform auf die volle 7-Ebene abbildet, welche langs endlich oder 

unendlich vieler auf Strahlen durch den Nullpunkt gelegener Schlitze aufgeschnit- 


ten ist. Im Falle der Funktion (4) dagegen ergibt sich, daB G durch die Funktion 
n= poe git 0 

auf die volle y-Ebene abgebildet wird, welche langs endlich oder unendlich vieler 

konzentrisch um den Nullpunkt angeordneter Kreisbégen aufgeschnitten ist. 
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S, was aber in keiner Weise die im vorigen Kapitel durchgefiihrte Be- 

trachtung behindert. Wir haben nur noch nachzuweisen, daB auf dem 

Rande von K die in Richtung der Normalen genommenen Ableitungen 

von S verschwinden. Dies folgt wie oben daraus, daB die zu — S kon- 

jugierte Potentialfunktion ‘ 
(logy, — logr,) — (log7;’ — logr,’) 

auf dem Rande konstant ist. 

Sind P’, P”, ..., P™ irgendwelche voneinander und von P,, P, 
und dem Mittelpunkt von K verschiedene Punkte innerhalb von Kk, 
so kénnen wir die Kurve C so legen, daB sie der Reihe nach durch 
P,, P’, P’,..., P™, P, geht, und erkennen die Giiltigkeit der Formeln 


r {y (2; Py, Py) = (2: Py Pty es PLP) +--+ y le; BO, Pr), 
y* (z; Py, P,) = y* (2; Py, P’) + yt (es PB") + ty (2; PO, Py). 


Diese Formeln benutzen wir, um y (z; P,, P,) und y* (z; P,, P,) auch 
dann zu definieren, wenn es keine schlichte auf G gelegene Kreisscheibe 
gibt, in deren Inneres beide Punkte P, und P, fallen. Denn es 1aBt sich 
stets zwischen P, und P, eine Kette von Punktepaaren P,P” PP] 
P™ P, schalten, fiir welche die Funktionen y bzw. y* wie oben gebildet 
werden kénnen. Sollte einer der Punkte P, oder P,, etwa Py, in einen 
(m — 1)-fachen Verzweigungspunkt von G fallen, so brauchen wir dabei 
nur an Stelle von K eine m-fach tiberdeckte Kreisscheibe zu nehmen, 
die P, enthalt, aber einen von P, verschiedenen Mittelpunkt besitzt; 
die zugehérigen Singularitatenfunktionen erhalten wir, indem wir zu- 
erst die m-blattrige Kreisscheibe auf eine schlichte Kreisscheibe abbilden, 
fur diese die Singularitatenfunktionen (3) bzw. (4) bilden und dann 
diese Funktionen auf die m-blattrige Kreisscheibe zurtick tbertragen. 

Es ist aber wohl zu beachten, daB unsere Definition die Funktionen yp 
und y* nicht notwendig in eindeutiger Weise festlegt; verschiedene 
Ketten zwischen P, und P, geschalteter Punkte kénnen zu ganz ver- 
schiedenen Funktionen fiithren. Das ist mit unserem Satze durchaus 
vertraglich; durch die dort angegebenen Eigenschaften sind ja 
wy (z; Py, P,) bzw. p* (z; P,, P,) nur bis auf additiv hinzutretende Inte- 
grale erster Gattung mit rein imaginaren Periodizitatsmoduln bestimmt. 

Es seien jetzt P,, P,,..., P, beliebige Stellen der Riemannschen 
Flache G und a, =a,’ +ia,/" (« =1, 2, ..., k) ihnen zugeordnete 
komplexe Zahlen, deren Summe gleich Null ist. Bedeutet dann P, einen 
beliebig angenommenen Hilfspunkt auf G, so haben wir in 


(6) ay’ w (2; Py, Po) + ay’ p (2; Py, Po) + tests Gea la Sando) 

— ay" y* (2; Py, Po) — ae! p*(z; Py, Po) — +++ — ay" p*(z; Py, Py) 
ein Abelsches Integral dritter Gattung vor uns, das in den Punkten 
P,, Pg, ..., Px logarithmisch unendlich wird, wahrend seine Ableitung 
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in ihnen bzw. die Residuen ay, a, ..., a, hat. Sonst ist es auf G regular 
und hat rein imaginare Periodizitatsmoduln an den Schnitten Q,, Q/. 

Zu den Integralen erster Gattung gelangen wir in folgender Weise. 
Es sei Q ein beliebiger Riickkehrschnitt und P,, Py, ..., Pa_1, Pn = Py 
eine sich schlieBende Kette von Punkten auf Q, die so dicht liegen, da 
wir fur je zwei aufeinanderfolgende P,_,, P, das Integral y* (z;P,_1, P,) 
durch das oben angegebene direkte Konstruktionsverfahren herstellen 
kénnen.. Dann wird die Summe 


RZ eaten Pal, doo) micea hme en. shy) 


eine in G tberall regulare, also endlich bleibende Funktion; aber ihr 
reeller Teil ist nicht, wie bei den fritheren Ausdriicken, eindeutig, son- 
dern erleidet beim Uberschreiten des Querschnittes Q den Sprung 22, 
oder besser ausgedriickt, 7 (z) besitzt auf jedem zu Q konjugierten Riick- 
kehrschnitt Q’ einen Periodizitatsmodul mit dem reellen Teil 27; 7(z) 
ist somit ein nicht konstantes Integral erster Gattung. Indem wir unsere 
Konstruktion fiir jeden der 2 p Riickkehrschnitte Q;, Q,/ unserer kano- 
nischen Zerschneidung ausfthren, erhalten wir 2p Integrale erster Gat- 
tung, die wir mit 44 (2), J2(2), ---» Jap (2) bezeichnen. Sie sind in dem Sinne 
voneinander linear unabhdangig, daB es keine lineare Kombination 


Cy Jy (2) + Cy Jo (2) + +°+ + Cop Jon (2) 


mut reellen nicht samtlich verschwindenden Koeffizienten Cy, ..., Cy grbt, 
welche konstant ist. Jede solche Kombination hat namlich mindestens 
einen nicht verschwindenden Periodizitatsmodul, kann also nicht kon- 
stant sein. Weiter gilt der Satz: Jedes auf G tiberall endliche Integral ist 
bis auf eine additive Konstante eine lineare Kombination der Integrale 
41 (2), Jo(2)> «++» Jep (2) mit reellen Koeffizienten. Sind namlich die reellen 
Teile der Periodizitatsmoduln des vorgelegten Integrals erster Gattung 
j(z) an den 2 Riickkehrschnitten Q,, Q,' gleich 2mc,, 27¢5, ..., 2%Cgq, 
so wird 


jo(2)a—= (2) = CF Jae) ie 3109p Tap) 


ein Integral erster Gattung, dessen reeller Teil auf den Ruckkehr- 
schnitten Q;, Q,/ die Periodizitatsmoduln Null besitzt, somit auf G ein- 
deutig ist. Eine auf G eindeutige und tiberall endliche Potentialfunktion 
w ist aber eine Konstante. Denn wendet man die Greensche Formel auf 
die kanonisch zerschnittene Flache G an, so erhalt man sofort die Be- 


ziehung Poe 
ru al, De 


Folglich ist der Realteil von j (z) und somit j (2) selbst eine Konstante. 
Wir kénnen den soeben bewiesenen Satz auch so aussprechen: Die 
Maximalzahl voneinander reell linear unabhdngiger Integrale erster Gat- 
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tung ist gleich dem doppelten Geschlecht der Fléiche. Damit haben wir ge- 
zeigt, daB die Zahl p wirklich eine von der speziellen Zerschneidung der 
Flaiche unabhangige Konstante ist. Wir erwahnen noch, da8 bei Zu- 
lassung beliebiger komplexer Konstanten als Koeffizienten die Maximal- 
zahl linear unabhangiger Integrale erster Gattung gleich # ist. 

Nunmehr haben wir die Aufstellung sémtlicher Abelscher Integrale 
auf G erreicht. Denn wir kénnen durch lineare Kombination der ge- 
wonnenen Funktionen ein Integral herstellen, welches an gegebenen 
Stellen von G Pole mit gegebenen Hauptteilen besitzt, an anderen ge- 
gebenen Stellen logarithmische Unstetigkeiten mit gegebenen Residuen 
der Ableitung! (wobei natiirlich die Summe aller Residuen gleich Null 
sein mu) und deren Periodizitatsmoduln an den 2 # Riickkehrschnitten 
gegebene reelle Teile besitzen. Andererseits ist durch diese Bedingung 
ein Abelsches Integral bis auf eine Konstante festgelegt; denn der 
Realteil der Differenz zweier solcher ist eine auf G eindeutige und tiberall 
regulare Potentialfunktion, also der obigen Bemerkung zufolge eine 
Konstante. Mit der Gesamtheit der Abelschen Integrale auf der Flache 
ist auch die Gesamtheit der algebraischen Funktionen auf der Flache 
gegeben. 

Wir wollen jetzt eine algebraische Funktion herstellen, fiir welche G 
genau die zugehérige Riemannsche Flache ist, und damit die Frage 
beantworten, die am Beginne des Paragraphen aufgeworfen wurde. 
Hierzu verfahren wir folgendermaBen. Es sei m die Blatterzahl der 
Flache G und 2) ein Punkt der z-Ebene, der im Endlichen gelegen sei 
und tber dem die m Blatter der Flache getrennt, d.h. ohne Verzwei- 
gungspunkte, verlaufen. Wir konstruieren nun ein Abelsches Integral 
zweiter Gattung, welches in den m tiber z, gelegenen Stellen P,, P,,..., 
Pi je einen Pol erster Ordnung hat, wobei wir die Residuen dieser Pole 
alle voneinander verschieden wahlen. Die Ableitung dieses Integrales ist 
dann eine auf G eindeutige algebraische Funktion f(z) mit der Eigenschaft, 
daB uber z) genau m voneinander verschiedene Zweige von ihr liegen. 
Eine solche Funktion gehért aber genau zu G. Denn da sie auf G ein- 
deutig ist, kénnte es héchstens eintreten, daB sie schon bei p-fachem 
Umlauf um einen (vy — 1)-fachen (u < ) Verzweigungspunkt von G 
in sich zurtickkehrt. Daraus wiirde aber durch geeignete analytische 
Fortsetzung folgen, da8 mindestens zwei der zu P,, Py, ..., Pm ge- 
hérigen Funktionselemente iibereinstimmen, im Widerspruch zu unserer 
Konstruktion. 

Die Differentiation der Abelschen Integrale ist nicht die einzige Art 
der Erzeugung algebraischer Funktionen. Man kann zu ihnen z. B. 
auch durch Addition von Integralen zweiter und erster Gattung ge- 
langen, indem man die Periodizitaétsmoduln vermége der verfiigbaren 


1 Diese Stellen diirfen zum Teil mit den ersten zusammenfallen. 
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Konstanten zum Verschwinden bringt. Fiir die nahere Ausfiihrung dieses 
Gedankens verweisen wir auf die Spezialliteratur iiber algebraische 
Funktionen}. 

Es sei noch bemerkt, daB man zu den Integralen erster Gattung 
auch direkt gelangen kann, indem man diejenige in G iiberall endliche 
und auBer auf dem Riickkehrschnitte Q stetige und mit stiickweise steti- 
gen Ableitungen erster Ordnung versehene reelle Funktion u von « und y 
sucht, welche beim Uberschreiten von Q den Sprung 22 erfahrt und 
das Integral D [uw] méglichst klein macht. Diese Funktion muB natiirlich, 
wenn sie existiert, eine Potentialfunktion sein und erweist sich sofort 
als Realteil des von uns oben betrachteten, zum Riickkehrschnitt Q 
gehorigen Integrales erster Gattung. Ihre Existenz 1aBt sich ganz ahn- 
lich wie in Kap. 8, §7 beweisen, indem man von einer Minimalfolge 
Py Pg... Zulassiger Funktionen ausgeht und diese dann glattet. Eine 
Singularitatenfunktion wird dabei tiberhaupt nicht bendtigt. Der 
GlattungsprozeB verlauft ganz nach dem Muster des genannten Para- 
graphen. Die Riemannsche Flache G wird zuerst mit endlich vielen 
Kreisscheiben tiberdeckt, die so gewahlt sein sollen, daB jede Kreis- 
scheibe, die tiberhaupt einen Punkt von Q enthalt, durch Q in genau 
zwei einfach zusammenhangende Teile zerlegt wird. Fiir eine Kreis- 
scheibe, die keinen Punkt von Q enthalt, gehen wir durch Lésen der 
Randwertaufgabe zu einer geglatteten Folge tiber; fiir eine solche aber, 
die durch Q in zwei Teile T, und Ty, zerlegt wird, addieren wir zu den 
Funktionen der jeweils zu glattenden Folge im Teile 7, die Konstante 
22, wodurch wir in der Kreisscheibe stetige Funktionen erhalten, lésen 
dann mit deren Randwerten die Randwertaufgabe der Potentialtheorie 
und ziehen hernach in T, den Wert 2a wieder ab. Die genaue Durch- 
fiihrung der Einzelheiten sowie der Konvergenzbeweis kann dem Leser 
tiberlassen bleiben. 


§ 8. Die Existenz automorpher Funktionen mit gegebenem 
Fundamentalbereich. 


Bereits in Kap. 7, § 4 wurden als automorphe Funktionen solche 
eindeutige Funktionen einer komplexen Variablen z definiert, die un- 
geandert bleiben, wenn man auf z die samtlichen linearen Transfor- 
mationen einer Gruppe anwendet. Die Beispiele, durch die wir dort 
zu diesem Begriffe gefiihrt wurden, waren die Funktionen, welche ein 


1 AuBer auf den ersten Band der ,,Modulfunktionen“ von KLEIN-FRICKE 
(vgl. S. 436) sei noch auf C. NEUMANN: Vorlesungen tiber Riemanns Theorie der 
Abelschen Integrale (2. Aufl., Leipzig 1884), sowie H. F. Baker: Abel’s Theorem 
and the allied Theory (Cambridge 1897), und Hrenser-LanpsBERG: Theorie der 
algebraischen Funktionen einer Variabeln (Leipzig 1902) verwiesen. Ausfiihrliche 
Literaturangaben finden sich in den Referaten II B2, II B7, I1C5 der Enzy- 


klopadie. 
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geeignetes Kreisbogenpolygon der z-Ebene konform auf die obere 
¢-Halbebene abbildeten. Die Fortsetzung tiber den Ausgangsbereich 
hinaus geschah durch das Spiegelungsprinzip. Der Bereich, welcher 
aus dem Kreisbogenpolygon und dem aus ihm durch Spiegelung an 
einer seiner Kanten entstehenden Polygon zusammengesetzt ist, hat 
die Eigenschaft, daB seine Kanten paarweise auseinander vermége ge- 
wisser linearer Substitutionen hervorgehen; diese Substitutionen sind 
dann ,,Erzeugende‘‘ der Gruppe, zu welcher die betrachteten Abbildungs- 
funktionen gehéren!. Wir gehen jetzt allgemeiner von einem Bereich 
aus, dessen Randkurven paarweise durch lineare Substitutionen zu- 
sammengeordnet sind, ohne da8 er sich in spiegelbildlich gleiche Halften 
zerlegen zu lassen braucht, und werden mit Hilfe des Dirichletschen 
Prinzips unter sehr weitgehenden Voraussetzungen die Existenz zu- 
gehériger automorpher Funktionen beweisen, um sodann die Ver- 
bindung mit dem im vorigen Paragraphen behandelten Gegenstande 
herzustellen. 

Es sei ein schlichter, ein- oder mehrfach zusammenhangender, von 
einer endlichen und zwar geraden Anzahl analytischer Kurven C,, 
Cy, -.-, Gn3 Cy, Cy’, ..., C,’ begrenzter Bereich B gegeben. Von den 
2m” Kurven Cj, ..., C,’ setzen wir voraus, daB es einfache geschlossene 
oder mit zwei Endpunkten versehene analytische Kurven sind, ferner, 
daB je zwei von ihnen, auBer héchstens den Endpunkten, keine Punkte 
gemeinsam haben. Die Punkte, in denen zwei verschiedene dieser 
Kurvenbégen zusammenstoBen, nennen wir die ,,Ecken“ des Bereichs 
und fordern, daB in jeder Ecke auch nur zwei der Bogen aneinander 
grenzen. Die wichtigste Voraussetzung tiber den Bereich B ist aber die 
folgende: Es soll  lineare Substitutionen S, (y= 1, 2, ..., m) geben, 
durch welche jeweils die im positiven Sinne durchlaufene Kurve C, 
in die im entgegengesetzten Sinne zu durchlaufende Kurve C,’ 
(vy =1, 2, ..., m) verwandelt wird. Die Substitutionen S, zusammen 
mit ihren inversen S;? erzeugen eine Gruppe & linearer Substitutionen. 
Zwei Punkte (bzw. Kurvenbégen oder Bereiche), die auseinander ver- 
mége einer Substitution der Gruppe @ hervorgehen, nennen wir dqui- 
valent. 

Der Bereich, der aus B durch Anwendung der in @ enthaltenen 
Substitution S entsteht, heiBe By. Um nachher zu eindeutigen Funk- 
tionen zu gelangen, machen wir die Voraussetzung, daB die Gesamtheit 
der den verschiedenen Substitutionen S aus & entsprechenden Ge- 
biete By keinen Teil der Ebene mehrfach iiberdeckt 2, so daB wir (wenig- 


1 D.h. alle Substitutionen der Gruppe lassen sich aus den ,,Erzeugenden‘ zu- 
sammensetzen. 

2 Fiir die weiter unten angefiihrte Konstruktion der zu B gehérigen auto- 
morphen Funktionen ist diese Voraussetzung unwesentlich; sogar die Voraus- 
setzung der Schlichtheit von B darf man fiir diese fallen lassen. 
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stens innerhalb eines Teiles der Ebene) B als Fundamentalbereich’ der 
Gruppe © ansehen kénnen. Fiir die geometrische Gestalt des Funda- 
mentalbereiches B bedeutet diese Annahme vor allem, daB diejenigen 
der Bereiche Bg, die an einer Ecke FE von B zusammenstoBen, die Um- 
gebung von E hochstens einfach tiberdecken diirfen. D.h. also, die 
Winkelsumme in den jeweils miteinander 4quivalenten Ecken von B 


eames P : 
muB8 gleich “2 sein, wo ” eine ganze Zahl oder 00 ist. Diese Forderung 


reicht aber durchaus noch nicht hin, wie das Beispiel von Abb. 143 
zeigt, bei dem die genannte 
Bedingung fiir jede der vier 
Ecken erftillt ist, die Ver- 
vielfaltigung durch S, aber 
doch zu einer mehrfachen 
Uberdeckung eines  Teiles 
der Ebene fiihrt. 

Betrachten wir aquiva- 
lente Randpunkte von B als 
nicht verschieden, so ist B 
eine geschlossene Flache von 
endlichem Geschlecht #, also 
topologisch aquivalent mit Abb. 148. 
einer algebraischen  Rie- 
mannschen Flache. Wir behaupten nun, daB dies (vorbehaltlich einer 
spater einzuftthrenden Voraussetzung tiber B) auch im Sinne der kon- 
formen Abbildung gilt; d.h. der Bereich B laft sich umkehrbar eindeutig 
und bis auf endlich viele Punkte konform auf eine algebraische Riemannsche 
Fliache G abbilden, derart, daB dquivalenten Randpunkten von B ein und 
derselbe Punkt von G entspricht. 

Bevor wir zu diesen Fragen tibergehen, wollen wir einige Beispiele 
von Fundamentalbereichen betrachten. Wir verweisen zunachst auf 
diejenigen, die bereits in Kap. 7, § 4 vorkamen. Gemeinsam war ihnen, 
daB durch Vervielfaltigung des Ausgangsbereichs nicht die ganze Ebene, 
sondern nur das Innere eines Kreises (bzw. eine Halbebene) iiberdeckt 
wurde. Die zugehérigen Funktionen lassen sich tiber den Kreis nicht 
analytisch fortsetzen und heiBen daher automorphe Funktionen mit 
Grenzkreis. Genau so, wie wir in Kap. 4, §9 die Gesamtheit aller 
‘linearen Substitutionen als raumliche nichteuklidische Bewegungen 
deuten konnten, lassen sich hier die linearen Substitutionen, die 
einen Kreis in sich tiberfiihren, als ebene nichtewklidische Bewegungen 


1 Unter einem ,,Fundamentalbereich‘ einer Gruppe versteht man einen Be- 
reich, der aus jeder Schar in bezug auf die Gruppe Aquivalenter Punkte (wenig- 
stens innerhalb des betrachteten, Teiles der Ebene) einen und nur einen Re- 
prdsentanten enthalt. 

Hurwitz-Courant, Funktionentheorie, 3, Aufl. 32 
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auffassen?. An Stelle des Begriffes der Aquivalenten Bereiche tritt dann 
der der nichteuklidisch kongruenten Bereiche. 

Es gibt aber noch ganz anders geartete Gruppen linearer Sub- 
stitutionen. Wir gehen z. B. aus von einem Bereich B, der von 2 p ge- 
trennt liegenden Kreisen begrenzt wird, und wahlen p hyperbolische 
oder loxodromische Substitutionen, welche diese Kreise einander paar- 

_ weise zuordnen (vel. 
\ Abb. 144). Die dem 
Bereich B im Sinne 

der Analysis situs 
entsprechende __ge- 


schlossene Flache hat 
IN : wes offenbar das Ge- 
SS 


YS : schlecht und kann 
\\ \ etwa nach § 1 als 
Flache mit  Henkeln 

\\ 


dargestellt werden. 

Abb. 144. Dabei entsprechen 

den 2 # Randkurven 

von B gewisse  Riickkehrschnitte auf dieser Flache, deren jeder einen 

der Henkel umschlieBt. Vervielfaltigen wir den Bereich durch die Sub- 

stitutionen der zugehérigen Gruppe, so bedecken die zu B aquivalenten 

Bereiche die ganze Ebene bis auf unendlich viele Grenzpunkte, die 

in der Ausdrucksweise der Mengenlehre eine perfekte, nirgends zu- 

sammenhangende Punktmenge bilden, wie wir hier nicht naher aus- 
fihren kénnen?. 

Zu einem weiteren Beispiel gelangen wir, indem wir um einen Punkt 
des Ausgangsvierecks der Modulteilung (vgl. Abb. 121, S. 485, wo das 
eng schraffierte Dreieck an die linke Seite seines linken Spiegelbildes 
angesetzt zu denken ist), z. B. um einen Punkt der imaginaren Achse, 
einen ganz in das Innere des Vierecks fallenden Kreis schlagen und das 
Viereck an ihm spiegeln. Der zwischen den beiden Viereckskonturen 
gelegene Bereich (vgl. Abb. 145) ist dann als Fundamentalbereich 


1 Wenden wir namlich die dort behandelte Deutung der linearen Substitu- 
tionen als raumliche nichteuklidische Bewegungen an, so erkennen wir, daB diese 
Bewegungen, falls sie den Grenzkreis fest lassen, auch diejenige Ebene, welche aus 
der z-Kugel den Grenzkreis ausschneidet, in sich tiberfithren. In dem Teile dieser 
Ebene, der im Innern der z-Kugel verlauft, ergibt sich eine der Bewegungsgruppe 
entsprechende Einteilung in geradlinig begrenzte nichteuklidisch kongruente 
Bereiche. Projizieren wir dieses Netz zuerst aus dem Pol der Ebene auf die z-Kugel, 
sodann von dieser stereographisch auf die Zahlenebene, so erhalten wir gerade die 
Figuren des Textes. Man kann auch bei ihnen von einer nichteuklidischen Geometrie 
reden, wenn man z. B. unter den ,,Geraden“ die Orthogonalkreise zum Grenzkreise 
versteht. 


2 Vel. jedoch auch §5, S. 519. 
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Ne} 


brauchbar und hat offenbar, wenn man die zusammengehdérigen Rand- 
stticke vereinigt denkt, das Geschlecht Null. Reproduzieren wir ihn 
durch die zugehGrige Gruppe linearer Sub- 
stitutionen, so tiberdeckt das Netz der aqui- 


valenten Bereiche einen Teil der Ebene, der 
von unendlich vielen Kreisen (darunter eine 
Gerade) begrenzt wird. Die entstehende 


Figur 1aBt sich beschreiben als ein System LB 
von unendlich vielen ,,ineinander gescho- g LA ZZ 


benen‘’ Modulteilungen. 


Diese Angaben mégen geniigen; die 
Ausfiithrung der hier nur skizzierten Kon- 
struktionen sowie andere Beispiele mit er- 

lauternden Figuren findet der Leser in dem 

auf S. 438 genannten Werke von FRICKE 
und KLEIN. 

Wir wenden uns nunmehr dem oben 
ausgesprochenen Abbildungssatze zu. Auf 
die erwahnte einschrankende Vorausset- 
zung uber die Natur des Bereiches B 
werden wir von selbst gefiihrt, wenn wir 
uns eine Abbildung von ihm auf die Rie- 


mannsche Flache G als fertig gegeben vor- { 

stellen. Jeder Punkt Q der Flache G hat Abb. 145. 

die Eigenschaft, da8 sich eine Umgebung 

von Q, héchstens mit Ausnahme von Q selbst (falls Q Windungspunkt 
ist), konform auf eine schlichte Kreisscheibe abbilden 1aBt. Wenn nun 
G konform auf B bezogen ist, muB Cs p' 

das gleiche fiir die ,,Umgebung“ GF, 
jedes Punktes P von B méglich sein, 
sobald der Begriff ,,Umgebung“ so 
gefaBt wird, daB vermédge der Ab- 
bildung von B auf G einer Umgebung 
eines Punktes P in B die Umgebung 
seines Bildpunktes Q in G entspricht. 
Ist Pinnerer Punkt von B, so ist die 
, Umgebung“ von P offenbar die Um- 
gebung von Pim gewohnlichen Sinne. 
Liegt aber P auf dem Rande von B, 
so erscheint die ,,Umgebung‘ von 


Cy 

P im allgemeinen in mehrere Stiicke onl aG. 
zerschnitten, die an samtliche mit P 

aquivalente Randpunkte heranreichen. Liegt z.B. P auf der Rand- 


kurve C,, aber in keiner Ecke, so besitzt B genau einen von P verschie- 
32* 
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denen mit P aquivalenten Randpunkt P’ auf C,’, so daB die Umgebung 
von P aus zwei getrennten Teilen U, und U,’ besteht .(vgl. Abb. 146). 
Diese ,, Umgebung‘‘ 148t sich gewi8 konform auf eine schlichte Kreis- 
scheibe abbilden; durch die lineare Funktion S;1 wird namlich U,’ kon- 
form auf U, abgebildet, und das aus U, und U, zusammengesetzte Ge- 
biet ist eine schlichte Umgebung von P im gewohnlichen Sinne. Es bleibt 
zu untersuchen, was geschehen kann, wenn Pin 

eine Ecke des Bereiches B fallt. Es sei C, die eine 

der beiden durch £ gehenden Randkurven von 

fi, B. Dann ist die andere entweder die mit C, 
aquivalente Randkurve Cy’, oder sie ist von Cy’ 

verschieden. Im ersten Falle entstehen offenbar 

alle an die Ecke E heranreichenden Bereiche Bg 

G durch Anwendung einer Substitution S? (vy = 0, 

Abb. 147. +1, +2,...) aus B; daher gibt es auBer E 
selbst keinen mit EF aquivalenten Punkt auf dem Rande von 5, und 
unter einer ,, Umgebung“ von £ ist ein sektorférmiges Gebiet zu ver- 


Abb. 148. 


stehen, wie es Abb. 147 zeigt. Dabei sind die Punkte von C, zur ,,Um- 
gebung™ hinzuzunehmen, diejenigen von C,’ aber (auBer E selbst) “at, 
Ist dagegen die zweite durch E gehende Randkurve von C,/ verschieden, 
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etwa die Kurve C,, so gibt es auf dem Rande von B mindestens eine 
von F verschiedene, aber mit E aquivalente Ecke, namlich die Ecke 
S;,(£). Dann legen wir neben den Bereich B den Bereich Bg;1 und er- 


Abb. 149, 


halten eine neue durch E gehende Kurve, die Randkurve von Bg: ist 
(vgl. Abb. 148). Sie ist entweder mit C, aquivalent, dann nennen wir 
sie C, oder sie ist dies nicht; dann ist sie mit einer von C, und C, ver- 
schiedenen Randkurve C,; von B aquivalent?. 
In diesem Falle legen wir neben den Bereich 
Bg;1 den neuen Bereich Bg;1 s+ (vgl. Abb. 149) 
und gelangen wieder zu einer neuen durch E 
gehenden Kurve. Jedenfalls erhalten wir nach 
endlich vielen, etwa m, Schritten zum ersten 
Male eine Randkurve C, die mit C, aquiva- ER IEOe 

lent ist. Dann liegen auf dem Rande von B ge- 

nau m mit E aquivalente Ecken, und die ,, Umgebung“ von E erscheint 
in m Sticke U,, U,, ..., Um zerschnitten, die aber ahnlich wie oben 
im Sinne der konformen Abbildung durch das Sektorgebiet der Abb. 150 


1 Ware sie mit C, Aquivalent, so ergabe sich ein Widerspruch gegen die bisher 
gemachten Voraussetzungen. 
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ersetzt werden diirfen. Da die Gesamtheit der Gebiete Bg die Ebene 
schlicht bedecken soll, ist jedenfalls der Winkel zwischen C, und C 
im Punkte E hdéchstens gleich 27. Ist er genau gleich 2, so decken 
sich C, und C, und unser Sektor wird eine schlichte Umgebung von 
E im gewohnlichen Sinne, ist folglich auf eine Kreisscheibe kon- 
form abbildbar. Ist der Winkel aber kleiner als 2, so ist E Fixpunkt 
einer von der Identitat verschiedenen linearen Substitution S unserer 
Gruppe ©, und die Forderung, die wir stellen miissen, lautet: Der 
Sektor der Abb. 150 soll mit Ausnahme des Punktes E konform auf 
eine schlichte Kreisscheibe K abgebildet werden kénnen, derart, daB 
vermége der Substitution S aquivalente Punkte von C, und C in die 
gleichen Punkte von K itibergehen. Wie hier nicht naher bewiesen 
werden soll}, ist eine solche Abbildung dann, aber auch nur dann médg- 
lich, wenn die Substitution S parabolisch oder elliptisch, nicht aber, 
wenn sie hyperbolisch oder loxodromisch ist. Nennen wir eine Ecke 
von B, die Fixpunkt einer in & enthaltenen Substitution S ist, je nach 
dem Charakter von S kurz eine elliptische, parabolische, hyperbolische 
oder loxodromische Ecke, so kénnen wir die hinzuzuftigende Voraussetzung 
folgendermaBen aussprechen: Der Bereich B darf nur elliptische und 
parabolische, aber keine hyperbolischen oder loxodromischen Ecken haben. 

Auf Grund der letzten Voraussetzung sind wir imstande, den Be- 
reich B mit endlich vielen Teilbereichen zu ttberdecken, die entweder 
selbst Kreisscheiben sind oder aus mehreren Stticken bestehen, die 
sich konform auf eine schlichte Kreisscheibe abbilden lassen, wobei die 
Konformitat héchstens im Mittelpunkt gestort ist. Hiermit k6nnen wir 
aber die Entwicklungen des vorigen Paragraphen wortlich tbertragen ; 
wir beginnen damit, auf dem geschlossen gedachten Bereich B ein kano- 
nisches System von p Rickkehrschnittpaaren Q;,Q, (¢ =1,2,..., £) 
zu ziehen, und stellen dann wie in § 2 Potentiale zweiter und dritter 
Gattung her, was genau wie dort méglich ist. Diese Potentiale erganzen 
wir dann durch Bildung der konjugierten Potentiale zu entsprechen- 
den ,,Integralen‘‘ und gewinnen schlieBlich auf B eindeutige Funktionen 
durch Differentiation nach z oder durch lineare Zusammensetzung der 
Integrale zweiter Gattung. Die so hergestellten eindeutigen Funktionen 
haben die Besonderheit, in B nur Pole als Singularitaten zu haben, wenn 
man sie an jeder Stelle P von B in ihrer Abhangigkeit von der zu- 
gehorigen lokalen Uniformisierenden ¢ betrachtet?. Wir werden weiter- 
hin in diesem Paragraphen die Bezeichnung ,,automorphe Funktionen“ 
nur auf solche gegentiber unserer Gruppe © invariante Funktionen an- 


1 Vgl. etwa F. KizIn: Ges. math. Abh., Bd. 3, S. 713. 

* Als lokale Uniformisierende bezeichnen wir dabei eine Funktion ¢(z), die in 
P verschwindet und eine passende Umgebung von P auf eine schlichte Kreis- 
scheibe um ¢ = 0 abbildet. Wenn wir von der Ordnung eines Poles oder einer 
a-Stelle reden, so soll stets die Ordnung in ¢ gemeint sein. 
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wenden, die sich in dem eben angegebenen Sinne in B iiberall wie 
rationale Funktionen verhalten}. 

Ist nun @(z) eine der eben konstruierten eindeutigen Funktionen 
in B, so nimmt die Funktion (z) in 4quivalenten Randpunkten von B 
die gleichen Werte an, d. h. sie geniigt auf der Kurve C,(y = 1, 2,..., 2) 
héchstens mit Ausnahme endlich vieler Punkte der Funktionalgleichung 


(1) 9 (S, @)) =e) (v= 1, 2,..., 7). 
Hieraus schlieBen wir sofort die Fortsetzbarkeit der Funktionen 9 (z) 
in die Nachbarbereiche Bg, , B gs, 1, also in jeden Bereich Bg. Zugleich 
erkennen wir die Giiltigkeit der Funktionalgleichung 


(2) 9 (S (2)) = v(2) 
fur jede Substitution S aus &, d.h. den automorphen Charakter von 
y(z). Da sich y(z) an jeder Stelle von B im oben angegebenen Sinne 
wie eine rationale Funktion verhalt, bildet g(z) die ,,Umgebung“ 
jeder Stelle des Bereiches B entweder auf ein schlichtes Gebiet tiber 
der gy-Ebene oder auf die Umgebung eines endlich vielblattrigen Ver- 
zweigungspunktes ab. SchlieBlich wird g(z) nur an endlich vielen, etwa 
m Stellen von B einfach unendlich?. Ist nun c ein beliebiger komplexer 
Zahlwert, so 1aBt sich der Bereich B stets ohne Beschrankung der All- 
gemeinheit so wahlen, da8B @(z) auf dem Rande von B weder den Wert c 
annimmt noch Pole hat. Das im positiven Sinne tiber den Rand des 
Bereiches B erstreckte Integral 
1 AG 

2a J 50 2 Be 
hat dann wegen des automorphen Charakters der Funktion @(z) den 
Wert Null, ist aber andrerseits nach Kap. 3, §5, (4) gleich der Differenz 
aus der Anzahl der c-Stellen und der Anzahl der Pole von g(z) im 
Innern des Bereiches B. Die Funktion @(z) nimmt also jeden komplexen 
Zahlwert an genau m (gleichen oder verschiedenen) Stellen von B an. 
Damit ist bewiesen, daB g(z) den Bereich B mit Ausnahme endlich 
vieler Punkte konform auf eine m-blattrige algebraische Riemannsche 
Flache G iiber der y-Ebene abbildet. 

Es sei jetzt ¢ = €(q) eine algebraische Funktion von @, welche 
genau zu dieser Riemannschen Flache G gehort; die Existenz einer 
solchen wurde ja im vorigen Paragraphen bewiesen. Betrachten wir sie 
als Funktion von z, so wird sie offenbar auch eine eindeutige auto- 
morphe Funktion y(z) von z. Das Gleiche gilt von jeder rationalen 
Funktion von g und ¢, d.h. nach Kap. 5, §4 von jeder auf G ein- 
deutigen algebraischen Funktion von g. Ist umgekehrt y (2) irgend 


1 Auch bei der Definition der elliptischen Funktionen verlangt man ja aus- 
driicklich das Fehlen wesentlich singularer Stellen im Periodenparallelogramm. 
2 Eine y-fache Unendlichkeitsstelle soll dabei wie » einfache gezahlt werden. 
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eine der zu B gehérigen eindeutigen automorphen Funktionen, so wird 
sie auf der Flache G eine eindeutige Ortsfunktion, also eine algebraische 
Funktion von q, die als rationale Funktion von ¢ und @ darstellbar ist. 
Da (2) und x(z) ganz beliebige der zu B gehérigen automorphen Funk- 
tionen sind, besteht somit zwischen je zwei von diesen eine algebraische 
Gleichung. Hiermit haben wir das Ergebnis gewonnen: Die eindeutigen 
automorphen Funktionen von z, die zu der Gruppe & gehéoren und sich in 
ihrem Fundamentalbereich B tiberall wie rationale Funktionen verhalten, 
entsprechen umkehrbar eindeutig einem System algebraischer Funktionen, 
die auf einer zu B in passender Weise konstruierten Riemannschen Flache 
G eindeutig sind. 

Wir haben fiir die Existenz der automorphen Funktionen einen 
Beweis gegeben, der zwar theoretisch ihre Bildung erméglicht, aber 
keinen fertigen analytischen Ausdruck zu ihrer Berechnung liefert. 
Einen solchen hat H. PoINCARE in seinen ersten, dieses Gebiet be- 
treffenden Arbeiten in Gestalt unendlicher Reihen aufgestellt. Der Poin- 
carésche Ansatz wurde spater namentlich von E. RiTTER bis in die 
Einzelheiten durchgearbeitet 1. 


§ 4. Die Uniformisierung der algebraischen und 
analytischen Funktionen durch automorphe Funktionen 
mit Grenzkreis. 


Die Theorie der automorphen Funktionen steht in engem Zusammen- 
hange mit einem wichtigen Problem der Funktionentheorie. Wir sahen 
im vorigen Paragraphen, daB zwei automorphe Funktionen 


(1) z= 9(s), C= y(s) 


mit demselben Fundamentalbereich in der s-Ebene einer algebraischen 
Gleichung F(z, €) = 0 gentigen; d.h. daB € eine algebraische Funktion 
von z ist. Diese algebraische Funktion erscheint somit durch die ein- 
deutigen automorphen Funktionen (1) ,,wniformisiert’. 

Allgemein verstehen wir unter ,,Uniformisierung“ einer analytischen 
Funktion ¢ = f(z) die Konstruktion zweier in einem Gebiete der kom- 
plexen Zahlenebene der ,,uniformisierenden Variablen“ s eindeutiger 
bis auf Pole analytischer Funktionen 


z= 9s), f= y(s) 
derart, daB die Gleichung 
p(s) = f(e(s)) 


1 Vel. H. Porncart: CEuvres Bd. 2, sowie die Arbeiten von RitrEeR: Math. 
Ann. in den Bden. 41 bis 47 (1893—1896); sodann FrickE-KLEIN, Vorlesungen 
uber die Theorie der automorphen Funktionen, Bd. 2. 
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identisch in s erfiillt ist. Beispiele solcher Uniformisierungen sind uns 
vielfach begegnet. So wird die Funktion ¢ = z* bei beliebigem « durch 
die Darstellung 


Bea OP 4 C-==re%* 


uniformisiert, die Funktion ¢ = 1 — z? durch 


i—=sSin S 6 == Coss 
oder durch 
OFS ] — s? 
ea ings aera 


fir die Funktion € = 4 z3 — 909% —g3, Wo g, und g, komplexe Kon- 
stanten bedeuten, die der Nebenbedingung 


82° — 27g,” += 0 
genugen, gelingt, wie hier nicht naher ausgefiihrt werden soll, eine Uni- 
formisierung in der Gestalt 
z= (it), C= 7 (t) 
mit Hilfe einer elliptischen Funktion g(é), der ,,WeierstraBschen ¢- 
Funktion mit den Invarianten gs, g3‘‘. 

In allen diesen Beispielen wird die Uniformisierung entweder durch 
rationale oder durch einfach- bzw. doppeltperiodische Funktionen ge- 
leistet und erstreckt sich jedesmal auf den Gesamtverlauf der uniformi- 
sierten Funktion. 

Es erhebt sich nun die Frage, ob es immer moglich ist, die Uni- 
formisierung ftir den Gesamtverlauf einer beliebigen algebraischen 
Funktion zu bewerkstelligen. Dies ist in der Tat der Fall, und es ist 
dabei einer der schénsten und merkwiirdigsten Zusammenhange der 
Funktionentheorie, daB die Uniformisierung stets durch automorphe 
Funktionen bewirkt werden kann. Auf Grund der Resultate von §3 
kénnen wir diesen Zusammenhang auch so aussprechen: Algebraische 
Riemannsche Flichen und Fundamentalbereiche automorpher Funktionen 
sind einander dquivalente geometrische Gebilde. Die Uniformisierung durch 
automorphe Funktionen kann in jedem einzelnen Falle noch auf mannig- 
fache Arten geschehen; man darf namlich den Typus des Fundamental- 
bereichs der zur Verwendung kommenden automorphen Funktionen 
weitgehend vorschreiben. Wir beschranken uns hier auf den einfachsten 
und auch interessantesten Fall, die sogenannte Grenzkreisuniformi- 
sierung. Dabei ziehen wir eine beliebige algebraische Funktion ¢ = ¢(z) in 
Betracht, deren Riemannsche Flache G heiSe. Im folgenden Para- 
graphen werden wir dann noch einen anderen Typus der Uniformi- 
sierung behandeln. 7 

Wir konstruieren zundchst an Stelle von G eine neue Flache G, 
welche zwar im allgemeinen unendlich viele Blatter besitzt, jedoch hin- 
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sichtlich ihrer Zusammenhangsverhiltnisse viel einfacher ist als G; 
diese Flache, welche wir die zu G gehérige wniverselle Uberlagerungs- 
fldche nennen, erhalten wir folgendermaBen: Falls G das Geschlecht 


p =0 hat, soll G mit G iibereinstimmen ; ist aber p> 0, so denken 
wir uns die durch kanonische Zerschneidung von G gebildete schlicht- 


artige Flache G in unendlich vielen kongruenten Exemplaren vorhanden 
und die Schnittufer der Riickkehrschnitte tiberall in derselben Weise mit 
den Buchstaben Q;*, Q;-, Q,'*, O/- ¢=1, 2, ..., p) bezeichnet. Dann 
heften wir an jedes Schnittufer + von G ein neues Exemplar mit seinem 
entsprechenden Ufer Q~ an, ebenso an jedes Ufer Q~ ein neues Exemplar 
mit Q* und fahren so fort, indem wir an jeden freien Schnittuferrand 
Q* bzw. Q- eine neue Flache G mit dem entsprechenden Rand Q7 bzw. 
Q* anfiigen. Nur in einem Falle sollen an die freien Rander keine neuen 
Exemplare von G angehangt, sondern statt dessen zwei der schon vor- 
handenen freien Rander vereinigt werden. Heften wir namlich ein 
Exemplar nach dem anderen an, so erhalten wir der Reihe nach lauter 
Bereiche, deren Berandung aus aufeinander folgenden Ufern von 
Riickkehrschnitten besteht, die den zusammengehefteten Exemplaren 
von G angehéren. Sobald nun bei Durchlaufung der Berandung eines 
dieser Bereiche zwei entsprechende Ufer Q,* und Q,~ (oder Q)* und 
Q;,) mit demselben # unmittelbar aufeinander folgen, sollen sie zu- 


sammengefiigt und an sie keine neuen Exemplare G angehangt werden}. 
Indem wir uns diesen ProzeB in infinitum fortgesetzt denken?, haben 


wir einen unendlich vielblattrigen Bereich a definiert, der aus unendlich 
vielen kongruenten Exemplaren von G besteht und der unsere gesuchte 
Uberlagerungsflache darstellt. 


Diese Uberlagerungsflache G ist im Falle p> 0 ein schlichtartiger 
einfach zusammenhingender Bereich. Dies erkennen wir unmittelbar an 
Hand von Abb. 133 in §1, indem wir G ebenso wie die kongruenten 
Exemplare durch ebene Polygone reprasentieren, deren Seiten je ein 
Schnittufer darstellen. Wenn wir dann unseren AnhangungsprozeB mit 
den Polygonen jeweils genau entsprechend demjenigen mit den Ex- 
emplaren G vornehmen und dafiir Sorge tragen, daB bei jedem 
Schritt ein ebenes einfaches Polygon entsteht, sehen wir unmittelbar 


1 Andernfalls wiirde namlich die entstehende Flache iiber dem Punkt P von 
G, von dem aus G kanonisch zerschnitten wurde, unendlich viele logarithmische 
Verzweigungspunkte aufweisen, was wir vermeiden wollen. 


* DaB er sich unter der Voraussetzung p > 0 wirklich unbegrenzt fortsetzen 
lat, d.h. daB nicht etwa nach endlich vielen Schritten eine geschlossene Flache 
entsteht, indem alle freien Rander nach der Regel des Textes paarweise vereinigt 


sind, entnehmen wir unmittelbar daraus, daB die Anzahl der freien Rander bei 
jeder Anheftung wachst. ‘ 
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die Richtigkeit unserer Behauptung hinsichtlich des Zusammenhanges 
von G ein?. 

Zeichnen wir eins der zusammengehefteten Exemplare G als An- 
fangsexemplar aus und bezeichnen es mit Go, so entspricht jedem Punkt 
P von G genau ein Punkt Py von Go, dessen Lage in G, kongruent ist zu 
der Lage von P in dem Exemplare G, in dem P selbst liegt. Offenbar 
befinden sich P und P, iiber derselben Stelle der z-Ebene. Jedem auf 
G geschlossenen Wege entspricht in diesem Sinne ein auf G, geschlossener 
Weg; d.h. jede auf G eindeutige Funktion ist erst recht auf der Uber- 
lagerungsflache G eindeutig2. 

Der abstrakte Aufbau des Begriffes der Riemannschen Flache, wie 
wir ihn in Kap. 5, §3 gegeben haben, erméglicht es uns auch, den Be- 
griff der Uberlagerungsflache ohne den oben geschilderten Anheftungs- 
prozeB abstrakt zu definieren. Auf Grund des Monodromiesatzes (Kap. 5, 
$1) ist namlich ein tiber der z-Ebene ausgebreiteter Bereich B fir 
funktionentheoretische Zwecke vollstandig charakterisiert, wenn nur 
feststeht, ob man bei Umlauf um jeden in der z-Ebene geschlossenen 
Weg auch in B zum Ausgangspunkte zurtickkommt oder ob man hier- 
bei in ein zweites Blatt gelangt. DemgemaB kénnen wir die universelle 
Uberlagerungsflache G zu einer Riemannschen Flache G durch die 
folgende Festsetzung definieren: Jeder geschlossenen Kurve auf G, 
die sich stetig auf einen Punkt zusammenziehen 14Bt, soll auch auf G 
eine geschlossene Kurve entsprechen, jeder anderen geschlossenen 
Kurve auf G eine auf G nicht geschlossene Kurve. Wir erreichen das 
dadurch, daB wir jedem von einem Punkt P ausgehenden offenen 
Kurvenbogen PQ einen Punkt der Uberlagerungsflache entsprechen 
lassen, jedoch allen solchen Kurven, die sich unter Festhaltung von 
Anfangs- und Endpunkt in eine gegebene Kurve stetig uberfithren 
lassen, einen und denselben Punkt. Es ist leicht, die Aquivalenz 
dieser Definition mit der friitheren nachzupriifen; die zuletzt gegebene 
hat den Vorteil, von einer Zerschneidung des Gebietes G keinen Ge- 
brauch zu machen, laBt sich daher auch auf ganz beliebige Bereiche 
anwenden, was fiir die Uniformisierung nicht algebraischer Funktionen 
von Bedeutung ist. 


1 Dabei brauchen die Polygone, insofern es nur auf die Zusammenhangs- 
verhaltnisse ankommt, keineswegs kongruent zu sein, sondern kénnen sogar alle 
schlicht in einer Ebene untergebracht werden. 

2 Allgemein nennt man eine tiber einer gegebenen Riemannschen Flache G ausge- 
breitete Flache G* dann, Uberlagerungsfléche‘ von G, wenn sich jedem Punkt von G* 
ein iiber derselben Stelle liegender Punkt von G eindeutig und stetig zuordnen laBt, 
derart, daB eine Umgebung eines jeden Punktes von G* umkehrbar eindeutig und 
beiderseits stetig auf eine Umgebung des Bildpunktes in G abgebildet wird. Jede 
solche Uberlagerungsflache kann, wenn sie schlichtartig ist, zur Uniformisierung 
benutzt werden. Die von uns zugrunde gelegte gibt den iibersichtlichsten Fall. 
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Nach Kap. 8, §9 kénnen wir nunmehr die Uberlagerungsflache G 
umkehrbar eindeutig und konform auf einen schlichten Bereich ab- 
bilden, und zwar entweder auf die volle unberandete s-Ebene oder auf 
die nur von einem Punkte, etwa dem Punkte oo berandete s-Ebene 
oder schlieBlich auf das Innere des Einheitskreises. Der erste Fall ist 
nach der Bemerkung von S. 476 (Kap. 8, §9) ausgeschlossen, sobald 
p> 0 ist, weil dann G unendlich vielblattrig wird; ist aber p = 0, so 
erhalten wir als Bild von G die volle s-Ebene, und z und ¢ werden rationale 
Funktionen p(s) bzw. p(s) der Variablen s. Also: Fir Flichen vom Ge- 
schlechte Null gelingt die Uniformisierung stets durch rationale Funktionen. 

Im Falle >0 bezeichnen wir den Bildbereich von G in der s-Ebene 
mit S, gleichviel ob er die ganze Ebene auBer dem Punkte 00 oder der 


Einheitskreis ist. Dann werden die Punkte der FlacheG, also gewiB auch 
die auf dieser Flache eindeutigen Werte von z und ¢ eindeutig den Punk- 
ten von S zugeordnet sein, also werden z und ¢ iiberall in S eindeutige 
Funktionen von s werden, die wir wieder mit (s) bzw. w(s) bezeichnen; 
d.h. aber, die algebraische Funktion € = ¢(z) ist durch die Funktionen 
y(s) und w(s) uniformisiert. Durchlauft die uniformisierende Variable s 
irgend einen Weg in S, so durchlauft das Wertsystem (z, €) einen Weg 
auf der Flache G, dem, wie oben erértert, ein bestimmter Weg auf G ent- 
spricht. Ist der erstere Weg geschlossen, so ist es sicher auch der letztere. 


Wir erkennen also, daB sogar alle auf E eindeutigen Funktionen, obwohl 
sie auf G mehrdeutig sein kénnen, sich als eindeutige Funktionen von s 
darstellen lassen. Insbesondere gehéren zu ihnen die Abelschen Integrale 
erster und zweiter Gattung der Flache G. 

Um nun die Eigenschaften der Funktionen g(s), y(s) naher zu 
untersuchen, beachten wir die periodische Struktur der Uberlagerungs- 


flache G. Die Flache G gestattet ,,Decktransformationen“’, d. h. kongruente 
Transformationen in sich, zu denen wir folgendermaBen gelangen: 


Jeder Punkt P auf G liegt in irgend einem der unendlich vielen Ex- 
emplare der Flache G; zu diesem Exemplar gehért eindeutig ein be- 
stimmtes weiteres, in welches wir bei Uberschreitung eines Schnittufers 
Q* oder Q~; Q’*, Q’~ gelangen, und in diesem Exemplare gibt es einen 
bestimmten zu P kongruent gelegenen Punkt. Um die Zuordnung auch 
auf den Ufern Q eindeutig zu machen, haben wir fiir jeden Schnitt nur 
immer das eine Ufer Qt, Q’* zu G zu rechnen, das andere Os sO aniche 
Wir ordnen nun jedem Punkt P auf G fiir jeden der Werte i = 1,2,..., f 
den so durch Uberschreitung eines’ der Ufer Q;+ oder Q,-, ORO vas 
erhaltenen Punkt P’ zu und erkennen, daB dabei G in sich lbergeht. 
Die so erhaltenen 4 Decktransformationen und alle, die sich durch 
wiederholte Anwendung aus ihnen ergeben, bilden eine Gruppe, die 
» Gruppe der Decktransformationen von G“‘. 
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Was bedeutet dies fiir die Funktionen (s) und w(s) ? Einer Deck- 
transformation unserer Gruppe entspricht umkehrbar eindeutig in der 
s-Ebene eine Zuordnung von Punkten des Bereiches S untereinander, 
durch welche S in sich abgebildet wird. Da die Decktransformation als 
kongruente Abbildung konform ist, so ist es auch die Abbildung von S 
in sich; sie ist also! eine lineare Transformation 


,_as+B 

(2) s = Sat} ’ 

Die samtlichen linearen Transformationen, die wir so als Gegenstiick zu 
den Decktransformationen erhalten, bilden natiirlich auch eine Gruppe; 
und zwar ist sie isomorph zur Gruppe der Decktransformationen, d. h. 
die Operationen der beiden Gruppen entsprechen einander umkehrbar 
eindeutig derart, daB einer aus mehreren Operationen zusammen- 
gesetzten Operation der einen Gruppe die analog zusammengesetzte 
Operation der anderen entspricht. 


Da nun zu zwei auf G in dem angegebenen Sinne durch eine Deck- 
transformation einander zugeordneten Punkten genau dieselben Werte 
der komplexen Variablen z und ihrer Funktion ¢ gehéren, so folgt fiir 
alle Transformationen unserer Gruppe identisch in s die Giiltigkeit der 
Beziehungen 


(3 (t8)=90, »(HtD=v0. 


Wir erhalten also das Ergebnis: Die algebraische Funktion €(z) ist durch 
eindeutige automorphe Funktionen von s mit der Gruppe (2) uniformisziert. 
Zur genaueren Untersuchung der Funktionen g(s), p(s) unter- 
scheiden wir jetzt, ob S die ganze Ebene mit Ausnahme des Punktes co 
oder das Innere des Einheitskreises ist. Im ersten Falle miissen die 
Funktionen (2), da der Punkt oo in sich tibergeht, die Gestalt 


(4) Ss = as + p 
haben. Hierin mu8 aber die Konstante « den Wert 1 haben. Denn 
andernfalls wiirde der von oo verschiedene Punkt sy = oe bei der 


Transformation (4) fest bleiben, also auch der entsprechende Punkt von 


G bei der (4) entsprechenden Decktransformation. Eine von der Identitat 
verschiedene Decktransformation la8t aber keinen Punkt fest. Folglich 
hat die Transformation (4) die Form 


(5) Vee ey 


1 Ist S die punktierte Ebene, so folgt dies aus Kap. 4, § 3. Eine Abbildung 
des Einheitskreises in sich kann aber durch eine lineare Transformation in eine 
ebensolche Abbildung verwandelt werden, welche Nullpunkt und positive 4#-Rich- 
tung fest 148t; eine solche ist jedoch nach Kap. 6, §3 die Identitat. 
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Die Funktionen y(s) und p(s) sind somit periodisch. Der Fall einfacher 
Periodizitat, also nur einer erzeugenden Substitution der Gruppe, 
kann fiir > 0 nicht vorkommen, da dann schon mindestens 4 Schnitt- 
ufer auftreten, also mindestens zwei wesentlich verschiedene Trans- 
formationen die Gruppe erzeugen. Andererseits kann er aber auch fur 


p = 0 nicht vorkommen, da hierbei die mit G identische Flache G keine 
von der Identitat verschiedene Decktransformation zulaBt?. 


Doppelte Periodizitat wird fiir = 1 eintreten; dann werden ¢(s) 
und y(s) elliptische Funktionen mit zwei unabhangigen Perioden ay, @. 
Ein hdheres Geschlecht kommt aber nicht in Frage; denn dann hatte 
die Gruppe (5) mehr als zwei wesentlich verschiedene Erzeugende, 
wahrend eine eindeutige analytische Funktion héchstens zwei unab- 
hangige Perioden besitzt?. In der Tat leisten fiir = 1 die elliptischen 
Funktionen die Uniformisierung der elliptischen Riemannschen Flachen?; 
man kann aber ganz allgemein zeigen, daB sich jede Riemannsche 
Flache vom Geschlecht 1 durch doppeltperiodische Funktionen uni- 
formisieren laBt?. 

Zu wesentlich anderen Funktionen gelangen wir im zweiten Falle, 
wenn S der Einheitskreis der s-Ebene wird. Alle linearen Transfor- 


1 Es sei bemerkt, daB die Gruppe der Transformationen (5) auch im Falle 
einfacher Periodizitat eine Uniformisierung einer Flache vom Geschlechte Null 


liefert, der aber eine andere Art von Uberlagerungsflache G entspricht. Man hat 
in G einen Einschnitt Q zwischen irgendzwei Punkten zu fiihren, die so zerschnittene 


Flache G in unendlich vielen Exemplaren zu nehmen und wie oben an jedes freie 


Schnittufer ein neues Exemplar von G anzuhangen. Hierbei sind aber im Gegen- 
satz zu oben niemals zwei schon vorhandene Ufer zu verbinden. Fur algebraische 
Funktionen vom Geschlechte Null gibt es also stets auBer dey Uniformisierung durch 
vationale Funktionen eine Uniformisierung durch eindeutige einfach periodische 
Funktionen. 

Ae ViclaKapan sic 

3 Vgl. die FuBnote zu S. 385. 

4 Um dies einzusehen, brauchen wir nach den obigen Bemerkungen nur zu 


zeigen, daB die Uberlagerungsflache G einer Riemannschen Flache G vom Ge- 


schlecht 1 durch die Strémungsfunktion ¢ = f(z), welche die Abbildung von G 
auf einen Schlitzbereich leistet (vgl. Kap. 8), auf die punktierte ¢-Ebene ab- 


gebildet wird. Zum Beweise fassen wir G als Limes von ineinandergeschachtelten 


Gebieten G, auf, wobei G, aus (2 2 + 1)? Exemplaren der kanonisch zerschnittenen 
Flache G besteht und von einer Randkurve C, begrenzt wird, die aus 4(2 + 1) 
Schnittufern unseres Riickkehrschnittsystemes gebildet ist. Alle diese Schnitte 
mégen Langen unterhalb der festen Schranke a besitzen und durch keinen Ver- 


zweigungspunkt gehen. Wir kénnen dann C,, auf G mit einem Streifen S, umgeben, 
der dadurch entsteht, da8 man den Mittelpunkt einer schlichten Kreisscheibe 
mit geeignetem von x unabhangigen positiven Radius auf C,, um diese Kurve herum- 
fiihrt; wir wollen ferner annehmen, daB8 keiner der Streifen S, den Quellpunkt 
enthalt und da8 sich keine zwei dieser Streifen gegenseitig iiberdecken. Bezeichnen 
wir mit D, das Integral von | f’(z)|? iiber S,, so konvergiert jedenfalls die Reihe 
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mationen der Gruppe miissen diesen Kreis in sich tiberfiihren, indem sie 
das Innere umkehrbar eindeutig auf sich selbst abbilden. Das Bild eines 


der Exemplare G, aus denen G aufgebaut ist, wird ein schlichter Bereich 
ganz im Innern von S, in dem die Funktionen (s), p(s) den gesamten 
Vorrat ihrer Wertepaare genau einmal annehmen. Es ist ein Bereich 
von derselben Art, wie wir ihn im vorigen Paragraphen als Fundamental- 
bereich der Gruppe (2) bezeichneten und dort an die Spitze der Be- 
trachtungen stellten. Die unendlich vielen Fundamentalbereiche, die 
samtlich durch die linearen Transformationen (2) aus einem festen unter 
ihnen hervorgehen, miissen den ganzen Einheitskreis ausfiillen und 
infolgedessen jedenfalls, in eine Reihe B,, B,, Bz, ..., B,,... geordnet, 
einen gegen Null konvergierenden Flacheninhalt haben. Dies ist nur 
moglich, wenn sie selbst bei hinreichend groBem / in einem beliebig 
kleinen Kreise Platz finden?. Daraus schlieBen wir, daB in beliebiger 
Nahe jedes Randpunktes des Einheitskreises noch ganze Fundamental- 
bereiche liegen. Denn wird ein Punkt nur nahe genug am Kreisrand 
gewahlt, so ist der Index / des Bereiches B,, dem er angehdért, beliebig 
groB, also der Durchmesser von B,, beliebig klein. Somit nehmen die 
Funktionen q(s), p(s) dort noch jeden Wert an; also ist jeder Punkt 
der Kreisperipherie wesentlich singularer Punkt fiir beide Funktionen; 
mit andern Worten, der Kreis ist die natiirliche Grenze ftir die uniformi- 
sierenden automorphen Funktionen. Wir fassen unsere Ergebnisse in 
dem Satz zusammen: Die Uniformisierung einer algebraischen Funktion 


D,+ D,+ D;+ ::-. Andererseits erlaubt uns der Hilfssatz I aus Kap. 8, §6 
(Formel (2)), ive die Existenz einer von m unabhangigen Konstanten 6 zu schlieBen, 
so daB J! f’ (2)|? | dz| < 0D, gilt. Fir die Lange L, der Bildkurve von C, in der 


C- Nae ae sich nun mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung 
=Uir@ll4s) san + Ya Sif [tae 
Cn 


<4(2n+ LON aves cin 
wobei c eine von  unabhangige Konstante bedeutet. Daraus folgt aber, da8 fiir 
gewisse beliebig groBe n die Lange L, beliebig klein werden muB, weil sonst 2'D,, 
nicht konvergieren kénnte. Da nun bei wachsendem » die Bilder der Kurven C, 


in der -Ebene ineinanderliegen, so folgt tatsachlich, daB das Bild von G die punk- 
tierte ¢-Ebene ist. — Es sei noch bemerkt, daB unsere SchluBweise bei p > 1 ver- 
sagt, weil dann die Anzahl der Riickkehrschnittufer, aus denen der Rand des wie 


oben definierten Gebietes (Ex zusammengesetzt ist, schneller als die erste Potenz 
von ” wachst. 

1 Der Beweis dieser Behauptung folgt z. B. sofort aus Hilfssatz I in Kap. 8, 
§ 6, wenn wir ihn auf ein Gebiet anwenden, das ganz in S liegt und den Ausgangs- 
fundamentalbereich B in sich enthalt, etwa durch Hinzufiigen der samtlichen 
anstoBenden Fundamentalbereiche aus ihm entsteht. Auch dieses Gebiet wird 
durch die betreffende Transformation noch auf eines mit beliebig kleinem Flachen- 
inhalt abgebildet, und nun folgt aus dem Hilfssatz I, da8 im urspriinglichen Fun- 
damentalbereich die Abbildungsfunktion entsprechend der Kleinheit der Bildflache 
annahernd konstant wird. 
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gelingt stets durch automorphe Funktionen mit Grenzkreis, indem wir den 
Fall, daB S die punktierte Ebene ist, in diese Ausdrucksweise einbe- 
ziehen1, Dieser Satz wird als ,,Grenzkreistheorem bezeichnet. 

Der Einheitskreis in der s-Ebene mit seiner Einteilung in Funda- 
mentalbereiche leistet uns dasselbe wie die Riemannsche Flache einer 
algebraischen Funktion mit der zugehérigen Uberlagerungsflache. In- 
dem wir auf die im letzten Paragraphen (S. 497f.) besprochene Deutung 
der linearen Transformationen des Einheitskreises in sich als nicht- 
euklidische Bewegungen zuriickgreifen, kénnen wir sagen: Die Rie- 
mannsche Flache einer algebraischen Funktion mit der zugehérigen Uber- 
lagerungsflache wird dargestellt durch ein aus unendlich vielen nicht- 
euklidisch kongruenten Bestandteilen aufgebautes Stiick der Ebene, 
anders ausgedriickt, durch einen ,,nichtewklidischen Kristall“. Im Falle 
der elliptischen Funktionen tritt an Stelle der nichteuklidischen die 
euklidische Kongruenz. 

Zum Schlusse sei noch bemerkt, daB sich auf demselben Wege 
auch die Uniformisierung beliebiger analytischer Funktionen durch auto- 
morphe Funktionen erreichen laBt. Denn die Konstruktion der ent- 
sprechenden einfach zusammenhangenden Uberlagerungsflache gelingt 
auf Grund ihrer abstrakten Definition, die wir oben auf S. 507 gegeben 
haben, und diese Uberlagerungsflache brauchen wir wieder nur kon- 
form auf die volle oder punktierte Ebene oder auf das Innere eines 
Kreises abzubilden. Falls die Riemannsche Flache der Ausgangsfunktion 
selbst schon einfach zusammenhangend und schlichtartig ist, so ist sie 
ihre eigene Uberlagerungsflache, und die Gruppe der Decktransforma- 
tionen schrumpft auf die Identitat zusammen. Die Bezeichnung ,,auto- 
morphe Funktionen“ fiir die uniformisierenden Funktionen erscheint 
dann kaum mehr gerechtfertigt. 

Ferner sei darauf hingewiesen, daB unsere Betrachtungen auch die 
gleichzeitige Uniformisierung mehrerer Funktionen durch automorphe 
Funktionen mit gemeinsamer Gruppe liefern. Man braucht nur von 
einer Riemannschen Flache auszugehen, auf welcher gleichzeitig alle be- 
trachteten Funktionen eindeutig sind. 


§ 5. Die konforme Abbildung schlichtartiger Bereiche auf 
Kreisbereiche. Das Riickkehrschnitt-Theorem. 


Wir wollen zum Schlu8 noch eine Anwendung des allgemeinen 
Theorems aus Kap. 8, §9 machen, welches besagt, da8 man jeden be- 
liebigen schlichtartigen Bereich konform auf einen schlichten abbilden 


1 Dies rechtfertigt sich sofort, wenn wir statt der s-Ebene die s- Kugel zu- 
grunde legen; der Existenzbereich der automorphen Funktionen ist dann das 
Innere eines gewissen Kreises auf der Kugel, dessen AuBeres sich im Grenzfalle 
auf einen Punkt zusammenziehen kann. 
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kann, und zwar wollen wir beweisen, daB es méglich ist, jeden nicht ge- 
schlossenen endlich vielfach, etwa n-fach, zusammenhdngenden schlicht- 
artigen Bereich auf die volle Ebene mit AusschluB von n kreisfirmigen 
Léchern (,,Kreisbereich'’) umkehrbar eindeutig und konform abzubilden. 
Es genitigt hierzu nach Kap. 8, § 9, den Beweis unter der Voraussetzung 
zu fuhren, daB der Ausgangsbereich G ein ebener geradliniger n-facher 
Schlitzbereich tiber der z-Ebene ist und da dieser wirklich Grenz- 
schlitze aufweist, die sich nicht auf einen Punkt reduzieren. Da wir 
namlich punktformige Schlitze als Kreise mit verschwindendem Radius 
auffassen kénnen, ware andernfalls nichts mehr zu beweisen. Das be- 
hauptete Theorem ist eine Verallgemeinerung des Riemannschen Ab- 
bildungssatzes, und zwar in der Formulierung, die wir ihm in Kap. 6 
am Ende von §2 gegeben haben. 

Zu einem Beweisansatz werden wir auf ganz naturgemaBe Art ge- 
fuihrt, wenn wir die konforme Abbildung von G auf einen Kreisbereich K 
der ¢-Ebene fiir den Augenblick als fertig vorliegend annehmen und 
nach dem Spiegelungsprinzip fortgesetzt denken. Das durch den Spiege- 
lungsprozeB tiber der z-Ebene entstehende Gebilde kénnen wir folgender- 
maBen schrittweise aufbauen: Wir gehen zunachst von G zu einem Ge- 
biete G, Uber, indem wir G an seinen  Schlitzen spiegeln. Der ent- 
stehende Bereich G, ist ein mehrblattriger, namlich aus m + 1 vollen 
Ebenen bestehender Bereich, dessen Begrenzung von n(n — 1) gerad- 
linigen zur reellen Achse parallelen Schlitzen, den Spiegelbildern jedes 
der urspriinglichen Schlitze 2), 24, ...,2,, gebildet wird. Von G, aus 
erzeugen wir eine neue Flache G,, indem wir G, wieder an jedem seiner 
freien Schlitzrander spiegeln, und gehen so weiter zu G3, Gy, Gs, ... . 
Den ,,Limes‘‘ der ineinander geschachtelten Bereiche G; bezeichnen wir 
mit G,,. 

Von den Zusammenhangsverhaltnissen der anschaulich nicht leicht 
vorstellbaren Bereiche G; bzw. G,, erhalten wir sofort ein tibersichtliches 
Bild, wenn wir die entsprechenden Spiegelungen an dem Kreisbereiche K 
vorgenommen denken. Den Bereichen G,, G,, ... entsprechen dann in- 
einander geschachtelte Kreisbereiche K,, K,, ... mit einer immer 
wachsenden Anzahl von Kreisléchern. Den Limes dieser Kreisbereiche 
bezeichnen wir mit K,,. In Abb. 151 (S. 514) ist fiir 7 = 3 der Naherungs- 
bereich K, gezeichnet; dabei sind die Teile von K,, die aus K durch eine 
gerade Anzahl von Spiegelungen hervorgehen, schraffiert, die tbrigen 
weiB gelassen. Gleichviel, ob sich die Kreisfigur K,, wirklich durch kon- 
forme Abbildung von G,, gewinnen lat oder nicht, so veranschaulicht 
sie uns doch im Sinne der Analysis situs die Zusammenhangsverhalt- 
nisse von G; (j = 1, 2, ...) undG,,. Wir sehen, daB G,, jedenfalls schlicht- 
artig ist, wenn auch nicht mehr von endlicher Zusammenhangszahl. 

Die konforme Abbildung des BereichesG,, auf einen Bereich mit 
den Eigenschaften von K,, gelingt nun, indem wir zu irgend einer 


Hurwitz-Courant, Funktionentheorie. 3. Aufl. a 
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Stelle O (z = z) auf G,,, die etwa im urspriinglichen Bereiche G liegen 
mége, nach Kap. 8 die Strémungsfunktion konstruieren, die in O einen 
Pol erster Ordnung mit gegebenem Residuum besitzt. Sie ist eine auf 
G,, eindeutige analytische Funktion ¢ = uw + iv = f(z) und bildet G, 
auf einen schlichten Bereich ab, der KZ, heiBen médge. Die ineinander 
geschachtelten Bereiche, welche dabei als Bilder von G, G,, Gz, -.. 


Abb. 151. 


entstehen, wollen wir K’, K,’, K,’, ... nennen. Dann haben wir zu 
beweisen, da diese genau die Eigenschaften der oben mit K, K,, 
K,, ... bezeichneten Bereiche haben, d. h. daB K’ aus der vollen 
Ebene mit Ausschlu8 von n kreisférmigen Léchern besteht und daB 
K,’, K,’, ... aus K’ durch den oben geschilderten SpiegelungsprozeB 
hervorgehen. 

Der Beweis dieser Tatsache gelingt leicht, wenn wir vorher zeigen, 
dap die Abbildungsfunktion f(z) durch die beiden folgenden Eigenschaften 
bis auf eine willkiirliche additive Konstante festgelegt ist: 1. f(z) hat an 
der Stelle O von G,, einen einfachen Pol mit dem ‘vorgeschriebenen 
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Residuum und ist im iibrigen auf G,, eindeutig und regulér. 2. Das 
Dinichletsche Integral 
Dee ne [w] = yal lei (2) ? dxdy, 
Go—Ko 
erstreckt tiber den aus G,, durch Weglassung eines beliebig kleinen 
Kreises Ky um O entstehenden Bereich, ist endlich. 

Um die Richtigkeit dieser Behauptung darzutun, geniigt es, fiir jede 
zweite Funktion ¢* = u* + iv* = f*(z) mit den Eigenschaften 1. und 
2. nachzuweisen, daf die tiberall in G,, regulare und dem Betrage nach 
beschrankte Potentialfunktion w = u — u* die Relation 


Dg. [w] = 0 
erfiillt. 
Zu diesem Zwecke bedenken wir zunachst, daB das Integral Dg,, [w], 
erstreckt tiber den ganzen Bereich G,,, existieren mu8; denn einerseits 
existiert Dz, [w], andererseits wegen der Beziehung 


D[u — u*} <D[w] + D[u*] + 2 YD[u]D [u*] 


auch Dg,,- xl]. 

Wir umgeben nun jeden Schlitz 2’; von G im Abstande R mit einem 
Rechteck Q, (1 =1, 2, ..., ”) (vgl. Abb. 152), wobei die feste Zahl R 
so bestimmt ist, daB es kein Schlitzpaar gibt, dessen Punkte sich naher 
als 4 R kommen}; ebenso verfahren wir mit den Spiegelbildern dieser 
Schlitze. Das schlichte abgeschlossene Gebiet aller Punkte, welche von 
Q; einen Abstand nicht gréBer als R besitzen, bezeichnen wir mit B;. 
Fiir jeden festen Wert des Index 1 = 1, 2, ..., m wollen wir die aus Q; 


bzw. B,; durch Spiegelung entstehenden 
Gebilde in eine Reihe 
Op Oee tee: Bry, Bio, --: 


so geordnet denken, daB bei dieser Auf- Abb. 152. 
zahlung zuerst alle in G, liegenden, dann 
alle in G, neu hinzukommenden Gebilde angefiihrt werden usw. Wir 


setzen 
DB;,, [w] a Ws 


dann ist wegen der Existenz von Dg,,[w] klar, daB die Relation 


(oe) n 
(1) lim S 2S Wir =9 
besteht. 


1 Die Rechtecke Q; dienen nur dazu, Hilfssatz I aus Kap. 8, § 6 anwenden zu 


konnen. 
33* 
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Nach Hilfssatz I von Kap. 8, §6 gilt fiir jeden Punkt von Q;, die 
Ungleichung 


1 
(2) Wy? + w,? Spay Wie 


Es ist also, wenn s auf Q;, die Bogenlange, 2 die Normale bedeutet, 


(3) = 


Aus der ersten Gleichung folgt, wenn wir unter w; , irgend einen von 
w auf Q;, angenommenen Wert verstehen, fiir alle w auf Q,, 


I ——— 
— we,|<——JW,, L 
(4) | w Wy,» | — Rx V i,7 ? 


wobei L eine gemeinsame obere Schranke fiir die Langen aller Q; be- 
deutet. 

Nunmehr betrachten wir statt des Bereiches G; denjenigen Be- 
reich G,’, welcher aus G; entsteht, wenn wir die noch nicht durch Spiege- 
lung geschlossenen Schlitze auf G, durch die jeweils benachbarten 
Kurven Q,, ersetzen und deren Innengebiet aus dem Bereich G; weg- 
lassen. G,’ liegt in G;, enthalt jedoch G,_, in sich, so daB G,, auch als 
Limes der G,’ aufgefaBt werden kann. Nach der Greenschen Formel, 
angewandt auf den Bereich G,’ und die Funktionen g = w, vw, 
wird wegen Aw = 0 


Dg [w] = 2 | oa 
Qi,r 


wobei die Randintegrale tiber diejenigen Kurven Q;, zu erstrecken sind, 
welche die Begrenzung von G,’ darstellen. Nun haben wir wegen der 
Eindeutigkeit der Funktion v — v* auf G. 


also 


Es ist also 
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und da bei hinreichend groBem 7 alle Indizes 7 beliebig groB werden, 
ergibt sich hieraus wegen (1) unmittelbar 
Dg. [W] = lim De [w] = 0. 
j>oo 
Damit ist die Behauptung bewiesen, daB w und somit auch f(z) — f* (2) 
konstant ist. : 

Nachdem wir so unsere Funktion ¢=/(z) durch die oben an- 
gegebenen Eigenschaften 1. und 2. charakterisiert haben, folgern wir, 
da8 die zu verschiedenen Quellpunkten O in G,, und beliebigen dort 
vorgegebenen Residuen gehérigen Funktionen, welche G,, auf ein 
schlichtes Gebiet abbilden, lineare Funktionen voneinander sind. Einer- 
seits ist namlich, wenn ¢ = f(z) unsere zum Punkte z, gehérige Funktion 
bedeutet, jede lineare Funktion 

eee cdsta 
(5) peo See 
wieder eine Funktion von z, welche das Gebiet G,, auf einen schlichten 
Bereich der ¢*-Ebene abbildet, namlich auf den durch (5) aus dem Bild- 
bereich Ki, von G,, entstehenden. AuBerdem hat ¢* offenbar die Eigen- 
schaft 2., wobei unter Ky nattirlich ein beliebig kleiner Kreis um den 
Pol von ¢* zu verstehen ist. Andrerseits kann man durch geeignete Wahl 
der Konstanten «, , y, 6 in (5) eine Funktion ¢* konstruieren, die an einer 
beliebig gegebenen Stelle der ¢-Ebene, also auch an einer beliebig ge- 
gebenen Stelle von G,, einen einfachen Pol mit gegebenem Residuum 
besitzt. Nach dem bewiesenen Eindeutigkeitssatz erschépfen somit 
die linearen Funktionen von ¢ die Gesamtheit der zu G,, gehérigen 
Funktionen, welche ftir irgend eine StelleO in G,, und irgend ein Re- 
siduum die angegebenen Eigenschaften 1., 2. besitzen. 

Wir konnen dies Resultat auch so ausdriicken: Jede konforme Ab- 
bildung von G,, auf ein schlichtes Gebiet der ¢*-Ebene, welches den 
Punkt ¢* = oo im Inneren enthalt1, wird vermittelt durch eine lineare 
Funktion der oben konstruierten Str6mungsfunktion ¢ = /(z). Hieraus 
folgt weiter, daB jede konforme Abbildung von G,, auf ein schlichtes, 
den Punkt co im Inneren enthaltendes Gebiet einer ¢**-Ebene mit 
Umlegung der Winkel durch Ubergang von unserer Funktion ¢ = f(z) 
oder von einer linearen Funktion von ¢ = f(z) zu der konjugiert kom- 
plexen Funktion vermittelt wird, also durch eine Beziehung der Form 


(6) or aT 


wobei £** die zu ¢** konjugiert komplexe Zahl bedeutet. 
Indem wir jetzt von den Symmetrieeigenschaften des Bereiches G,, 
Gebrauch machen, erhalten wir das Resultat, daB die Funktion /(z) 


1 Natiirlich ist diese Bedingung unwesentlich. 
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in der Tat den Ausgangsbereich G,, auf einen Kreisbereich der gewtinsch- 
ten Art konform abbildet. Die Flache G,, gestattet namlich Trans- 
formationen in sich: Sie geht in sich selbst iiber, wenn man sie an einem 
der Schlitze X von G spiegelt ; dabei vertauschen sich die beiden Gebiete 
miteinander, in die G,, durch 2 zerlegt wird, wahrend die Punkte von 
selbst festbleiben. Wir bezeichnen vortibergehend unsere Funktion 
¢ = f(z), indem wir sie als Funktion eines Punktes P auf G,, ansehen, 
mit / {P}. Ist dann P’ der aus P durch Spiegelung an unserem Schlitze ¥ 
entstehende Punkt, so ordnen wir ihm in einer ¢**-Ebene den Punkt 
c** {Pp — #{P} zu. Durch diese Zuordnung wird eine konforme Ab- 
bildung der Flache G,, mit Umlegung der Winkel auf das schlichte Ge- 
biet KZ, der ¢**-Ebene definiert. Da dieses den Punkt co im Inneren 
enthalt, ist nach den vorangegangenen Uberlegungen ¢** die kon- 
jugiert komplexe Funktion zu einer linearen Funktion von /(z) und 
etwa durch Gleichung (6) mit € = f(z) verkntpft. 

Denken wir € und ¢** in derselben Ebene dargestellt, so definiert 
die Gleichung (6) eine solche Abbildung der Ebene in sich, bei der 
Kreise wieder in Kreise tibergehen. Ferner mu8 jeder Punkt des Bildes 
C von & in sich selbst iibergehen, wahrend die beiden Teile, in die K{, 
durch C zerlegt wird, miteinander vertauscht werden. Dies ist nur 
méglich, wenn C ein Kreis ist. Legen wir namlich durch drei willktirlich 
gewahlte voneinander verschiedene Punkte von C den durch sie be- 
stimmten Kreis, so geht er bei der Abbildung (6) in sich uber, da drei 
seiner Punkte fest bleiben; sein Inneres und sein AuBeres werden ver- 
tauscht; also kann die Kurve C keine Punkte im Inneren oder AuBeren 
des Kreises haben und muB, da sie KZ, in zwei getrennte Teile zerlegt, mit 
seiner ganzen Peripherie identisch sein. Bei der Abbildung von G,, auf 
die ¢-Ebene wird also jeder Schlitz des Ausgangsbereiches G auf einen 
Kreis abgebildet; das Gebiet G ist somit in der Tat auf einen durch 
Kreise begrenzten schlichten Bereich konform abgebildet, der im 
ubrigen den Punkt co im Inneren enthalt, da der Pol O im Ausgangs- 
bereich G gewahlt ist. Damit ist das behauptete Abbildungstheorem 
bewiesen. 

Gleichzeitig ist bewiesen, daf die Abbildung im wesentlichen, d. h. 
bis auf eine lineare Transformation, eindeutig bestimmt ist. Denn wenn 
zwei verschiedene Kreisbereiche der z-Ebene auf denselben n-fach zu- 
sammenhangenden schlichtartigen Bereich konform abgebildet sind, 
so lassen sie sich auch auf denselben Schlitzbereich G der z-Ebene kon- 
form abbilden; indem wir zu diesem G die obige Flache G,, konstruieren 
und die Abbildung von G auf die Kreisbereiche nach dem Spiegelungs- 
verfahren fortsetzen, erkennen wir, daB unsere Abbildungsfunktionen 
mit unseren oben betrachteten Funktionen ¢*(z) identisch, also lineare 
Funktionen voneinander sind. Wir kénnen dieses Eindeutigkeitstheorem 
auch so formulieren: Zwei Kreisbereiche lassen sich dann und nur dann 
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umkehrbar eindeutig und konform aufeinander abbilden, wenn sie durch 
lineare Transformationen auseinander hervorgehen. 


Wir wollen schlieBlich noch die Struktur des Bereiches K,, 1! be- 
trachten, auf den die Flache G,, durch die Funktion ¢ = f(z) abgebildet 
wird. K,, ist, wie in Abb. 151 (S. 514) angedeutet, Limes der ineinander 
geschachtelten Bereiche K,; (j = 1, 2, ...), deren Zusammenhangszahl 
mit 7 tuber alle Grenzen wachst. Wir behaupten: Jeder einzelne der 
Begrenzungskreise von K; hat einen bei hinreichend groBem 7 beliebig 
kleinen Radius, und zwar konvergiert der Gesamtflacheninhalt der von 
diesen Kreisen aus der €-Ebene ausgeschnittenen Flache bei wachsen- 
dem gegen Null. Dies ist zwar eine rein geometrische Tatsache, die nur 
mit der Entstehung des Bereiches K,, aus K durch den Spiegelungs- 
prozeB, dagegen nichts mit der konformen Abbildung der Flache G,, 
auf K,, zu tun hat. Trotzdem ergibt sich der Beweis fiir uns am rasche- 
sten dadurch, daB wir von der Existenz der konformen Abbildung Ge- 
brauch machen und an die in Kap. 8, §9 auf S. 478 erérterte Eigen- 
schaft der Strémungsfunktion erinnern. Die Begrenzung unseres Bild- 
bereiches K,, besteht darnach aus einer Punktmenge, der Menge der 
Haufungspunkte unserer Kreise, welche den ,, Inhalt Null“ hat, d. h. sich 
in endlich viele Gebiete von beliebig kleinem Gesamtflacheninhalt ein- 
schlieBen 1aBt. Damit ist die Behauptung bewiesen. Die Begrenzung 
von K,, ist auBerdem ,,nirgends zusammenhangend“, da sich je zwei 
ihrer Punkte durch eine ganz auferhalb derselben laufende Kurve 
trennen lassen, und im Falle n > 3 doch ,,perfekt“‘, d.h. mit der Menge 
ihrer Haufungspunkte identisch. 

Die Gedankengange dieses Paragraphen erlauben uns, in einfacher 
Weise ein weiteres Uniformisierungstheorem, das_ ,,Riickkehrschnitt- 
theorem‘, za beweisen, das dem ,,Grenzkreistheorem“ von § 4 an die 
Seite tritt und sich folgendermaBen ausspricht: 

Es sei G eine algebraische Riemannsche Flache vom Geschlechte 
p und Q,, Qs, .-., Q, ein System einander nicht treffender Ruckkehr- 
schnitte auf ihr, durch die sie in ein schlichtartiges 2 p-fach zusammen- 
hangendes Gebiet G* verwandelt wird. Dann 1aBt sich G* auf einen von 
2p einfachen geschlossenen getrennt verlaufenden Randkurven be- 
grenzten Bereich B derart konform abbilden, daB je zwei Randkurven C; 
und C,’, welche die Bildkurven der beiden Ufer Q;* bzw. Q;~ eines der 
Riickkehrschnitte Q; (i =1, 2, ..., #) sind, auseinander durch eine 
lineare Transformation hervorgehen. Dabei werden durch diese lineare 
Transformation jeweils solche Punkte von C; und C / zusammengeordnet, 
deren entsprechende Punkte in G* auf Q;* und Q;- einander gegenuber- 
liegen. Die auf G eindeutigen algebraischen Funktionen werden also durch 


1 Wir lassen jetzt, nachdem unser Abbildungssatz bewiesen ist, die Akzente 
an’ K’, Ky Ke; «., Ki, wieder fort. 
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eindeutige automorphe Funktionen wniformisiert, deren Fundamental- 
bereich das eben geschilderte Gebiet B ist}. 

Den Beweis dieses ,,Riickkehrschnitt-Theorems beginnen wir mit 
der Konstruktion einer passenden Uberlagerungsflache. Nach dem 
Muster von § 4 denken wir uns die Flache G* in unendlich vielen Exem- 
plaren vorhanden und auf allen in der gleichen Weise die Ufer der Rtick- 
kehrschnitte mit Q;+, Q;- bezeichnet. Sodann heften wir an jedes Ufer 
Q,+ bzw. QO; (¢ = 1, 2, ..., ) eines Ausgangsexemplars ein neues Exem- 
plar mit seinem entsprechenden Ufer Q;~ bzw. Q;* an und setzen diesen 
AnheftungsprozeB unbegrenzt fort. Dabei sind stets neue Exemplare 
anzuhangen und nie zwei schon vorhandene Ufer zu vereinigen. Die im 
Limes entstehende Flache G** ist unsere gesuchte Uberlagerungsflache. 
Sie ist, wie man leicht sieht, schlichtartig und kann daher durch eine 
Strémungsfunktion auf ein schlichtes Gebiet konform abgebildet wer- 
den. Genau wie am Beginne des Paragraphen zeigt man nun, daB alle 
Funktionen, welche G** auf ein schlichtes, den Punkt oo im Inneren 
enthaltendes Gebiet konform abbilden, lineare Funktionen einer unter 
ihnen sind. Mit Riicksicht auf die Decktransformationen, welche G** 
zulaBt, ergibt sich dann unsere Behauptung ohne weiteres. 


§ 6. Die Moduln eines schlichtartigen Bereiches. 


Wir wenden die gewonnenen Ergebnisse noch an, um die Frage zu 
beantworten, wann zwei vorgegebene schlichtartige Bereiche G, und G, 
von endlicher Zusammenhangszahl sich konform aufeinander abbilden 
lassen. Wenn beide Bereiche einfach zusammenhangend sind, so ist 
dies immer méglich, héchstens abgesehen yon dem Ausnahmefall, daB 
einer der Bereiche aus der vollen oder der punktierten Ebene besteht 
bzw. auf diese abbildbar ist. Im Falle einer beliebigen endlichen Zu- 
sammenhangszahl  denken wir uns beide Bereiche nach dem vorigen 
Paragraphen auf Kreisbereiche, namlich K, und K,, abgebildet. Nun 
kann man zufolge dem auf S. 518f. angegebenen Satze G, und G, dann und 
nur dann konform aufeinander abbilden, wenn die Kreisbereiche K, 
und K, auseinander durch lineare Transformationen hervorgehen. Be- 
tragt die Zusammenhangszahl zwei, so bringen wir jeden der Kreis- 
bereiche zunachst durch eine lineare Transformation auf eine Normal- 
gestalt: Der Bereich soll ein Kreisring zwischen zwei um den Null- 
punkt geschlagenen Kreisen sein, wobei die Grenzfalle zugelassen sind, 
dafS der innere Kreis in den Nullpunkt oder der auBere in den unendlich 
fernen Punkt iibergeht. Einen derartigen Bereich bezeichnen wir als 


' Ein Beispiel eines Fundamentalbereiches vom Typus des hier betrachteten 
Bereiches B haben wir schon in § 3 erwahnt; dort waren alle Randkurven Ci, 
Cy, - ++ C,; Cy’, Cy’, ..., C,’ Kreise, wahrend bei den Bereichen unseres Satzes viel 
allgemeinere geschlossene Kurven als Randkurven vorkommen kénnen. 
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,,Parallelkreisring.. Fiihrt eine lineare Transformation zwei solche 
Kreisringe ineinander tiber, wobei etwa die auBeren Kreise einander 
entsprechen mégen?, so muB sie die Gestalt ¢, = «¢, haben, weil jede 
Gerade durch den Mittelpunkt der konzentrischen Kreise als gemein- 
samer Orthogonalkreis wieder in einen gemeinsamen Orthogonalkreis, 
d.h. eine Gerade durch den Mittelpunkt iibergehen mu8, so daB der 
Nullpunkt und infolgedessen auch der unendlich ferne Punkt fest bleibt. 
Bei einer solchen Transformation wird das Radienverhaltnis der beiden 
Kreise nicht geandert (dem in den Grenzfallen die Werte $, +, © beizu- 
legen sind). Umgekehrt lassen sich zwei Parallelkreisringe von gleichem 
Radienverhaltnis durch Streckung stets aufeinander konform abbilden. 
Wir schlieBen also: Zwei zweifach zusammenhangende schlichtartige 
Bereiche lassen sich dann und nur dann konform aufeinander abbilden, 
wenn das Radienverhaltnis der zugehGrigen Parallelkreisringe bei beiden 
dasselbe ist. Es ist demnach eine reelle Bedingung notwendig und hin- 
reichend, oder, wie man nach RIEMANN sagt, ein zweifach zusammen- 
hingender schlichtartiger Bereich besitzt einen ,,Modul“. 


Ist die Zusammenhangszahl n der Bereiche G, und G, groBer als 
zwei, so kénnen wir uns wieder durch eine lineare Transformation jeden 
der zugehérigen Kreisbereiche K,, K, von vornherein so umgestaltet 
denken, daB zwei seiner Kreise konzentrisch um den Nullpunkt und die 
ubrigen in dem Kreisring zwischen ihnen liegen. Dann sind also K,, K, 
mit kreisf6rmigen Léchern versehene Parallelkreisringe, wobei der Fall 
der mehrfach punktierten Ebene als Grenzfall eingeschlossen bleibt. 
Wenn es iiberhaupt eine lineare Transformation gibt, die K, in K, 
tiberftihrt, diirfen wir wieder ohne Einschrankung der Allgemeinheit 
annehmen, daf bei ihr die beiden auBeren Kreise sowie die beiden inneren 
Kreise der Kreisringe einander entsprechen. Eine lineare Transformation, 
welche die beiden konzentrischen Kreise wieder in konzentrische, ebenso 
angeordnete Kreise um den Nullpunkt iiberfiihrt, muB die Form ¢, = «¢, 
besitzen. K, und K, miissen daher durch Drehung und Streckung aus- 
einander hervorgehen. Wir finden somit, indem wir beachten, daB hier 
alle Schliisse umkehrbar sind, das Ergebnis: Zwei schlichtartige n-fach 
zusammenhangende Bereiche (7 > 2) lassen sich dann und nur dann 
mit gegebener Zuordnung der Randkurven aufeinander konform ab- 
bilden, wenn bei den betrachteten zugehérigen ringformigen Kreis- 
bereichen die Verhaltnisse der » Radien sowie die Winkel, unter denen 
die n — 2 im Kreisringe gelegenen Kreise und die gegenseitigen Abstande 
ihrer Mittelpunkte vom Nullpunkt aus erscheinen, je miteinander uber- 
einstimmen. Wir haben also hier, da die Radienverhaltnisse durch 


1 Den anderen Fall fiihrt man auf diesen zuriick, indem man vorher einen 


: 1 
der Bereiche der Transformation 2’ = a unterwirft. 
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n —1, die Winkel der ersten Art durch » — 2 und die der zweiten Art 
durch » — 3 Zahlen gegeben sind, als notwendige und hinreichende Be- 
dingung fiir die Abbildbarkeit der Gebiete G, und G, aufeinander zu 
fordern, daB gewisse 3m — 6 dem Gebiete G, zugeordnete reelle Zahlen 
mit den entsprechenden Zahlen des Gebietes G, iibereinstimmen. Diese 
Konstanten des Bereiches, die fiir seine Abbildungseigenschaften 
charakteristisch sind, nennt man wieder die ,,Moduln‘ des Bereiches. 
Zusammenfassend kénnen wir daher sagen: Ein schlichtartiger, n-fach 
zusammenhdngender Bereich hat fiir n = 1 gar keinen, fiir n = 2 e1nen, 
fiir n> 2 dagegen 3n — 6 reelle Moduln. 

DaB fiir m = 1 und m = 2 der allgemeine Ausdruck 3 » — 6 fir die 
Anzahl der Moduln nicht gilt, hat seinen Grund darin, daB sich der 
Bereich fiir » = 1 noch durch eine von drei willkirlichen reellen Kon- 
stanten abhangige Funktion, im Falle n = 2 durch eine von einer will- 
kirlichen reellen Konstanten abhangige Funktion in sich transformieren 
laBt, wahrend bei m > 2 keine solchen Scharen von Transformationen 
des Bereiches in sich mehr auftreten kénnen, wie die obigen Betrach- 
tungen zeigen. 


§ 7. Der allgemeine Begriff der Riemannschen Flache. 


Wahrend die Riemannschen Flachen, wie wir sie anfanglich ein- 
fiihrten, tiber der Zahlenebene oder der Zahlenkugel ausgebreitet ge- 
dacht waren, sind wir, um ihre Zusammenhangsverhiltnisse zu ver- 
anschaulichen, darauf gefitihrt worden, sie beliebigen stetigen Defor- 
mationen zu unterwerfen und so durch im Raume gelegene geschlossene ge- 
kriimmte Flachen zu ersetzen. Diese dienten bisher lediglich den Zwecken 
der Analysis situs; wir wollen jetzt aber zeigen, daB sie auch im Sinne 
der konformen Abbildung als ,,Riemannsche Flachen‘‘ dienen kénnen. 

Um dies naher auszufiihren, setzen wir voraus, G sei eine im ge- 
wohnlichen Raume gelegene Flache, auf der sich eine Anzahl von 
Teilgebieten derart abgrenzen laBt, daB jeder Punkt von G in mindestens 
einem der Teilgebiete liegt und daB die Punkte eines jeden Teilgebietes 
sich durch zwei reelle Koordinaten x, y festlegen lassen, wobei der 
Punkt x, y ein schlichtes Gebiet der «y-Ebene durchlauft. Das Linien- 
element ds sei durch den Ausdruck 


(1) ds* = Edx* 4-2 Fdxdy +Gdy? 

gegeben; hierbei sind E, F,G Funktionen von x und y, deren Gestalt 
nattrlich von den zugrunde gelegten Koordinaten x, y abhangt. Wir 
setzen voraus, da sie stetige partielle Differentialquotienten besitzen, 
und erinnern an die aus der Differentialgeometrie bekannte Tatsache, 
daB iiberall 

(2) EG —I? 0 

gilt. 
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Es seien nun “ = u(x, y) und v = v(x, y) zwei mit stetigen par- 
tiellen Ableitungen versehene reelle Funktionen von x und y, deren 
Funktionaldeterminante u,v, — u,v, an einer Stelle in G nicht ver- 
schwindet. Dann lassen sich w und v in einer hinreichend kleinen Um- 
gebung dieser Stelle ebenso wie x und y als Koordinaten der Flachen- 
punkte verwenden, so daB diese Umgebung umkehrbar eindeutig und 
stetig auf ein schlichtes Gebiet der wv-Ebene abgebildet erscheint. 
Offenbar ist diese Abbildung dann und nur dann winkeltreu, wenn das 
Quadrat des Linienelementes, in u,v geschrieben, die Gestalt 


(3) ds* = 4 (du? + dv?) 


annimmt, wobei A eine positive stetige Funktion von uw und v bedeutet. 
Indem wir auf G einen bestimmten Umlaufssinn einfiihren!, kénnen 
wir es durch geeignete Vorzeichenbestimmung von wu und v stets so 
einrichten, daB die winkeltreue Abbildung auch den Umlaufssinn er- 
halt. Wir nennen dann den komplexen Ausdruck u + iv = € eine in der 
Umgebung der betrachteten Stelle analytische Funktion oder kurz. eine 
analytische Funktion auf der Fldche. Ist u* + iv* = €* eine andere 
Funktion auf der Flache, so haben wir offenbar wegen der Konformitat 
der Abbildung der ¢-Ebene auf die ¢*-Ebene in ¢* eine analytische 
Funktion der komplexen Variablen ¢ im gewohnlichen Sinne vor uns; 
mit anderen Worten: Zwei beliebige nicht konstante analytische Funk- 
tionen auf ener Flache G sind analytische Funktionen voneinander. Im 
Spezialfall der ebenen tiber der z-Ebene ausgebreiteten Riemannschen 
Flachen (E =G =1, F = 0) liegt die Sache einfach so, daB z. und ¢ 
Funktionen auf der Flache sind; unsere allgemeine Auffassung besertigt 
die Sonderstellung der unabhangigen Variablen gegeniiber der abhangigen. 

Wir formen die Bedingung (3) um, indem wir du = u,dx + u,dy, 
dv =v,dx + v,dy einsetzen und dann mit (1) vergleichen. So erhalten 
wir die drei Bedingungen 


(4) E=A(u," + 04°), 

(5) FHA (ty My + 2 2y), 

(6) G=A(u,? + 2,7), 

aus denen sofort 

(7) W = JEG—F2 =A (u,v, — Uy0z) 


folgt, wobei die Wurzel mit dem Vorzeichen der GréBe u,v, — U,V, ZU 
nehmen ist (denn 4 ist seiner Definition nach positiv). Durch Elimination 
von A aus (4) und (5) mit Hilfe von (7) erhalten wir zwei Gleichungen, 


1 Dies geschieht zunachst in der Umgebung der betrachteten Stelle durch 
willkiirliche Festsetzung. Soll die Ausdehnung dieser Festsetzung nach dem Prinzip 
der Stetigkeit iiber die ganze Flache G hin widerspruchsfrei méglich sein, so muB 
G eine orientierbare Flache sein. 
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die in den GréBen w,, v, linear sind und, nach ihnen‘aufgelést, die Be- 


Gey: 
ziehungen 
Fu,—Wuv, 
uy, = E ; 
W u, + Fv, 
Vy — SOLES ROT 


ergeben, die wir unter Benutzung von (6) auch schreiben konnen 


ME ey ies - Eu, —F u, 
Ute W : a Ww : 


Fu, —Guv, oder Fu,—Gu, 


Uy = W Cpa W 


(8) 


Diese Gleichungen haben fiir die Funktionen auf der Flache ge- _ 
nau dieselbe Bedeutung wie die Cauchy- Riemannschen Differential- 
gleichungen fiir die analytischen Funktionen einer unabhangigen 
komplexen Variablen. In der Tat gehen sie in diese fir E = G = 1, 
F =0 iiber. Setzen wir auch die Existenz stetiger zweiter partieller 
Differentialquotienten der Funktionen w und v voraus, so folgern wir 
aus (8), daB « und v Lésungen der partiellen Differentialgleichung von 
BELTRAMI 


(9) DN 


1 0 Gw,—Fw, 0 Ew,—Fw, 
ee Ww “a Oy W ) ae 

sind, welche das Analogon zur Potentialgleichung fiir unsere Flache 
darstellt. Daher nennt man die Lésungen dieser Gleichung Potentiale 
auf der Flache. Zwei Potentiale u,v, welche durch die Beziehungen (8) 
aneinander gebunden sind, heiBen konjugiert. Alle unsere friheren 
auf ebene Strémungen beziiglichen Uberlegungen iibertragen sich mit 
Hilfe der eben entwickelten Begriffe unmittelbar auf unsere Flache G; 
insbesondere lassen sich zwei konjugierte Potentiale durch die Strom- 
linien und die Niveaulinien einer Stroémung auf der Flache veran- 
schaulichen. Die Greensche Formel und die Satze tiber das Dirichlet- 
sche Integral bleiben ebenfalls erhalten, wenn wir unter D[g, y] das 
Integral 


Dip,y] = i — Fe Ve (Pe Vy t Pua) EVV! dx dy 


verstehen. Alle diese Tatsachen beweist man leicht, wenn man _ be- 
achtet, da die hier gebildeten Ausdriicke gegeniiber beliebigen um- 
kehrbar eindeutigen stetigen Transformationen der Koordinaten und 
ihrer Ableitungen invariant bzw. kovariant sind, daB stets das Quadrat 
des Linienelementes von G die Form ds? = A(du? + dv?) annimmt, 
wenn wir zwei konjugierte Potentiale wu, v auf der Flache als Koordinaten 
einfthren, und daB fiir diese Koordinatenwahl unsere Ausdriicke in die 
fruher von uns behandelten iibergehen. 
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Auf Grund dieser Vorstellungen ergibt sich ohne weiteres eine Aus- 
dehnung der frither entwickelten Abbildungs- und Existenztheoreme 
auf Gebiete G, die auf beliebigen krummen Flachen im Raum aus- 
gebreitet sind, da man die Umgebung jedes Punktes von G in der eben 
geschilderten Art konform auf einen schlichten ebenen Bereich ab- 
bilden kann. Dabei darf der Bereich G sogar im Raume Singularitaten 
aufweisen. So stéren z. B. Kanten, langs deren zwei stetig gekrummte 
Flachenstiicke aneinanderstoBen, die Méglichkeit der konformen Ab- 
bildung keineswegs, da die Ortsfunktionen E, F, G sich bei geeigneter 
Koordinatenwahl nebst ihren Ableitungen stetig tiber die Kanten hin- 
weg fortsetzen. Sogar kérperliche Ecken, in denen drei oder mehr 
Flachenstticke unter von Null verschiedenen Winkeln aneinander 
stoBen, darf der Bereich G in seinem Inneren enthalten. Denn wie man 
z. B. nach den Methoden von Kap. 6, § 4 leicht feststellt, kann man 
die Umgebung der kérperlichen Ecke konform auf einen ebenen Bereich 
derart abbilden, daB dabei der Ecke ein einzelner Punkt entspricht. 

Zum Schlusse geben wir dem Begriffe der Riemannschen Flache 
eine noch gréBere Allgemeinheit als bisher, indem wir die Besonder- 
heiten, die mit dem Wesen der Sache nichts zu tun haben, abstreifen. 
Zunachst kommt es gar nicht darauf an, da die Stellen unserer Rie- 
mannschen Flache geometrisch durch Raumpunkte dargestellt werden. 
Es gentigt, eine beliebige orientierbare zweidimensionale Mannigfaltig- 
keit M von irgend welchen ,,Elementen“ zugrunde zu legen, welche die 
Eigenschaft hat, sich in Teilmannigfaltigkeiten zerlegen zu lassen, inner- 
halb deren die Elemente sich durch Angabe zweier reeller Koordi- 
naten x, y eindeutig kennzeichnen lassen. Auf einer solchen Mannig- 
faltigkeit mu8, damit wir von konformer Abbildung reden k6énnen, 
eine Mafbestimmung fiir die ,,Winkel gegeben sein. Wahrend wir bei 
den raumlichen Riemannschen Flachen einfach die natiirliche Maf- 
bestimmung des dreidimensionalen euklidischen Raumes tbernehmen 
konnten, miissen wir hier willktirlich eine MaBbestimmung vorschreiben, 
indem wir nach Festlegung eines Koordinatensystems x, y drei reelle 
stetig differenzierbare Funktionen E(x, y), F(x, y), G(x, y), die nur 


die Bedingung EG —F?>0 


erfiillen miissen, willkiirlich wahlen und festsetzen, das Quadrat des 
Linienelements solle gleich 


Edx? +2Fdxdy +Gdy? 


sein. Da es uns aber nur auf die Winkel, nicht auf die Langen an- 
kommt, geben wir E,F,G nicht einmal véllig vor, sondern nur bis 
auf einen gemeinsamen reellen von Null verschiedenen Proportionali- 
tatsfaktor. Eine in dieser Weise mit einer Winkelmafbestimmung 
ausgestattete zweidimensionale Mannigfaltigkeit bezeichnen wir als 
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,, Riemannsche Mannigfaltigkeit’. Offenbar ist eine Riemannsche Mannig- 
faltigkeit genau in der gleichen Weise wie eine raumliche Riemannsche 
Flache geeignet, die Grundlage fiir funktionen- und potentialtheo- 
retische Betrachtungen abzugeben. 


§ 8. Historische Angaben zu den letzten Kapiteln. 


Die Theorien, denen die letzten Kapitel gewidmet sind, hangen alle 
mehr oder weniger mittelbar mit den grundlegenden Gedanken zu- 
sammen, welche BERNHARD RIEMANN (geb. 1826, gest. 1866) in die 
Analysis eingefiihrt hat?. DaB R1iEMANN das Dirichletsche Prinzip zur 
Grundlage seiner Existenzbeweise genommen hat, ist schon friher be- 
richtet worden; auch die WeierstraBsche Kritik dieses Ansatzes war 
schon erwahnt, welche zur Folge hatte, daB C. NEUMANN und H. A. 
SCHWARZ andere Methoden ausbildeten, mit deren Hilfe ihnen der Be- 
weis der wichtigsten Existenztheoreme gelang. Sie konnten die Existenz 
der Abelschen Integrale und der algebraischen Funktionen zu einer 
gegebenen geschlossenen Riemannschen Flache sowie die Méglichkeit 
der konformen Abbildung schlichter einfach zusammenhangender, von 
einer sttickweise glatten Kurve begrenzter Bereiche auf das Innere 
eines Kreises beweisen. Dagegen gelang es noch nicht, unendlich viel- 
blattrige schlichtartige Bereiche auf schlichte Normalbereiche konform 
abzubilden, weil der Beweis ftir die Konvergenz der Potentialfunktionen, 
welche die Abbildung der Naherungsbereiche leisten, damals noch un- 
tiberwindliche Schwierigkeiten bot. 

Vor neue Fragen sah man sich gestellt, als aus der Theorie der 
automorphen Funktionen, deren erste Anfange schon bei GAusz und 
RIEMANN zu finden sind?, das Problem der Uniformisierung heraus- 
wuchs. Die kithnen Gedankengange, in denen F. KLEIN und H. Porn- 
CARE Anfang der achtziger Jahre des vorigen Jahrhunderts dieses 
Problem nach den verschiedensten Richtungen hin durchdrangen, 
gaben insofern noch keine befriedigende Lésung, als der strenge Beweis 
fiir die Méglichkeit der Uniformisierung in diesen Arbeiten noch nicht 
erbracht werden konnte. Er gelang erst viel spater, nachdem einerseits 
eine intensive Entwicklung, vor allem unter dem EinfluB von F. KLEIN, 
die Gedanken und Methoden der Riemannschen Funktionentheorie 
verbreitet und fortgefiihrt hatte, wahrend andererseits mittlerweile 
die Auffassungen WeierstraBscher Strenge in allen Fragen der Analysis 


1 Vor allem in seiner Inaugural-Dissertation ,,Grundlagen fiir eine allgemeine 
Theorie der Functionen einer veranderlichen complexen GréBe‘‘ (Géttingen 1851) 
und in seiner Abhandlung ,,Theorie der Abelschen Functionen‘ (Journ. f. d. reine 
u. angew. Math. Bd. 54, 1857). Beide Arbeiten sind wieder abgedruckt in den 
Gesammelten Math. Werken B. RirManns, 2. Aufl., Leipzig 1892. 

2 Vgl. den Bericht ,,Zur Vorgeschichte der automorphen Funktionen“ in Bd. 3, 
S. 577 bis 586 der Ges. Math. Abhandl. von F. Kirin, Berlin 1923. 
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zum Allgemeingut der folgenden Mathematikergeneration geworden 
waren. Auf der Grundlage der Neumann-Schwarzschen Methoden auf- 
bauend, vermochten gleichzeitig P. KoEBE und H. Poincart im Jahre 
1907 das wichtigste Uniformisierungstheorem (dasjenige, von dem in 
§ 4 die Rede war) zu beweisen, und von da ab hat hauptsachlich KoEBE 
diesen Fragenkreis nach allen Richtungen hin in vdllig befriedigender 
Weise behandelt?. | 

Inzwischen war das vorher verworfene Dirichletsche Prinzip von 
D. HILBERT wieder aufgenommen worden. HILBERT zeigte zunachst 
nur in einigen einfacheren Fallen, daB die Krafte der Analysis aus- 
reichten, um den Weg des Dirichletschen Prinzipes zu Ende zu gehen, 
d.h. daB es méglich ist, die Existenz des Minimums eines Integrals in 
aller Strenge zu beweisen. Aber nach diesem ersten Erfolge setzten die 
Bemiihungen vieler Mathematiker ein mit dem Ergebnis, daB nunmehr 
der Weg des Dirichletschen Prinzipes vielleicht den bequemsten Zugang 
zu der modernen geometrischen Funktionentheorie darstellt 2. 


1 Aus der groBen Reihe der Koebeschen Abhandlungen kommen vor allem 
die folgenden in Betracht: ,, Uber die Uniformisierung der algebraischen Kurven“, 
Abh. I bis IV, Math. Annalen Bd. 67 bis 75 (1909 bis 1914), ,, Uber die Uniformisie- 
rung beliebiger analytischer Kurven“, Journ. f. d. reine u. angew. Math. Bd. 138 
u. 139 (1910 u. 1911), ,,Allgemeine Theorie der Riemannschen Mannigfaltig- 
keiten (konforme Abbildung und Uniformisierung)‘‘, Acta math. Bd. 50 (1927), 
sowie eine Serie an verschiedenen Stellen ver6dffentlichter Aufsatze ,,Zur Theorie 
der konformen Abbildung‘‘. In diesen Arbeiten ist auch vielfach andere Litera- 
tur zitiert. 

2 Fiir die vorliegende Darstellung mége man folgende Arbeiten des Verfassers 
vergleichen: ,, Uber die Anwendung des Dirichletschen Prinzipes auf die Probleme 
der konformen Abbildung‘‘, Math. Annalen Bd. 71 (1912), ,,Uber die Existenz- 
theoreme der Potential- und Funktionentheorie“, Journ. f. d. reine u. angew. 
Math. Bd. 144 (1914), ,, Uber eine Eigenschaft der Abbildungsfunktionen bei kon- 
former Abbildung‘‘, Géttinger Nachrichten, Jahrgang 1914 und 1922. 


Sachverzeichnis. 


Die 


Abbildung 279, 379. 

— konforme Il], 297ff. 

Abbildungssatz 390, 398, 
447, 476, 512ff. 

Abelsche Integrale 487 ff. 

abgeleitete Periode 149. 

abgeschlossen, Gebiet 264. 

— Punktmenge 51, 55, 
263. 

— Teilgebiet 264. 

abhangige Perioden 429. 

Ableitung, analytische 
Funktion 276f. 

— Potenzreihe 35f., 61. 

absolut, Betrag 4, 73, 258. 

— Invariante J (t) 223ff., 
434, 445. 

— Konvergenz 15. 

Abzahlbarkeit der Blatter 
einer Riemannschen 
Flache 377f. 

Abzahlung der Nullstellen 
und Pole einer ana- 


lytischen Funktion 
104ff., 315f. 
Additionstheorem,  alge- 


braisches 169, 175. 
— elliptische Funktionen, 
beliebige 175. 
— Jacobische 216f. 


— Exponentialfunktion 
69, 293. 

— Logarithmus 77, 291. 

— (u) 170F. 

— trigonometrische 
Funktionen 70. 

— C(u) 178. 


algebraisch, Additions- 
theorem 169, 175. 
Differentialgleichung 
63. 

Funktion 381, 384 ff. 
— zu gegebener Rie- 
mannscher Flache 4.94. 


Zahlen geben die Seiten an. 


algebraisch, Gebilde 229. 


— Gleichung zwischen 
elliptischen Funk- 
tionen 174. 

— Kurve 229. 

—  Riemannsche Flache 
389, 480. 


Singularitat 381. 

alternierendes Verfahren 
409F. 

Amplitude 6, 73, 258. 

— der elliptischen Funk- 
tionen 212. 

analytisch, Darstellung 
der Spiegelung 374f. 

— Fortsetzung 36ff., 
369 ff. 

— Funktion 43, 278f., 
523. 

— — zu gegebener Rie- 
mannscher Flache 405. 

— Kurve 374. 


Anwendungen, Cauchy- 
scher Integralsatz 
309 ff. 


— —Residuensatz 102ff., 
104 ff., 312 ff. 

— Prinzip vom Maxi- 
mum 301, 420ff. 


— #0-Funktionen, auf 
Zahlentheorie 205ff., 
210 ff. 


Approximation,einer Kur- 
ve 263, 271, 285. 

— stetiger Funktionen 
durch — trigonometri- 
sche Polynome 327. 

Aquipotentiallinien 337. 

aquivalent, Funktionsele- 
mente 376. 2 

— Gr6Ben und GréBen- 
paare 219ff. 

— Punkte eines Funda- 
mentalbereichs 496. 


arcz 6, 258. 
arctg z 360. 
Arcussinus-Formel, 
Schwarzsche 326. 
Arcustangens 360. 
arithmetisches Mittel 300, 
322, 440. 
arithmetisch-geometri- 
sches Mittel 254 ff. 
Arkus 6, 73, 258. 


| AuBengebiet einer ge- 
schlossenen Kurve 45, 
265. 


auBerer Punkt 45. 

AuBeres, einer geschlosse- 
nen Kurve 45. 

— eines Gebietes 264. 

auBerwesentlich singulare 
Stelle 56. 

automorphe Funktionen 
436, 497, 502f., 505ff. 


Begrenzung 264. 

BELTRAMI, Differential- 
gleichung 524. 

Berandung 264. 

Bereich 264. 

beschrankt, Funktion 59. 

— Gebiet 264. 

bestandig konvergente 
Potenzreihe 24, 49. 

bestimmtes Integral 84, 
282. 

Blatt einer Riemannschen 
Flache 236, 355f., 377. 

Biirmann-Lagrangesche 
Reihe 138. 


c(u) 212ff., 251 ff. 

CARATHEODORY, Unglei- 
chung 416. 

Caucuy, Abschatzung fiir 
die Koeffizienten einer 
Potenzreihe 40, 302. 


Caucuy, Hauptwert eines 
Integrals 331f. 

— Integralformel 96, 294. 

— Integralsatz 93, 283f. 

— —Anwendungen 309 ff. 

— — Umkehrung 296. 

— — Verallgemeinerun- 
gen 94f., 283f., 288, 
383. 

— Partialbruchzerlegung 
118 ff. 

— Residuensatz 102, 290. 

— — Anwendungen 
1l02ff., 1lO4ff., 312 ff. 

Cauchy-Riemannsche Dif- 
ferentialgleichungen 
277. 

cos z 69, 218, 360. 

Cosinus amplitudinis 
212ff., 251 ff. 

cot 2, cts 2 117, 360: 


Darstellung, elliptischer 
Funktionen durch #2 (u) 
ete 

— — o(u) 182¢f. 

— — C(u) 177ff. 

— ganzer Funktionen mit 
gegebener Periode 189. 

—  meromorpher Funk- 
tionen durch ganze 
Funktionen 127. 

— — Partialbriiche 109ff. 

— natirlicher Zahlen 
durch 2 Quadrate 212. 

— — 4 Quadrate 206. 

— @-Funktionen durch 
unendliche Produkte 
202 ff. 

Decktransformationen 
508. 

Definitionsbereich 44, 55, 
376. 

A (Diskriminante) 168. 

A(u) 212ff., 251 ff. 

Delta amplitudinis 212ff., 
251 ff. 

Differentialgleichung, Ab- 
bildungsfunktionen 
441 ff. 

— BeEttTrami 524. 

— elliptischer Funktio- 
nen, beliebiger 174. 


Sachverzeichnis. 


Differentialgleichung 
elliptischer Funktio- 
nen, (uw) 165ff. 

— — s(u), c(u), A(u) 
216. 

Differentialparameter 
442 f. 

Differentialquotient 36, 
61, 276f. 

Differenzierbarkeit 35f., 
276f. 

— gleichmaBige 82f. 

Dipol 345. 

Dirichletsches Integral 
448, 524. 

— Prinzip 445, 451 ff. 

Diskriminante, algebra- 
ische Gleichung 386f. 

— ,v-Funktion 168. 

divergente Folgen 8. 

— Reihen 14. 

doppelpunktfrei 262. 

Doppelquelle 345. 

Doppelreihensatz 15, 63f. 

doppeltperiodische Funk- 
tionen 152, 429, 510. 

Drehungssatz 417. 

Dreiecksfunktionen 426 ff. 

Dreikreisesatz 422. 

Durchlaufungssinn 94, 

Durchmesser 371. 

Cer BH 

C1, &, €3 165, 200ff., 246. 

Ecken eines Fundamen- 
talbereichs 496. 

einblattrige Riemannsche 
Flache 356, 379. 

eindeutig, Funktion 43, 
44, 379. 

— Zweig einer analyti- 
schen Funktion 46, 
377. 

Eindeutigkeitssatz der 
Abbildung 390, 398. 

einfach, Kurve 45, 262. 


— periodische Funktio- 
nen 152, 188f., 429, 
510. 


— Punkt einer Riemann- 
schen Flache 383f. 
— zusammenhangend 
266, 267f., 269. 
Einheit, imaginare 2. 
Einheitskreis 57, 


Hurwitz-Courant, Funktionentheorie. 3. Aufl. 


529 


Einheitswurzeln 57. 

Element einer analyti- 
schen Funktion 43, 
369f., 376. 

Elementarflache 80. 

Elementarzweig 51. 

elliptische Funktionen 
146ff., 432, 503, 510. 

— Gebilde 229ff. 

— Integrale 237ff. 

— Modulfunktionen 
218ff., 434 ff., 444f. 

— Normalintegrale 240ff. 

— Riemannsche Flache 
232, 385, 510. 

— Transformation 349, 
367. 

Ergiebigkeit 342. 

erreichbarer Randpunkt 
379f. 

Erzeugende einer Gruppe 
496. 

nH, 7) 190210: 

11, Nz 176, 246. 

EuLER, Konstante 129. 

— zahlentheoretische 
Gleichung 207. 

Exponentialfunktion 


67ff., 292f., 360, 505. 


Ferjyér, Approximations- 
satz 327f. 

FERMAT, zahlentheoreti- 
scher Satz 212. 

Fixpunkte einer linearen 
Transformation 348. 

Flache 94, 378. 

Flachensatz 417. 

Folge 8, 259, 378. 

Fortsetzung, analytische 
36ff., 369ff. 

— einer Potenzreihe 37, 
42. 

— eines Systems regula- 
rer Funktionen 63. 
— unmittelbare, einer Po- 

tenzreihe 37. 

— — eines Systems re- 
gularer Funktionen 
62f. 

Fresnelsche Integrale 312. 

Fundamentalbereich 496f. 

Fundamentalperioden 
152, 429. 

34 


530 


Fundamentalsatz der Al- 
gebra 54, 105f., 438. 
— der Konvergenz 8. 
Funktion 18, 43f., 275f. 
— mit vorgeschriebenen 
Nullstellen 123ff. 
— — Polen 109ff. 
Funktionalgleichung, 
Permanenz der 63. 
Funktionenkérper 155. 
Funktionenmengen 19ff., 
63ff., 259f., 302ff., 
316ff., 325. 
Funktionselement 43, 
369f., 376, 382. 


£2, &s 167, 210, 222, 227f. 

Gammafunktion 128 ff. 

ganze Funktion 50, 58f., 
123ff., 342. 

— rationale Funktion 50, 
54, 59, 342. 

— transzendente Funk- 
tion 50, 59, 342. 

Gebiet 17, 45, 264, 269, 
378f. 

— abgeschlossenes 264. 

— einer komplexen Va- 
riabeln 17. 

Gebietstreue 280, 341. 

Gebilde, algebraisches 
229, 

— elliptisches 229ff. 

geometrische Reihe 23, 
260. 

Geschlecht einer Rie- 
mannschen Flache 
483, 493f. 

geschlossene Flache 385. 

— Kurve 45, 262. 

Geschwindigkeitspoten- 
tial 337. 

getrennte 
263. 

glatt, Approximation 263. 

— Kurve 261. 

Glattungsverfahren 466f. 

gleichmaBige Beschrankt- 
heit 317. 

— Differenzierbarkeit 
82f. 

Konvergenz 19ff., 

— 63ff., 259f., 302ff. 


Punktmengen 


Sachverzeichnis. 


gleichmaBige Stetigkeit 
82, 401, 411f. 

der Abbildungs- 
funktionen 401]. 

GoursaT, Beweis. des 
Cauchyschen Integral- 
satzes 285ff. 

Grad einer elliptischen 
Funktion 155f. 

Greensche Formel 450, 
624. 

— Funktion 405, 
415f. 

Grenze, einer Zahlenfolge 
8. 

— nattrliche 57, 434. 

Grenzkreis 437, 497. 

Grenzkreistheorem 511f. 

Grenzkreisuniformisie- 

_ rung 505ff. 
Grenzwert 259, 378. 
Grundgebilde, elliptisches 

229, 231 ff. 
Gruppe 435f., 496. 


411, 


Hadamardscher Drei- 
kreisesatz 422. 

Halbstreifen 421. 

HarRnack, Satz 324f. 

Haufungspunkt 259. 

Haufungsstelle 12. 

Haufungsstellenprinzip 
317£f. 

Haufungswert 12. 
Hauptform der Riemann- 
schen Flache 232 ff. 

Hauptteil 57, 58, 385. 
Hauptwert, Integral 3311. 
— Logarithmus 74, 291. 
— Potenz 78. 
hebbare Unstetigkeit338 f. 
Henkel 482. 
hyperbolische Transfor- 
mation 349, 367. 
hyperelliptische Riemann- 
sche Flache 385, 481. 
hypergeometrische Diffe- 
rentialgleichung 444, 


32 5, 258. 

imaginare Einheit 2. 
imaginarer Teil 2, 258. 
Innengebiet 45, 265. 
innerer Punkt 45, 264. 


Inneres einer geschlosse- 
nen Kurve 45. 

Integral, bestimmtes 83ff., 
281. 

— durch eine Kurve er- 
strecktes 83ff., 281f. 

— unbestimmtes 83, 282. 

Integralabschatzung 282. 

Integraldarstellung der 
Gammafunktion]31 ff. 

Integralformel, CAUCHY 
96, 293. 

Integralsatz, CaucHy 93, 
282 ff. 

Anwendungen 
309 ff. 

— — Verallgemeinerun- 
gen 94f., 283f., 288, 
383. 

Integration einer Potenz- 
reihe 83. 

Invariante, absolute, 

J (t) 223ff., 434, 445. 
— £o, £3 von 9(u) 167f. 
inverse Funktion 135ff., 

279. 
isoliert, Randpunkt 45. 
— singularer Punkt 55, 

58, 339, 381. 


J (t) 223, 434, 445. 
Jacopi, zahlentheoreti- 
scher Satz 206. 
Jacobische elliptische 
Funktionen 212 ff., 
228, 232, 251 ff. 
Jordanscher Kurvensatz 


45, 92, 265f., 473. 


KK, K’ 214, 251, 254. 

kanonische Zerschneidung 
484 ff. 

Bay Gal DANBME., DAS DEEN: 
434, 444. 

Keplersche Gleichung 144. 

Kette, von Funktionsele- 
menten 370. 

— von Gebieten 370. 

Koebesche Verzerrungs- 
satze 416ff. 

Kkoeffizientenverglei- 
chung 30, 32. 

Kollineation 363. 


Komplement des Modulsx 
214. = 

komplexe Zahl 1, 258. 

konforme Abbildung 11, 
297 ff. 

—mit Umlegung 
Winkel 299, 352. 

kongruente Zahlen 152f. 

konjugierte Potentiale 
320, 524. 

— Riickkehrschnitte 481. 

— Strémungen 338. 

— Zahl 2, 258. 

Konvergenz, absolute 15. 

— bestandige 24, 49. 

— Folge 8, 259. 

— Fundamentalsatz 8. 

— gleichmaBige 19ff., 
63tf., 259f., 302 ff. 

— Produkt 125. 

— Reihe 14, 259. 

— stetige 304f. 

— unbedingte 14f. 

Konvergenzgebiet einer 
Potenzreihe 22 ff.,31f., 
305f. 

Konvergenzkreis 24, 31, 
369. ; 

Konvergenzradius 24, 31. 

Konvergenzsatz von 
WEIERSTRASZ 65f., 
303. 

konvexe Funktion 422. 

Korper 155. 

Kosinus 69, 117, 122, 218, 
360. 

Kotangens 115, 117, 122f., 
360. 

Kreisbereich 456, 513. 

Kreisbogendreieck 432ff.., 
4441. 

Kreisbogenpolygon 432, 
441 ff. 

Kreisbogenzweieck 361f. 

Kreisgebiet 456. 

Kreisscheibe 265. 

Kreisverwandtschaft 348. 

Kreuzungspunkt 338, 340, 
341, 346. 

— Vielfachheit 340f. 

Kugeldrehung 354. 

Kugelfunktionen von 
LEGENDRE 143f. 


der 


Sachverzeichnis, 


Kurve -45, 261f., 378. 
Kurvenintegral 270. 


UG eeitote 

LAGRANGE, Reihe 138. 

— zahlentheoretischer 
Satz 206. 

LANDAU, Satz 416, 440f. 

Landensche Transforma- 
tion 252 ff. 

LaAuRENT, Reihe 39, 99f., 
307 Ff. 

— Satz 99, 307f. 

LEGENDRE, Gebilde 232. 

— Integral 430. 

— Kugelfunktionen 143f. 

— Relation 176, 190. 

Limes 8, 259, 378. 

— von Gebieten 456f. 

LInDELOF, Prinzip 415f. 

— Satz von PHRAGMEN 
und 421. 

lineare Funktion 347ff., 
Xo iting, Giellc 

— Substitution 347. 

==) Transtormatiom 240, 
347, SI8t- 

linear-polymorphe Funk- 
tion 442. 

LIOUVILLE, Satz iiber be- 
schrankte ganze Funk- 
tionen 59, 302. 

— Satze uber elliptische 
Funktionen 156ff. 

log z 73, 291. 

logarithmisch, Singulari- 
tat 340, 342 ff. 

— Verzweigungspunkt 
340, 359. 

Logarithmus 73, 86, 291, 
359. 

lokale Uniformisierende 
502. 

loxodromische Substitu- 
tion 349, 368. 


Majorante 21. 
Maximum, des Betrages 
einer analytischen 

Funktion 107, 300f. 
= einer Potentialfunk- 

tion 324. 
Maximumproblem 394f. 


531 


mehrdeutig 43, 340, 
376 ff. 

mehrfach, Kreuzungs- 
punkt 340. 

— Nullstelle 105, 306. 

== Poli 56,7 105; 308i. 
339. 

— Randpunkt 379. 

— Verzweigungspunkt 
356, 382. 

— zusammenhangend 
268, 473. 

meromorph, Funktion 
108ff., 342, 479. 

— Teil 57, 58. 

Minimalfolge 465. 

Minimum, des Betrages 
einer analytischen 
Funktion 107, 300f. 

— einer Potentialfunk- 
tion 324. 


Minimumproblem 448, 
452, 454. 

— fir den Kreis 458ff. 

Minorante 21. 

MittaG-LEFFLER, Satz 


TM AE, 
Modul, aus Zahlen 148. 
— eines schlichtartigen 
Bereiches 521f. 
— Jjacobischer Funktio- 
nen) 2U3 fa 228) Zoot. 
— Komplement 214. 
Modulfigur 433. 
Modulflache 433, 435. 
Modulform, elliptische 
222. 
Modulfunktionen 218ff., 
434ff., 444f. 
Modulsubstitutionen220f., 


436. 
Monodromiesatz 372. 
monogenes System von 


Potenzreihen 42 ff. 
Morera, Satz 296f. 
Multiplizitat, Nullstelle 

105. 

— Unendlichkeitsstelle 

105. 


Natitirliche Grenze 57, 434. 
negativer Umlaufssinn 88, 
94. 
34* 


532 


nichteuklidisch, Bewegung 
367, 497f. 

— Kristall 512. 

— Spiegelung 368. 

Niveaulinien 337, 524. 


Normalintegrale,  ellipti- 
sche 240ff. 

normierte Funktionen 
453f. 


Nullstelle 30, 306. 

— Bestimmung und An- 
zahl 104ff., 315f. 

— ganze Funktionen 50, 
2st 

— Jacobische elliptische 
Funktionen 215. 

— #%-Funktionen 200. 

— Vielfachheit 105, 306. 

Nullwerte der #-Funktio- 
nen 195f. 


Offene Kurve 262. 
— Punktmenge 264. 


Ordnung, Pol 56, 58, 
308f., 339, 341. 

— Verzweigungspunkt 
356, 359, 382. 


Orthogonalkreis 436. 


(uw) 161ff., 229f., 245ff. 

parabolische Transforma- 
tion 350, 368. 

Parallelkreisring 520f. 

Partialbruchzerlegung 60, 
109 ff. 
— der elliptischen Funk- 
tionen 163, 207ff. 
— Methode von CaucHy 
118 ff. 

perfekt 498, 519. 

Periode 148, 429. 

— Abelsche Integrale488. 

— eigentliche 148. 

— elliptische Integrale 
243, 245. 

— Jacobische elliptische 
Funktionen 215f. 

—  meromorphe Funktio- 
nen 148 ff. 

— primitive 152. 

— uneigentliche 148. 

Periodenparallelogramm 
153, 429. 


Sachverzeichnis. 


Periodenpunkte 148. 

periodische Funktion 148, 
429, 510. 

Periodizitatsmodul 488. 

Permanenz der Funktio- 
nalgleichung 63. 

Phragmén-Lindeléfscher 
Satz 421. 

Picardscher Satz 416, 438, 
441, 479. 

Poissonsche __Integral- 
formel 321f. 

Pol 56, 58, 308, 339, 341, 
345f., 382, 383. 

— Bestimmung und An- 
zahl 104ff., 315f. 

— in einem Verzweigungs- 
punkt 383. 

— Jacobische elliptische 
Funktionen 215f. 

— Ordnung 56, 58, 308f., 
339. 

Polsumme 160. 

Polygonabbildung 423ff. 

polymorphe Funktion 442. 

positiv, Umlaufssinn 88, 
94. 

— Umlaufung eines Ge- 
bietes 94, 268f. 

Potential 320, 448, 471f., 
524. 

Potentialfunktion 320. 

Potentialgleichung 320. 

Potenz, allgemeine 78, 
293. 

Potenzreihe 22, 369. 

Primende 404. 

primitive Periode 152. 

Prinzip der Stetigkeit 372. 

— Lindel6fsches 415f. 

— vom Maximum und 
Minimum 107, 300f. 

— — Anwendungen 301, 
420 ff. 

Produkt, unendliches 125. 

Produktdarstellung, Gam- 
mafunktion 129. 

— ganze Funktion 126. 

— Sinus 127. 

— #-Funktionen 204. 

Projektion, stereographi- 
sche 9ff., 260f., 368. 

Punkt einer Riemann- 
schen Flache 376f. 


Punkt, unendlich ferner 
Of., 261, 269f., 341. 

punktiert, Ebene 390. 

— Kreis 381. 

Punktmenge 12, 44f., 259, 
263. 


Quelle 342. 
quellenfrei 336. 
Querschnitt 268, 270. 


Sire ts), BASS). 

Rand 45, 264, 270. 

Randerzuordnung 400ff., 
4llf. 

Randpunkt 45, 264, 270, 
380f. 

— erreichbarer 379f. 

—  mehrfacher 379. 


Randwertaufgabe, allge- 
meine 406f., 409ff., 
451, 458 ff. 


— fiir den Kreis 326ff., 
335, 354, 458 ff. 

Randwerte 96ff., 294ff., 
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rationale Funktion 47, 
59f., 279, 385, 502f; 
508. 

— — Umkehrfunktion 
476. 

Rechtecksabbildung429ff. 

reell, Teil 1#,, 258: 

— Zahl 1, 258. 

regular, analytische Funk- 
tion 46, 60, 278f., 341, 
383. 

— auf einer Flache 94. 

— auf einer Kurve 279. 
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— ineinemVerzweigungs- 
punkt 383. 

— Potentialfunktion 320. 

— Punkt 51, 55, 58. 

— — einer Kurve 374. 
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Funktion 46. 

Regularitatsbereich 44,55. 

Reihe 14, 259. 

— geometrische 23, 260. 

rein imaginar 2, 258. 

Residuensatz 102, 290. 


Residuensatz, Anwendun- 
gen l02ff., 104ff; 
312 ff. 

Residuum 101f., 289, 308. 

reziproke Radien 351. 

Riemannsche Flache 232, 
356, 376ff., 382, 383f., 
457, 480ff., 522 ff. 

— — geometrische Defi- 
nition 232, 383f., 457. 

— — Hauptform 233f. 

— Mannigfaltigkeit 525f. 
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dungssatz 390, 398, 
447, 513. 

— — Verallgemeinerung 
445, 473ff., 512 ff. 

Riickkehrschnitt 472f., 
480. 

Riickkehrschnitt-Theo- 
rem 519f. 


s(u) 212ff., 251 ff. 

schlichtartiges Gebiet 473. 

schlichtes Gebiet 356, 379. 

Schlitzbereich 447, 473, 
478, 491. 

ScHoTtrKy, Satz 416, 439. 
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Verfahren 407 ff. 
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416. 

— Differentialparameter 
4421. 

— Lemma 301, 414f. 

— Ungleichung 402f. 
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o(u) 179ff., 193, 213. 
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sin z 69, 360. 
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338. 
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338, 340, 379ff. 
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342. 

Singularitatenfunktion 
452f., 489 ff. 

Sinus 69, 116, 121, 123, 
127, 218, 360. 
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Sinus amplitudinis 212ff., 
251 ff. 

Spiegelung 351f., 368, 375. 
Spiegelungsprinzip 373, 
401. 

— fiir Potentialfunktio- 
nen 463. 

Staupunkt 346. 

stereographische Projek- 
tion 9ff., 260f., 363. 

stetig, Abbildung 379. 

— Fortsetzung 372. 

— Funktion 18f., 276. 

— — langs einer Kurve 
294. 

— Konvergenz 304f. 

— Kurve 45, 261f., 378. 
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82, 401, 411f. 

— Prinzip der 372. 
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Stromlinie 338, 524. 

Strémung 336, 524. 
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471f. 
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261. 
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360. 
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tg z 115, 360. 
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245 ff. 
— lineare 245, 347. 
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Ufer 480. 
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9f., 261, 269. 
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— Reihe 14, 259. 

unendliches Produkt 125. 

Unendlichkeitsstelle 56f., 
105, 309, 339, 381, 383. 

uniformisierende Variable 
504. 

Uniformisierung 504ff. 
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476. 

unmittelbare Fortsetzung, 
einer Potenzreihe 37. 
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rer Funktionen 621. 
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dungssatzes 445,473ff., 
512 ff. 

Verallgemeinerungen des 
Cauchyschen Integral- 
satzes 94f., 283f., 288, 
383. 
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341f. 
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100f., 339. 
— eines 
zungspunktes 
346. 

— — — eines Pols 56f., 
309, 339, 383. 
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Funktionen 215. 

— #-Funktionen 199. 

Verzerrung 233ff., 482{f. 

— 414. 

Verzerrungssatze 
439. 

*— Koebesche 416ff. 
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Kreu- 


340f., 
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340, 356, 359, 382. 
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342 ff., 359. 
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Verzweigungspunkt, Ord- 
nung 356, 359, 382. 

— unendlich hoher Ord- 
nung 359. 

Verzweigungsschnitte 
384f., 481. 

Vielfachheit, ¢-Stelle 157, 
394. 

— Kreuzungspunkt 340f. 

Nullstelle 105, 306. 

Pol 56, 58, 308f., 339. 

Verzweigungspunkt 

356, 359, 382, 384. 

VITALI, Satz 319. 

vollstandiges System von 
Lésungen einer Glei- 
chung 160. 

— — Polen 156. 


Weterstrasz, elliptische 
Funktionen 161 ff. 

— Gebilde 229. 

— Konvergenzsatz 65f., 
303. 

— Satz iiber wesentlich 
singulare Stellen 100, 
339. 

— Summensatz 65f., 303. 

wesentlich singulare Stelle 
56, 58, 339. 


Windungspunkt 356, 359. 

— Ordnung 356, 359. 

— unendlich hoher Ord- 
nung 359. 
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wirbelfrei 337. 

Wirbelstarke 337. 


Zahl, komplexe 1, 258. 
Zahlenkugel 9ff., 260f., 
269. 
zahlentheoretische Sdatze 
206f., 212. 
Zerlegbarkeit einfacher 
Polygone in Dreiecke 
266. 
zerschneiden 268. 
€(u) 163, 175ff., 207 ff. 
Zirkulation 337. 
zulassige Funktion 453. 
zusammengesetzte Perio- 
de 149. 
zusammenhangend 264, . 
269, 378. 
Zusammenziehbarkeit 
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gender Gebiete 266ff. 
Zweig 46, 377. 


Druck von Oscar Brandstetter in Leipzig. 


Weilarivort}wlinus*sS pring ery Berlin 


Vorlesungen tiber Differential- und Integralrech- 
nung. Von R. Courant, o. Professor an der Universitat Gottingen. 
Erster Band: Funktionen einer Veranderlichen. Mit 127 Textfiguren. 


XIV, 410 Seiten. 1927. Gebunden RM 18.60 
Zweiter Band: Funktionen mehrerer Verdnderlicher. Mit 88 Text- 
figuren. VII, 360 Seiten. 1929. Gebunden RM 18.60 


Aus den Besprechungen: 


Unter der groSen Zahl von immer wieder neu auftretenden Lehrbiichern der 
Differential- und Integralrechnung bildet das Courantsche eine iiberaus er- 
freuliche und sehr begrii®enswerte Erscheinung... Gegeniiber der in der heu- 
tigen mathematischen Literatur iiblichen Schreibweise, die den wesentlichen 
Inhalt tiberall hinter einen Wust von Nebensachlichkeiten versteckt, atmet das 
Courantsche Buch vollig anderen Geist... Die Mittel, mit denen der Verfasser 
seine Absicht verwirklicht, liegen zunachst in einer vollstandig gleichzeitigen Ein- 
fuhrung des Differential- und Integralbegriffes. Von Anfang an wird konsequent 
mit geometrischer Deutung aller Formulierungen gearbeitet. Dariiber hinaus 
ist das Buch durchsetzt mit sachgemafBen Hinweisen auf mechanische und physi- 
kalische Begriffsbildungen, die nicht als 4u8erliche , Anwendungsbeispiele“ auf- 
treten, sondern in organischer Weise dazu dienen, die mathematischen Begriffe 
AI RIERA oe »Zertschrift fir angewandte Mathematik und Mechantk.« 


Methoden der mathematischen Physik. von R. Courant, 
ord. Professor der Mathematik an der Universitat Géttingen, und D. Hilbert, 
Geh. Reg.-Rat, ord. Professor der Mathemtatik an der Universitat Gottingen. 
(Band XII der ,Grundlehren der mathematischen Wissenschaften“). 
Erster Band. Zweite Auflage in Vorbereitung. 


Aus den Besprechungen der ersten Auflage: 


Wenn dieses von R. Courant verfaBte Buch auch den Namen Hilberts tragt, 
so geschah dies, wie in der Vorrede ausgefitthrt wird, um zu betonen, ,,da8 die 
hier vertretenen wissenschaftlichen und padagogischen Bestrebungen Kinder der 
mathematischen Geistesrichtung sind, welche fiir immer mit Hilberts Namen 
verbunden bleiben wird“, und weil der Inhalt vielfach aus Abhandlungen und 
Vorlesungen Hilberts gesch6pft ist. Aber auch eigene Forschungen Courants 
(neue Begriindung der Theorie der Integralgleichungen, die asymptotische Ver- 
teilung der Eigenwerte) sind eingehend dargestellt. Die mathematischen Me- 
thoden der Physik, die in diesem ersten Band zur Sprache kommen, sind die 
der Variationsrechnung und der Theorie der linearen Integralgleichungen ent- 
nommenen, die physikalischen Probleme, auf die sie Anwendung finden, in erster 
Linie Schwingungsprobleme... Das Buch ist leichtverstandlich, ohne jede Pe- 
danterie, aber mit ausreichender Strenge geschrieben. Es wird Mathematikern 
und Physikern in gleicher Weise zu Belehrung und Anregung dienen. 

, Monatshefte fiir Mathematik und Physik.‘ 


Die mathematischen Hilfsmittel des Physikers. von 
Dr. Erwin Madelung, ord. Professor der Theoretischen Physik an der 
Universitat Frankfurt a. M. (Band 1V der ,,Grundlehren der mathematischen 
Wissenschaften.) Zweite, verbesserte Auflage. Mit 20 Textfiguren. XIV, 
284 Seiten. 1925. RM 13.50; gebunden RM 15.— 


Foundations of Potential Theory. sy Oliver Dimon 
Kellogg, Professor of Mathematics in Harvard University, Cambridge 
Massachusetts, U.S.A. (Band XXXI der ,,Grundlehren der mathematischen 
Wissenschaften“.) Mit 30 Figuren. IX, 384 Seiten. 1929. 

RM 19.60; gebunden RM 21.40 


Verkag yon] wlauses prises ety) nin 


Gesammelte mathematische Abhandlungen. von 

Felix Klein. In drei Banden. 

Erster Band: Liniengeometrie. — Grundlegung der Geometrie. — Zum 
Erlanger Programm. Herausgegeben von R. Fricke und A. Ostrow- 
ski. (Von F. Klein mit erganzenden Zusatzen versehen.) Mit einem 
Bildnis. XII, 612 Seiten. 1921. Unveranderter Neudruck 1925. RM 36.— 


Zweiter Band: Anschauliche Geometrie. — Substitutionsgruppen und 
Gleichungstheorie. — Zur mathematischen Physik. Herausgegeben von 
R. Fricke und H. Vermeil. (Von F. Klein mit erganzenden Zusatzen 
versehen.) Mit 185 Textfiguren. VI, 714 Seiten. 1922. Unveranderter 
Neudruck 1925. RM 42.— 


Dritter Band: Elliptische Funktionen, insbesondere Modulfunktionen, Hyper- 
elliptische und Abelsche Funktionen, Riemannsche Funktionentheorie 
und automorphe Funktionen. Anhang: Verschiedene Verzeichnisse. Her- 
ausgegeben von R. Fricke, H. Vermeil und E. Bessel-Hagen. (Von 
F. Klein mit erganzenden Zusatzen versehen.) Mit 138 Textfiguren. 
IX, 774 Seiten sowie 36 Seiten Anhang. 1923. Unveranderter Neu- 
druck 1929. RM 48.— 


Darstellung und Begriindung einiger neuerer Er- 
gebnisse der Funktionentheorie. von Dr.E. Landau, 


o. 6. Professor der Mathematik an der Universitat Gottingen. Zweite, 
verbesserte Auflage. Mit 10 Textfiguren. Etwa 8 Bogen. In Vorbereitung. 


Sieben- und mehrstellige Tafeln der Kreis- und 
Hyperbelfunktionen und deren Produkte sowie 


der Gammafunktion nebst einem Anhang: Interpolations- 
und sonstige Formeln. Von Keiichi Hayashi, Professor an der 
Kaiserlichen Kyushu-Universitat, Japan. VI, 284 Seiten. 1926. 

RM 45.—; gebunden RM 48.— 


Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen. 
Von Dr. Konrad Knopp, ord. Professor der Mathematik an der Univer- 
sitat Konigsberg. (Band II der ,,Grundlehren der mathematischen Wissen- 
schaften’’.) Zweite, erweiterte Auflage. Mit 12 Textfiguren. X, 526 Seiten. 
1924. RM 27.—; gebunden RM 28,— 


Einleitung in dieMengenlehre. von Dr. phil. Adolf Fraenkel, 
o. Professor an der Universitat Kiel. (Band IX der ,,Grundlehren der 
mathematischen Wissenschaften“.) Dritte, umgearbeitete und stark er- 
weiterte Auflage. Mit 13 Abbildungen. XIV, 424 Seiten. 1928. 

RM 22.60; gebunden RM 24.— 


Aufgaben und Lehrsatze aus der Analysis. von 
G. Polya, Tit. Professor an der Eidgendssischen Technischen Hochschule 
Ziirich, und G. Szegé, Privatdozent an der Friedrich-Wilhelms-Universi- 
tat Berlin. (Band XIX und XX der ,,Grundlehren der mathematischen 
Wissenschaften“)! 

Erster Band: Reihen. Integralrechnung. Funktionentheorie. 
XVI, 338 Seiten. 1925. RM 15.—; gebunden RM 16.50 
Zweiter Band: Funktionentheorie. Nullstellen. Polynome. De- 

terminanten. Zahlentheorie. X, 407 Seiten. 1925. 
RM 18.—; gebunden RM 19.50 
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